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Résumé court

Notre recherche, de nature fondamentale, vise 2 mener une étude approfondie en vue
de reconceprualiser le curriculum d’algébre pour tous au niveau de I'éducaton de
base. A partir d'une analyse du développement historique de lalgébre et de
considérations d’ordre mathématique et épistémologique, nous proposons un modéle
(M.LLAP.A.) intégrant trois aspects principaux de "l'algébre” et quatre habiletés
intellecruelles caractéristiques de "la pensée algébrique”. Aprés avoir examiné quatre
approches didactiques de l'algébre compatibles avec notre modéle, nous en arrivons
ensuite 2 recommander d'utliser dans I'enseignement une approche didactique mixte
qui intégre les précédentes et dont la pertinence est confirmée par une analyse critique
d'approches udlisées tradidonnellement ou proposées récemment. Finalement, nous
formulons huit principes généraux que tout curriculum d’algébre pour tous devrait

satsfaire, accompagnés d'indicateurs pour évaluer ou construire de tels curriculums.



Résumé long

Notre recherche, de nature fondamentale, vise 4 mener une étude approfondie en vue
de reconceptualiser le curriculum de I'algébre pour tous au niveau de I'éducation de
base, et 2 contribuer ainsi 4 la rénovation de I'enseignement de cette matiére qui est
généralement percue par les éléves comme étant arde et trés formelle. Plus

précisément, elle a pour but de répondre aux deux questions de recherche suivantes :

1. Quelle apprache didactique utiliser dans 'enseignement de L'ajgébre dans l'éducation de base ?
2. Sur quels principes pewt-on se baser pour évaluer ou construire un curviculum d'algébre pour
tous véritablement adapté  l'éducation de base ?

Avant de répondre & ces deux questions, nous construisons un cadre conceptuel
concernant "l'algébre" et "la pensée algébrique” en partant d'une analyse du
développement historique de I'algébre, dont nous proposons un découpage en huit
grandes étapes. A partir des résultats de cette analyse et de considérations d’ordre
mathématique et épistémologique, nous distinguons trois aspects principaux de
l'algébre, ainsi que quatre habiletés intellectuelles caractéristiques de la pensée
algébrique. Nous proposons ensuite un modéle orginal, appelé M.LA.P.A,, qui

présente I'algébre et la pensée algébrique de maniére complémentaire et intégrée.

Nous présentons ensuite quatre approches didactiques de l'algébre compatibles avec
notre modéle : l'approche langage, I'approche structures, I'approche modélisation et
l'approche foncton. En réponse a notre premiére question de recherche, nous
recommandons d'utiliser dans l'enseignement une approche mixte intégrant les
précédentes. Une analyse critique d'approches didactiques utilisées traditionnellement

ou proposées récemment confirme la pertinence de notre réponse.



En réponse 2 notre deuxiéme question de recherche, nous formulons huit principes
généraux que tout curriculum d’algébse pour tous au niveau de l'éducation de base
devrait satisfaire, ainsi que huit indicateurs correspondants, pouvant aider aussi bien a

évaluer des curriculums déja existants qu’a en développer de nouveaux.
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Chapitre 1

Introduction et objectif de la thése



1.1 INTRODUCTION

Dans ce premier chapitre, nous commengons par présenter le sujet de la thése et
indiquer les raisons qui nous ont poussé a s'intéresser a ce théme d’étude. Ensuite,
nous présentons I'objectif de la thése en expliquant pourquoi nous avons retenu un tel
objectif et en clarifiant le postulat de travail que nous adoptons. Eafin, nous

annongons les grandes étapes de la thése.

1.2 SUJET DE LA THESE

La présente thése porte sur I'enseignement de I'algebre i Pécole, plus précisément sur la

rénovation du curriculum d’algébre dans I'éducation de base.

Dans la plupart des pays, Palgébre occupe une place centrale dans les mathématiques du
secondaire. Elle constitue en quelque sorte un filtre pour 'accés a des études post-
secondaires, puisqu’une certaine dose de connaissances en algébre s’avére indispensable
pout poursuivre des études dans plusieurs disciplines. La démocratisaton de
Penseignement et le prolongement de la période de Péducation de base qui s'en est
suivi, ont fait que I'algébre fait partic maintenant du curriculum de mathématiques pour
tous les éléves et ce dans plusieurs pays du monde. Usiskin (1994) souligne que ce
phénoméne est relativement récent puisqu'au siécle dernier, 'enseignement de I'algébre
— comme celui de la géométrie — était réservé a un petit pourcentage de la population,

méme dans les sociétés les plus développées.

Cependant, I'algébre est réputée étre, depuis longtemps, un sujet scolaire aride et pour
'apprentissage duquel beaucoup d'éléves éprouvent de grandes difficultés (voir par
exemple Rosnick & Clement, 1980; Kiichemann, 1981, Wagner, Rachlin & Jensen,
1984; Booth, 1984). Ce fait devient encore plus évident lorsqu’il s’agit d’enseigner

Palgébre 2 fous les éléves.



Dans Papprentissage de Dalgtbre, les éléves recourent, le plus souvent, i la
mémorisation de régles et de procédures, et ils en arrivent i croire que ces activités
constituent Pessence de Palgebre (Kieran, 1992). Pour un grand nombre d’entre eux,
P'algébre est une source de grande confusion et d’attitudes négatives (Booth, 1988); ce
monde leur apparait clos, abstrait, purement instrumental et mécanique. Ce
phénoméne est si répandu qu'on peut méme y voir un phénoméne culturel, i tel point
que dans le Petit Robert, le mot algébre est devenu synonyme, au sens figuré, d’une

chose difficile d comprendre, d’un domaine inacvessible d lesprit.

Les curriculums actuels d’algebre a Pécole ont fait et continuent de faire 'objet de
nombreuses critiques. Ainsi, en 1979, Her Majessy's Inspector pour les pays d’Angleterre
et de Galles concluait dans son rapport:

The teaching of traditional algebra has long presented difficulties in school
and it is a branch of mathematics, which remains a mystery to many
adults. (Cité dans Lee, 1997, p. 8)

De méme, Jim Kaput affirmait récemment i propos des curriculums d’algébre en
vigueur aux Etats-Unis d’Amérique:

School algebra in the US. is institutionalized as two or more highly
redundant courses, isolated from other subject matter, introduced abruptly
to post-pubescent students, and often repeated at great cost as remedial
mathernatics at the secondary level. Their content has evolved historically
into the manipulation of stings of alphanumeric characters guided by
various syntactical principles and conventions, occasionally interrupted by
“applications” in the form of short problems presented in brief chunks of
highly stylized text. All these are carefully otganized into small categoties
of very similar activities that are rehearsed by category before introduction
of the next category, when the process is repeated. The net effect is 2
tragic alienation from mathematics for those who survive this filter and an
even more tragic loss of life-opportunity for those who don’t. (Kaput,
1995, p. 1)

1.3 RAISONS DU CHOIX DE CE SUJET DE RECHERCHE

Deux raisons principales justifient notre choix de ce sujet de recherche.



La premiére est d’ordre personnel La problématique de l'apprentissage et de
enseignement de I'algébre i Pécole nous a toujours beaucoup intéressé depuis que
nous avons travaillé 4 la formation des maitres de mathématiques au Maroc. En effet,
dans le cadre de la supervision des stages pratiques des futurs maitres, nous avons été
amené réguliérement 4 observer des classes de mathématiques ou nous avons été
souvent témoin des séreuses difficultés que beaucoup d’éléves éprouvaient dans
Papprentissage de I'algebre. Au fil des années, un fait est devenu évident a nos yeux :
enseignement de 'algébre continue d poser des problémes didactiques énormes au
Maroc - tout comme dans la grande majorité des pays appatemment ~ tout

particuliérement lorsqu'il est destiné a tous les éléves.

En examinant de plus prés Pévolution des programmes marocains de mathématiques
durant les derniéres décennies, nous avons constaté que I'enseignement de I'algébre a
toujours été basé essentiellement sur les mémes thémes d’étude : caleul lirtéral,
manipulation d’expressions algébriques, multiplication et factorisation de polynomes,
équations et inéquations. L’apprentissage des techniques du calcul algébrique occupe la
majeure partie du temps alloué i I'enseignement de 'algebre, et la manipulation des x et
des y ne tend vers aucun but précis autre que la pratique du calcul algébrique lui-méme.
L’algébre apparait aux éléves comme une mécanique froide et abstraite qu’l faut

maitriset sous prétexte qu'elle leur sera utile plus tard.

Clest 2 partir de tels constats que nous avons été amené i nous intéresser tout
particuliérement 4 lenseignement de lalgébre dans I'éducation de base. Nous
voudtions comprendre pourquoi I'enseignement de Ialgébre a I'école est un échec et
comment il faudrait réformer les curriculums scolaires actuels d’algebre pour tous et

préparer les maitres en conséquence.



La deuxiéme raison qui nous a poussé i choisir ce sujet de recherche réside dans le fait
quil s'agit d'un théme d'actualité dans la communauté des didacticiens! des
mathématiques. Leur insatisfaction face i l'état de Penseignement de I'algébre i Pécole
et surtout les changements survenus dans les conditions de Penseignement des
mathématiques 3 I'école — notamment la démocratisation de Penseignement et la
possibilité d’intégration d’outils technologiques dans I'enseignement des mathématiques
~ ont conduits les didacticiens des mathématiques, depuis la fin des années 1980, a
envisager sérieusement la réforme des curriculums scolaires actuels d’algébre. Clest
ainsi que durant la derniére décennie, on a vu se multiplier les travaux de recherche a ce
sujet : Wheeler (1989); Lins (1992); Kieran (1992); Kaput (1995), etc. De nombreux
forums scientifiques ont aussi été organisés pour en discutet, notarnment i Poccasion
des récents Congreés internationaux sur ['enseignement des mathématiques (ICME) et
des rencontres des groupes PME et PME-NA. Egalement, de nouvelles propositions
curriculaires ont été mises de I'avant par des organismes tels que le National Council of
Teachers of Mathematics (1994; 1998), et par des chercheurs comme Kieran (1996),
Kaput (1998) et les collaborateurs de I'ouvrage publié sous la direction de Bednarz,
Kieran et Lee (1996).

1.4 OBJECTIF DE LA THESE

Dans lenscignement traditionnel de Ialgébre, celle-c est wvue comme une
« arithmétique généralisée »; elle traite des quantités et des opérations permises sur ces
quantités, et ses régles sont dictées par les propriétés bien connues de Parithmétque
quantitative (Pycior, 1984). De nombreuses recherches ont été menées sur les
ressemblances et les différences qui existent entre Parithmétique et Palgébre, en vue de
mieux comprendre comment Penseignement de [Palgébre peut s’appuyer sur
I'expérience qu'ont les éléves en arithmétique. L’article synthése de Kieran (1992) fait

état de nombreux travaux i ce sujet.

! Dans tout le document, le masculin est utilisé strictement pour alléger le texte sans exclure le genre



Mais le passage pour les éléves d’un stade anthmétique 4 un stade algébrique est loin
d’étre facile 4 réaliser et pose probléme (Vergnaud, Cortes et Favres-Artigue, 1988;
Kieran, 1992, Rojano, 1996). De plus, il apparait que les longs apprentissages qu'ont
réalisés les éléves en arithmétique peuvent venir faire obstacle a leur apprentissage de
l'algébre (Booth, 1984). De nombreuses recherches empiriques ont montré
qu'effectivement, au lieu de stratégies algébriques de résolution de problémes, un grand
nombre d'éléves préférent utiliser des stratégies arithmétiques. Par exemple, lorsqu’il
s’agit de résoudre une équation, plusieurs ont de la difficulté a opérer sur I'inconnue et
utilisent plutdt la méthode par essais et erreurs, qui est souvent efficace dans les
problémes scolaires. Filloy et Rojano considérent que dans de tels cas il existe une
coupure didactique le long de la ligne d’évolution d’'une pensée arithmétique a une

pensée algébrique chez I'éléve (Filloy et Rojano, 1989).

Depuis une décennie, un grand nombre de personnes oeuvrant en éducation
mathématique insistent sur la nécessité de réformer en profondeur les curriculums
actuels d’algebre de I’école, notamment pour tenir compte du nouveau contexte de
Penseignement des mathématiques (et de Palgébre en particulier) qui a éwé évoqué
précédemment. Selon eux, il s’agit non pas simplement de rafraichir ces curriculums en
s’arrétant sur des détails (par exemple, faut-il justifier de plusieurs maniéres différentes
la formule donnant les solutions d’une équation du second degré ?) ou de dresser une
nouvelle liste de contenus algébriques i enseigner ou d’habiletés cognitives a faire
acquérir aux éléves, mais plutét de reconceptualiser le curriculum d’algébre i Pécole.
Ainsi, le groupe du National Council of Teachers of Mathematics chargé de proposer une

nouvelle vision de 'algébre a I'école affirme dans son rapport :

As mathematics becomes more interdisciplinary and connected, as
technology redefines the need for certain skills, and as the world’s
complexities demand reasoning and symbol sense, algebra needs
reconceptualization. Tomorrow’s algebra curriculum should represent a
significant departure from what now commonly exists (NCTM, 1994, p.
5).

femin



Usiskin (1985) compare le mouvement de réforme en algébre qui est en train de
s'amorcet 4 celui des mathématiques modernes; il n’hésite pas i parler de riwolusion,
plutét que d’évolution, et il affirme que le curriculum d’algébre de demain sera

certainement trés différent de celui d’avjourd’hui.

Par ailleurs, dans la communauté didactique, on recherche une nouvelle vision de
Palgébre plus large que celle d’une arithmétique généralisée. Cependant, les points de
vue des didacticiens a ce sujet sont fort divergents. D’abord parce qulils donnent des
significaions bien différentes au terme «algébre» et qu'en conséquence ils ne
s’entendent pas sur ce qu'on devrait enseigner en algébre a I'école. Ensuite, parce qu’a
présent on a de plus en plus tendance i insister sur le développement de la pensée
algébrique chez les éléves, au lieu de mettre Paccent exclusivement, comme on le faisait
traditionnellement, sur I'enseignement de connaissances et d’habiletés techniques en
algébre. Or, 1a encore, les points de vue concernant /& pemsée algébrigue sont assez
divergents.

Dans le cadre de sa recherche de doctorat, Lee (1997) a demandé ce qu'est 'algébre a
des enseignants des mathématiques, des didacticiens et des mathématiciens. En
analysant des entrevues, des éctits et des échanges dans le cadre dun forum
électronique de discussion sur l'algébre, elle a mis en évidence cinq catégories de
réponses reflétant, selon elle, cinq métaphores différentes de I'algébre : Palgébre en tant
que /angage, l'algébre en tant que mamsére de penser, Palgebre en tant que matitre scolaire,
Palgebre en tant qu'owsi/ (ou ensemble d’outils); I'algébre en tant qu'actinits; et I'algebre
en tant qu'anthmeétique ginéralisée. Elle a montré aussi comment dans la communauté des
didacticiens de l'algebre, il n’existe pas encore une cohérence de points de vue i ce

sujet.

Compte tenu de tout ce qui précéde, nous avons retenu lobjectif suivant pour notre

thése :

Mener une étude approfondie visant G reconceptualiser le curriculum d'algébre pour tous dans

{éducation de base.




Cet objectif sera précisé plus tard. En attendant, nous voudrions insister sur un point
trés important : au lieu de partir des curriculums actuels d'algébre et de chercher i les
améliorer sous différents rapports, nous nous proposons dans ce travail de faire
provisoirement table rase de la réalité actuelle et de mener d'abord une réflexion en profondeur

sur les aspects mathématique, épistémologique et didactique de l'algébre.

1.5 STRUCTURE ET GRANDES ETAPES DE LA THESE
Cette thése se déroulera en trois grandes étapes.

La premiére étape consistera i élaborer un CADRE CONCEPTUEL concemant les
notions d’algébre, de pensée algébrique, d’éducation de base et de curriculum. Comme
nous ne voulons pas partir d’'une signification 4 prior de I'algébre, nous commencerons,
dans le chapitre 2, par étudier le développement historique de Palgébre. Dans le
chapitre 3, aprés avoir précisé la terminologie des notions que nous allons utiliser, nous
préseaterons un modele résumant les aspects importants de I'algébre et de la pensée
algébrique. Dans le chapitre 4, nous préciserons la notion d’éducation de base, nous
présenterons les objectifs de I'éducation mathématique de base et nous soutiendrons

que ['algébre et la pensée algébrique sont des composantes incontournables de cette

derniére.

Dans une deuxiéme étape du travail, il sera question de la FORMULATION DE
QUESTIONS DE RECHERCHE. Dans le chapitre 5, nous préciserons I'objectif de la
thése en formulant deux questions de recherche et nous clarifierons la méthode de

recherche adoptée.

La troisiéme étape du travail s'indtule REPONSES AUX QUESTIONS DE
RECHERCHE. Elle fera I'objet des chapitres 6 et 7.

Enfin, une synthése et des conclusions générales du travail seront présentées dans le
chapitre 8 de la thése.



CADRE CONCEPTUEL



Chapitre 2

Grandes étapes de ’évolution
historique de P’algébre
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2.1 INTRODUCTION

Pour aller dans le sens du postulat de travail annoncé en 1.5, nous entamons la
pésentation du cadre conceptuel de notre thése par une réflexion sur les grandes étapes
de Pévolution de I'algébre. Pour ce faire, nous ne nous donnons au départ aucune
signification précise au mot «algébren, en nous contentons de faire référence i un
champ mathématique dont les origines historiques sont lointaines et dans lequel

ceuvrent actuellement de nombreux chercheurs.

L’analyse de Pévolution historique de Palgébre, qui fait Pobjet du présent chapitre,
constitue la premiére piste que nous explorerons pour élaborer notre cadse conceptuel
de référence concernant I'algébre et la pensée algébrique. Le but poursuivi ici n'est pas
de retracer une histoire de P'algébre comme le ferait un historien, mais d’en dégager les
ééments nous éclairant sur les significations de Palgébre i certaines étapes de son

histoire.

Nous commencons par présenter deux interprétations de I'évolution historique de
P'algébre : la premiére est rapportée par Nesselman, la seconde est proposée par Piaget
et Garcia. Ensuite, nous relatons le délicat probléme de fixer les origines historiques de
lalgébre. Enfin, nous présentons les huit grandes étapes de I'histoire de I'algébre que

nous avons retenues pour les besoins de notre travail

2.2 ETAPES DE L’EVOLUTION DE L’ALGEBRE SELON NESSELMAN

En didactique de Palgébre, il arrive souvent que Fon se référe au découpage de
Pévolution historique de l'algébre, dit i Cajor (1859-1930) mais popularisé par
Nesselman, en trois étapes principales: /ajgéhre rbétongue, d’avant Diophaate
d’Alexandde (III€ s.), ou 'expression des problémes et de leur solution se fait au moyen

de phrases, sans quintervienne aucune notation; /falghre syncopée, ou quelques



12

abréviations apparaissent, (par exemple dans le livte Anthmétiqgues de Diophante);
algébre symbolique de Viéte (1540-1603), ou Fon se dégage complétement des mots et on
utilise des lettres pour représenter les quantités connues ou inconnues et des signes
pour les opérations (Baruk, 1992, pp. 71-72).

Ces trois stades sont caractérisés ainsi :

(1) The first stage Nesselman represents by the name Rhetorical Algebra
or “reckoning by complete words.” The characteristic of this stage is the
absolute want of all symbols, the whole of the calculation being carried on
by means of complete wotds, and forming in fact continuous prose ...

(2) The second stage Nesselman proposes to call the Syncopated Algebra.
This stage is essentially thetosical, and therein like the first in its treatment
of the question; but we now find for often-recurring operations and
quantities, certain abbreviational symbols ...

(3) To the third stage Nesselman gives the name Symbolic Algebra, which
use a complete system of notations by signs having no visible connection
with the words or things they represent. (Heath, 1964, p. 49; lu dans Lins,
1992, p. 37)

Cette classification refléte un aspect particulier de P'évolution de I'algébre, 2 savoir le
symbolisme algébrique. Elle ne peut suffire, nous semble-t-il, 4 rendre pleinement
compte de la nature de I'algébre et de la pensée algébrique. De leur coté, Bednarz,
Janvier, Mary et Lepage (1992) posent la question : sans nier le tole du symbolisme
algébrique, peut-on dire que cette évolution caractérise bien I'émergence ou le
développement d’une pensée algébrique ? Elies font remarquer ensuite :

L’histoite des mathématiques nous montre que le développement de
l'algébre a commencé bien avant que les quantités inconnues soient
représentées par un symbole. Les quelques recherches conduites aupres
d’éléves nous montrent par ailleurs que beaucoup d’entre eux, de Pécole
secondaire jusqu'a l'université, résolvent davantage les problémes
algébriques dans un style «abrégé» (langage naturel «syncopé») que
symbolique. (Bednarz, Janvier, Mary et Lepage, 1992, p. 19)

Confondre l'histoire de I'algébre avec celle de son symbolisme pourrait conduire i des
conclusions erronées. Nous reviendrons sur ce point 2 la fin du chapitre, aprés la

présentation des étapes principales de Phistoire de I'algébre que nous avons retenues.
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2.3 ETAPES DE LEVOLUTION DE L’ALGEBRE SELON PIAGET ET GARCIA

Tentant de montrer l'existence d’un parallélisme entre la phylogenése (genése historique)
et la pyychogenése (genése psychologique) de I'algébre, Piaget et Garcia (1983) proposent
une autre interprétation de évolution historique de l'algébre. Reprenant a leur compte
une analyse de Boutros, ils caractérisent cette évolution par trois grandes étapes,
nommeées respectivement étape intragpérationmelle, étape interopérationnelle et étape
transopérationnelle, dont les frontiéres sont marquées par les prises de conscience des
opérations d’abord et des structures ensuite. Dans cette analyse, Piaget et Garca
mettent en évidence le rdle primordial que joue le concept d’«opération» en algébre. Ils

caractérsent ces trois €tapes ainsi:

1. Les étapes intraopérationnelles sont caractérisées par des liaisons
intraopérationnelles qui se présentent sous des formes isolables,
comportant certes, comme leur nom l'indique, des articulations internes,
mais ne se composant pas entre elles, et sans des transformations de I'une
a l'autre qui supposent l'existence d'invariants.

2. Les étapes interopérationnelles sont caractérisées par des
cotrespondances et des transformations entre les formes isolables de
Pétape antérieure, avec de plus les invariants que de telles transformations
exigent.

3. Les étapes transopérationnelles sont caractérisées par la construction
de structures dont les reladons internes correspondent aux
transformations interopérationnelles. (Piaget et Gracia, 1983, p. 164)

Se basant sur un livre d’histoire des mathématiques de Jacob Klein? (1968), Piaget et
Garcia interprétent le développement historique de Palgébre de la maniére suivante.

Pendant une premiére période, extrémement longue, il ne s’agit que de la recherche de
solutions 4 des équations spécifiques. La méthode est purement empirique et consiste 4
procéder par titonnements. Chaque équation est objet d’un traitement particulier.
Selon Piaget et Garcia, il s’agit li d’une érape intraopérationnelle du développement de
Ialgébre.

2 Klein, J. (1968) Greek mathematical thought and the origin of algebra. Cambridge, Mass.: MIT Press.
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Ce n’est qu'au XVII&= siécle, avancent-ils, qu'on arrive a chercher des méthodes plus
générales et, surtout, & poser le probléme général de l'existence ou de la non-existence
de solutions. Les transformations d’équations permettant de réduire une forme non
résolue a une forme résoluble dominent largement les recherches. Ici, c’est Panalyse qui
va jouer un rle fondamental. Lagrange et Gauss sont les grandes figures de cette
période, laquelle constiue du point de vue de Piaget et Garcia, une période
interopérationnelle de I'évolution de Ialgébre.

Avec Galois et le développement de la théore des groupes aboutit Phistoire de la
résolution des équations et commence la prédominance des structuces algébriques.

Selon Piaget et Garcia, c’est le début de I'étape transopérationnelle du développement
de I'algébre.

Nous avons présenté l'interprétation de P'évolution historique de P'algébre de Piaget et
Garcia, parce qu'elle a le mérite de bien mettre en évidence le caractére essentiel que
joue P'opération, dans le développement et 'appréhension de l'algébre. Nous allons
exploiter plus tard cette observation mais nous n’allons pas nous baser sur I'analyse de

Piaget et Garaia.

2.4 LE PROBLEME DES ORIGINES DE L’ALGEBRE

Les origines historiques de I'algébre ne sont pas précises. Elles sont en effet trbutaires

de la signification que Yon donne au mot «wlgebren. A ce propos, dans son ouvrage
classique sur I'histoire des mathématiques, Smith écrit:

If by algebra we mean the science which allows us to solve the equations
ax® + bx + ¢ = 0, expressed in these symbols, then the history begins in
the 17" century; if we remove the restrictions as to those particular signs,
and allow for other and less convenient symbols, we might properly begin
the history in the 3d century; if we allow for the solution of the abave
equation by geometric methods, without algebraic symbols of any kind, we
might say that algebra begins with the Alexandran School or a little earlier;
and if we say that we should now solve by algebra (even though it was at
first solved by mere guessing or by some cumbersome arithmetic process),
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then the science was known about 1800 BC, and probably still easlier.
(Smith, 1958, p. 378)

Les critéres retenus pour identifier le savoir algébrique dans des textes mathématiques
anciens colorent nettement la lecture que P'on fait de Phistoire de Palgebre. Comme le
rappelle ici Smith, des historiens n’hésitent pas i qualifier d*«algébrique» un probléme
que P'on peut résoudre par Palgébre telle qu'on la connait avjourd’hui. Clest ce qui
permet, nous semble-t-i, 4 Dieudonné d’affirmer dans son histoire abrégée des
mathématiques, que des problémes algébriques ont été posés et résolus depuis les
Babyloniens (Dieudonné, 1978, p. 55). En faisant son interprétation a partir de la
transposition en langage moderne du texte mathématique ancien, I'historien serait porté
i croire que, puisque P'on obtent les mémes résultars, les procédures anciennes et
modetnes ne sont que superficiellement différentes et sont deux formes de 'expression
d’'une méme réalité® (Martzolf, 1988, cité dans Lins, 1992). Selon Radford, cette
maniére d'interpréter les textes mathématiques anciens a conduit quelques historiens i
supposer que les Babyloniens disposaient déja du systéme conceptuel modetne de
Palgébre et 2 interpréter Pabsence chez eux du symbolisme algébrique par Pexistence
d’un “langage invisible” chez leurs scribes.

The classical historical account of Babylonian mathematics interpreted a
large part of ‘non-practical’ problems as problems dealing with algebra
(and particularly with second degree algebra). This interpretation was
inspired by the possibility of translating the calculations shown in

3 Voici un témoignage dans ce sens, exprimée par une historienne des mathématiques dans un forum
électronique de discussion sur 'histoire des mathématiques :

Objer: [HM] Base 60

Date: Wed, 28 Jul 1999 06:07:15 EDT

De: Karen Dee Michalowicz <KarenDM@aol.com>

Répondre-A: historia-matematica@chasque.apc.otg

A: historia-matematica@chasque.apc.org

Having the pleasure of being with Eleanor Robson this week at our Math
History Institute, I have learned that many of our mistakes in looking at
andient mathematical artifacts is that we lock at them from our own paint
of view (the reader), rather than the author’s point of view. We ascabe
mathematics to documents that would never be used by the scribe of the
documents.
[-]

Karen Dee Michalowicz
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Babylonian texts into modern algebraic symbolism. Babylonian Algebra
was then seen as an algebra, which contained the corresponding afgebraic
concepts but lacked the corresponding algebraic symbols. In other words, this
thesis states that the Babylonian scribes could develop an Inuisible Algebraic
Language. However, recent works in the history of mathematics have
rejected this interpretation (see Hoyrup 1985, 1986, 1993, 1994) and
provide new room for a deep discussion about the conceptual origins of
algebra. (Radford, 1995, i paraitre)

On trouve le méme type d’interprétation historique derriére I'idée de I'existence d’une
«algébre géométrique» chez les Grecs. A ce sujet, note Lins, il y a la croyance qu’un
bon nombre de théorémes «géométriques» seraient en fait «algébriques» mais déguisés
sous un «habillage» géométrique, comme semble le penser van der Waerden :

Presently we shall make clear that this geometric algebra is the
continuation of Babylonian algebra. The Babylonians also used the terms

‘rectangle’ for xy and ‘square’ for 52, but beside these and alternating with
them, such arithmetic expressions as multiplication, root extraction, etc.,
occurs as well. The Greeks, on the other hand, consistently avoid such
expression.... everything is translated into geometric terminology. But
since it is indeed a translation, which occurs here, and the line of thought
is algebraic, there is no danger of misrepresentation, if we reconvert the
derivations into algebraic language and use modern notation. (van der
Waerden, cité dans Fauvel, 1990, p. 14)

Une autre difficulté liée 2 la lecture historique du développement de I'algébre provient
de la nature des textes étudiés eux-mémes. On sait que le patrimoine mathématique est
passé d’une civilisation 4 une aut£e; traduits parfois par des savants, les textes n’étaient
pas toujours 3 Pabri de nombreuses interprétations. Rashed donne 'exemple de
Pceuvre Arthmétiques de Diophante : «’ouvrage appartient en fait essentiellement 2 la
théorie des nombres, mais quand il fut traduit, aprés la constitution de Palgébre comme
science, on a donné aux Anhmétigues un style, et méme un lexique algébrisé, ce qui

constitue déja une interprétation.» (Rashed, 1985, p. 142)*

+ A noter quavant Ia traduction arabe de I’ Anithmétiguer de Diophante, P'algébre avait déja été constituée
comme discipline mathématique, suite aux travaux d’al-Khawardzmi et de ses successeurs. Pour les
mathématiciens arabes, note alors Rashed, al-Khawarizmi est le prédécesseur de Diophante bien que ce
dernier ait vécu des siécles avant lui. Par ailleurs, Adel Anbouba note : «la publication par Roshdi
Rashed de Ia traduction arabe de quatre livres de I'Arithmétique de Diophante remet en question le
probléme tant débattu du texte authentique de Diophantes. (Anbouba, 1978, note de bas de la page
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Notre objectif ici ne consiste point 2 nous livrer 4 une analyse minutieuse des origines
historiques de la genése de I'algébre — encore moins i nous intéresser au probléme de
Poriginalité des productions algébriques. Tout ce que nous souhaitons, c’est de saisir le
sens de l'algébre en tant que discipline mathématique. Pour éviter les écueils dis  une
interprétation a préori de I'algébre, nous allons prendre comme point de départ de notre
enquéte historique 4 propos de la signification de Palgebre la pérode ou celle-ci a
émergé comme discipline mathématique indépendante avec al-Khawarizmi. Toutefois,
il reste clair dans notre esprit que cette émergence ne s'est pas produite dans le vide.
Elle a été possible, d’une part, grice aux contributions de précédentes civilisations
recues en héritage, et d’autre part, grice a une activité mathématique de I'époque
motivée a la fois par des raisons scientifiques et sociales. Nous tentons de préciser

davantage ce point dans la section 2.5.1 qui suit.

2.5 HUIT GRANDES ETAPES RETENUES DU DEVELOPPEMENT HISTORIQUE
DE L’ALGEBRE

Il existe différentes maniéres d’interpréter le développement historique de Falgébre.
Pour les besoins de notre travail, nous avons retenu huit grandes étapes. Pour chacune

d’elles, nous tentons de dégager la signification de I'algébre qui la caractérise.

2.5.1 L’idée de Palgébre selon al-Khawarizmi

Afin de comprendre ce qu'était I'algebre 2 son tout début, il nous semble utile de nous
arréter un moment sur l'algébre d’al-Khawarizmi, d’examiner le contexte dans lequel
elle est apparue, son objet, ses concepts, sa structure logique ainsi que le mouvement de
recherche qu'elle a défini.

71). Voir aussi : Roshdi Rashed, Les travaux perdus de Diophante, Revwe d'Histoire des Sciences, 27 (1974),
97-122; 28 (1975), 3-30.
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Mohammed ibn Musa al-Khawarizmi composa 3 Bagdad, entre 813 et 833, sous le
tégne d’al-Ma’'mun, son célébre ouvrage : Lz bvre concis d'al-jabr et d'al-mugdbala. Dans les
pages de ce manuel, on voit surgir Pajgébre, pour la premiére fois, comme discipline
mathématique distincte, indépendante et en possession de son nom. Origine du mot
«algébren, le mot arabe aljabr, signifie remise en place des os, réparation, remplissage,
rabotage : Cest ainsi de fagon imagée, qu’est désignée Popération qui, sur une équation,
consiste 4 ajouter un méme terme a ses deux membresS. Almugdbala signifie
confrontation, mise en opposition et consiste 3 simplifier Péquation en éliminant les
termes semblables qui se « confrontent» de part et d’autre du signe égalité (Baruk,
1992, p. 68). 1l est intéressant de noter que le mot algébre référe, originairement, a une
transformation, attestant Pimportance de cette transformation dans cette discipline.

Al-Khawarizmi faisait partie de «Dar al Hikma» — la Maison de la Sagesse, mise sur
pied par al-Ma’mun — une véritable Académie des sciences, dont faisait partie au méme
moment, entre auires, al-Kindi, Pun des plus grands philosophes arabes ainsi qu’al-
Hajjaj, le premier traducteur des Eléments d’Euclide et al-Jaouhar, auteur de
commentaires des E/éments (Youschkevitch, 1976).

Al-Khawarizmi a rédigé des traités dans plusieurs disciplines, notamment en
arithmétique, en algébre, en astronomie, en géographie et sur le calendrier. Comme le
notent plusieurs auteurs, (Youschkevitch, 1976; Rashed, 1984), les ceuvres d’al-
Khawarizmi, en particulier ses traités sur I'arithmétique et P'algébre, ont exercé une
influence prépondérante sur le développement ultérieur des mathématiques. Elles ont

été le point de départ de nombreux travaux ultérieurs. Des dizaines de générations se

5 La métaphore serait la suivante: si 'on ajoute un terme 2 un membre d'une égalité on aawe cette
équadon et il faut donc effectuer 'opération d’al-jabr pour rétablir I'érat initial de I'équation en ajoutant
le méme terme a Pautre membre de Pégalité.

§ Dans I'expression «philosophes arabes» ou encore dans d’autres expressions que nous utiliserons dans
la suite, comme «nathématiques arabes», «l’algébre araben, 'adjectif «arabe» doit éwe comprs comme
signifiant que ces sciences sont écrites en langue arabe et non comme indiquant Vorigine arabe des
savants. Ces demniers ont été d’ongines ethniques diverses. Le qualificatif «arabo-musulman», pour
désigner cette scieace ou culture «arabe» n’est pas non plus acceptable du moment que bon nombre des
savants p’étaient pas arabes ni méme musulmans. La seule certitude est que la langue arabe était dans la
civilisation en question une langue scientifique.
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sont formées i leurs études. Al-Khawarizmi a voulu réunir dans ses ceuvres, ce qui était
le plus important pour les hommes de science et pour les praticiens, en tenant compte
particuliérement des besoins de la vie quotidienne (Youschkevitch, 1976). 1l nous
semble qu’il ne faut jamais perdre de vue le souci didactique des mathématiciens arabes
et en particulier d’al-Khawarizmi, pour bien comprendre ces mathématiques.

A I'époque d’al-Khawarizmi, on assiste, selon Rashed,

(1) 2 la consolidation et au développement des institutions administratives
au niveau de I'empire, (2) 3 la multiplication des images réduites de ces
institutions au niveau des provinces, par suite de l'affaiblissement des
pouvoirs des Khalifes et, (3) a 'apparition d’une couche sociale, celle des
dkuttib» ou fonctionnaires, liés i la multiplication des administrations
(diwans) et de leurs images réduites.

[..] C'est I'existence de cette couche sociale qui a incité, pour la formation
de ses membres, 4 1a rédaction de manuels en arithmétique et en d’autres
disciplines. En effet, un certain nombre de diwins avaient besoin, en
particulier, de comptabilité financiéte et étaient donc demandeurs de
traités d’arithmétique sirs et maniables pour la pratique de leur méder
(Rashed, 1984, pp. 64-65).

Or, I'étendue et la composition de 'empire abbaside ont mis en présence et confronté
plusieurs arithmétiques, notamment la digitale et Iindienne, ajoute Rashed. Toute
P'activité mathématique, note cet auteur, s’était d’abord développée en arithmétique, au
sens de P'unification des différents systémes d’arithmétique, mais il fallait justifier cette
unification (Rashed, 1984). Il estime que la facilité et la rapidité du maniement sont

devenues des critéres de préférence parmi les arithmétiques existantes.

Rashed avance la conjecture suivante:

La confrontation au moins implicite des arithmétiques, 2 fait apparaitre
beaucoup plus clairement qu'auparavant la généralité et la nature abstraite
du concept d'opération. Vues de cette maniére, et en quelque sorte
systématisées, les opérations sont dés lors des moyens d’organiser I'exposé
arithmétique. La présence de plusieurs arithmétiques a eu pour
conséquence, en effet, de relativiser les systémes de numération pour
montrer que 'essentiel est dans le choix de la base et dans les opérations i

appliquer» (Rashed, 1984, p. 66).
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L’idée de génie d’al-Khawarizmi consiste 2 udliser un systéme décimal de numération
positionnelle (a Taide des chiffres indiens), et en particulier en employant un petit cercle
semblable au caractére 0. Véritable amplificateur cognitif, le systéme décimal de
numération positionnelle permet I'écriture des nombres (de n’importe quel ordre de
grandeur) au moyen d’au plus 10 symboles prédéfinis, de nommer les nombres en
utilisant un registre préétabli de noms (noms des 10 symboles ainsi que des différentes
positions : unité, dizaine, centaine, etc.) et surtout d’offrir la possibilité d’opérer sur des
écritures décimales (et non sur les nombres) et de formuler des procédés généraux de
calcul.

Dans son traité d’arithmétique, en effet, al-Khawarizmi explique comment prononcer
les adjectifs numéraux dans le cas des grands nombres en utilisant les concepts d'xnie,
de dizaine, de centaine, de millier qu'il venait de définir. Il décrit ensuite minutieusement
les opérations de calcul A la suite des opérations d’addition et de soustraction, al-
Khawarizmi traite de la division et de la multiphication puis se toumne vers les fractions.

Enfin, il expose les algorithmes” pour Vextraction des racines carvées (ibid.).

Al-Khawarizmi a ainsi réussi son projet d’élaborer une arithmétique utilisant un langage
précis et uniformisé et offrant des procédés de calcul i la fois sirs et maniables. Clest,
nous semble-t-il, ce méme souci d’uniformisation du langage et la recherche de
méthodes de calcul stres et facilement applicables, qui vont conduire al-Khawarizmi a
rédiger son traité d’algébre pour, explique-t-il, «fournir aux gens un manuel concis dont
ils puissent se servir pour leurs problémes de calcul, pour leurs échanges commerciaux,
pour leurs successions et pour l'arpentage de leurs terres» (Rashed 1984, p. 19).
Arrétons-nous un moment pour tenter de comprendre les principales idées sur

lesquelles s’est basé al-Khawarizmi pour créer son algebre.

Fort de certains enseignements de son expérience réussie en arithmétique, al-

Khawarizmi savait, nous semble-t-il, que le succés dans I'élaboration de méthodes

7 Le mot algorthme est une déformation latine du nom Al-Khawarizmi.
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générales dépend grandement de la mise en évidence de concepts généraux. Par un
effort d’abstraction, il a vu qu'une fois décontextualisés, tous les problémes dont il
cherche a élaborer des méthodes générales de résolution, font intervenir les opérations
classiques sur les nombres ainsi que trois notions fondamentales : la grandesr inconnue
(qu'il désignera par racine? ou chose?), son canvé (désignée par «amil'™) et une gramdewr
connue (le nombre). En plus, la résolution de ces problémes dépend de la maniére dont
ces grandeurs sont liées entre elles — soit en langage moderne, dépend de la forme du
systéme de relations entre les grandeurs du probléme. Pour décrire la forme d'un tel
systéme de relations, al-Khawarizmi utilise une idée qui, sous certains rapports, se
trouve analogue i celle de position & la base de son élaboration du systéme de
numération positionnelle. En effet, comme la donnée d’'un nombre revient i la
spécification des valeurs de certaines positions (unité, dizaine, centaine, millier, etc.), la
structure d’un probléme, étudié par al-Khawarizmi, peut étre décrite de maniére
analogue en précisant les valeurs a trois positions : une correspondaat au carré de la
racine, une autre i la racine et la troisiéme au nombre!l. Al-Khawarizmi écrit en effet:
«de ces trois types [C’est-a-dire, les racines, les carrés des racines et les nombtes] les uns
peuvent étre égaux aux autres, comme quand tu dis : des carrés sont égaux 2 des
racines, des carrés sont égaux 3 un nombre, des racines sont égales 2 un nombren. Il
poursuit : «J’ai trouvé que ces trois types qui sont les racines, les carrés et le nombre, se
composent, et qu'on a donc trois genres composés qui sont des carrés plus des racines
égaux i un nombre, des carrés plus un nombre égaux a des racines, des racines plus un

nombre égaux a des carrésy

¢ Traduction du mot arabe gidr

? Traduction du mot arabe diay’ que les mathématiciens italiens appelleront plus tard 4 s

1 Etymologiquement, ce mot désigne un bien possédé ou ke montant d'ume somme d'argent.

" 11 est intéressant de noter I'analogic entre Pécriture décimale générale d'un nombre et celle d'un
polyndme : ”=Za.‘10i ,ou a= 1,23 ... % P(x)=2a,-x‘oﬁ les @, sont des nombres. La
donnée de la suite ordonnée des coefficients a; (les valeurs dans les positions 1, 2, 3,.. i, ... ) détermine
complétement |’écriture décimale ou ie polynome.
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Plus tard, Sinan ibn al-Fath (Mss. 260 Ryadydt B. N. Le Caire ff. 95-104%) a établi
explicitement ce lien lorsqu’il a introduit d’une maniére plus générale la puissance de

Pinconnue :

(--.) appelons le premier de cela le nombre, le deuxiéme racine, le
troisiéme carré (mal), le quatriéme cube (maka'ab), le cinquiéme carré-
carré, le sixiéme madid, le septiéme carré-cube, on aura ensuite k huitiéme
proportion, et la neuviéme, et ainsi tout ce que tu veux. Il t'es permis de
changer ces noms, une fois que tu as compris I'intention. Mais la coutume
est de donner ces noms ; nous nous y conformerons donc.

Ceci est un exemple pour montrer ce que nous avons déctit, et il est selon

Pordre du calcul indien.

un dix cent mille dix mille
nombre  racine carré cube carré-carré
cent mille mille mille dix mille-mille cent mille-mille

madad carré-cube huitiéme proportion neuviéme proportion

(Cité dans Rashed, 1984, p.21, note de bas de page 11)

Al-Khawarizmi retient, en langage moderne, trois équations bindmes et trois équations

trinomes'
2 2
ax’ =bx ax =c¢ bx=c
1 1 2
ax‘+hx=¢ ax‘+c=bx o =bx+c

Retenons ici que la tendance a chercher des méthodes générales a amené al-Khawarizmi
a dégager des concepts généraux comme ceux Jimvommue et déguation. La notion
d'équation apparait dés le départ pour elle méme, et, peut-on dire, de maniére
générique, dans la mesure o elle ne surgit pas simplement au cours de la solution d’un
probléme, mais est délibérément appelée i désigner une classe infinie de problémes,
note Rashed (#id). Nous expliquerons plus loin pourquoi al-Khawarizmi se limite au

12 Al-Khawarizmi ¢vite de cette fagon d’utliser des nombres négatifs et la possibilité que Fun des
coefficients de I'équation soit aul. I n'acceptait pas en outre les solutions négatives ou nulles.
Rappelons que Nicolas Chuquet (XVe siécle) et Michael Stifel (vers 1487 — 1567) qualifisient les
nombres négatifs de anombres absurdesw; Frangoit Viéte (1540 — 1603} les rejetait complétement et
René Descartes (1596 — 1650) acceptait les solutions négatives mais les appelait aracines fausses».
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cas des équations 2 une inconnue de degré 2 au plus. Intéressons-nous maintenant au
traité d’al-Khawarizmi, Ls bvre concis d'al-jabr et d'al-mugdbala, pour mieux comprendre la
signification de I'algebre de cet auteur.

La premiére parte, théorique, est destinée 2 Pétablissement de ce calcul — d’al-jabr et
d’al-muqabala, c’est-a-dire de ses termes primitifs et de ses concepts. Dans la deuxiéme
partie, al-Khawarizmi fixe également les bases des procédés réguliers qui permettent de
ramener les problémes de la pratique calculatoire aux types algébriques fondamentaux.
Quant aux demiéres parties, d’intention strictement pratique, elles traitent de
I'application de ce calcul aux transactions commerciales, 2 I'arpentage, aux mesures
géométriques, et, enfin, aux testaments. On voit donc i la simple lecture du livre d’al-
Khawarizmi, fait observer Rashed, que Palgébre se présente d’emblée comme une
discipline théorique, munie de prolongements appliqués aussi bien au domaine des

nombres qu’a ceux de la géométrie métrique. (#54d.)

Un deuxiéme stade de généralité est atteint lorsque al-Khawarizmi introduit la notion
de forme normale. 11 exige de réduire systématiquement chaque équation a la forme
normale correspondante en utilisant les transformations algébriques — framsposition et
réduction. Dans le quatriéme cas (ax? +bx =¢), pat exemple, il écrit : dDe méme, si Fon
mentionne deux carrés, ou trois, ou moins ou plus, réduis donc i un seul carré, et
réduis les racines et les nombres qui se trouvent en méme temps que lui ce 4 quoi tu as

réduis les carrés» (Rashed, p. 23). Pour les équations

a’ +bx = @ +¢=bx ax’ =be+e
il arrive alors aux trois équations écrites sous forme normale :

¥ +pr=g x* +q=px x'=pr+q

Tout est donc en place pour permettre P'établissement des formules algorithmiques des

solutons pour chacun de ces cas.
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Examinons par exemple le cas de Péquation : x* + px =g, avec p=10 et 4=39. Que les
coefficients soient affectés d'une valeur particuliére (nombre rationnel positif) ne
diminue en den la généralité du raisonnement, estime Rashed. Al-Khawarizmi écrit :
«La régle en cela, est que tu divises les racines en deux moitiés, dans ce probléme cing,
que ru multiplies par lui-méme, on a vingt-cing, tu 'ajoutes a trente-neuf, on a soixante-
quatre; tu prends sa racine qui est huit, tu en retranches la moitié des racines, qui est
cing , il reste trois, qui est la racine du carré que tu cherches, et le carré est neub

(Rashed, p. 23 ). Autrement dit, il obtient dans ce cas Pexpression suivante :

xaﬁg)lq-g

Pour les équations x* = px+¢ et x* +¢ = px, tovjours avec p=10 et q=39, il obtient

respectivement :

=g+ (4] 4g

2 2
x:é’_: J;-J -q ,si(lz’-) >q

2
Dans ce dernier cas, il précise que si (%) =g, walors la racine du carté est égale 4 la

2
moitié des racines exactement, sans excédent ni diminution» ; et si (%J <q, alogs de

probléme est impossible».

La formule de soludon est alors justifiéee mathématiquement i laide d’une
démonstration proto-géométrique, ou preuve par figures, selon le langage méme d’al-
Khawarizmi (Anbouba, 1978, p. 71) et il se trouve alors en mesure d’éctire que tout ce
qui reléve de I'algébre «doit te mener 2 P'un des six types d’équations que j'ai décrits
dans mon livre» (Rashed 1984, p. 24).
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Void par exemple le procédé qu'al-Khawarizmi propose pour la résolution de
Péquation : x” + px =g, avec p = 10 et q = 39. Il commence par construire un carré

comme dans la figure 2.1.

p/4 I ! X

(p/4)x
4,
®

v

|

Figure 2.1: Justification géomeétrique d’al-Khawarizmi

I calcule Paire du grand carré de c6té p/2 + x de deux maniéres différentes. 1l obtient

2 2
d’une part (x + g)’ et d’autre part x*+ px+ pT ou encore, g+ i‘;—, c’est-a-dire 39 +

25=64. De Li, il déduit que x +5=8, soit x = 3.

Aprés cette étude théorique des équations quadratiques, al-Khawarizmi consacre quatre
brefs chapitres 2 'étude de quelques aspects de I'application des lois élémentaires de
P'arithmétique aux expressions algébriques les plus simples. II étudie, en effet, dans
Potdre, P'addition et la soustraction, la division, la multiplication et Pextraction de la
racine carrée; autrement dit, les mémes opérations dont il a traité dans son livre
d’arithmétique. Voici par exemple ce qu'il propose dans son court chapitre sur la
multiplication : «Comment multiplier les choses (les inconnues), qui sont les racines, les
une par les autres, si elles sont seules ou si elles sont ajoutées 2 un nombre, ou si on en
soustrait un nombre, ou si elles sont soustraites d’'un nombre, ...» (Rashed, 1984, pp.24-
25), c’est-a-dire les produits du type : (a * bx)(c £ dx), dans le cas o 3, b, c et d sont

des nombres rationnels positifs.
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Ces chapitres sont bien plus importants par Pintention qui les anime que par les
résultats qu'ils renferment, estime Rashed. D’aprés lui, si 'on considére en effet la
place qu’al-Khawarizmi attribue  ces quatre chapitres et enfin 'autonomie qu’il restitue
i chacun d’eux, il apparait que I'auteur a voulu entreprendre pour elle-méme Pétude du
calcul algébrigue, c'est-d-dire des propriétés des cing opérations arithmésiques de base (addition,
soustraction, multiplication, division et extraction de la racine carrée) ainsi que les transformations d'al-
Jabr (transposition) et d'al-mugabala (réduction) sur les bindmes et irindmes associés awex équations
considérées dans la partie théorigue précédente de son liyre. Et, aussi rudimentaire qu'elle puisse
paraitre, cette étude n'en représente pas moins la premiére tentative consacrée au calcul
algébrique comme tel; car les éléments de ce calcul n’apparaissent pas simplement au
cours de la solutdon des différents problémes, mais font l'objet de chapitres

relativement autonomes (Rashed, 1984).

Nous saisissons donc avec davantage de précision Pidée de Palgébre selon al-
Khawarizmi : il s’agit de 1a théorie des équations linéaires et quadratiques 2 une seule
inconnue et du calcul élémentaire sur les binémes et trindmes associés (calcul
algébrique), sans que soit encore formulée 'idée de polynome en général (Rashed,
1984). La nouveauté de la conception, estime Rashed, réside dans le fait que jamais
auparavant les concepts de cette théorie n’étaient apparus en méme temps et jamais ils
n’avaient été reliés de cette fagon. Mais si al-Khawarizmi s’en tient, au plus, au 2° degré,
c’est simplement en raison de l'idée quil se fait du procédé de la résolution d’une
équation, lequel doit étre i la fois général, calculable et bien fondé mathématiquement.
En fait, seule la solution par radicaux!* pouvait répondre aux exigences d'al-
Khawarizmi, ce qui explique la restriction aux équations du second degré (ibid)).

D’autre part, pour tésoudre I'équation que nous écrivons en langage modeme
x* +10x =39, al-Khawarizmi considére au départ un carré (figure 2.1) de cté x + 5,

comme si le segment de longueur x était déja connu. En représentant I'inconnue, il
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peut opérer sur elle!4, raisonnant ainsi d’une maniére analytique. Arrétons-nous un

moment pour expliquer en quoi consiste un tel mode de pensée.

Mode de pensée analytique

Dans le cadre de la résolution de problémes i une seule inconnue, en algébre, on parle

de pensée analytigue dans le sens suivant :

1. On suppose qu’il existe une valeur {(éventuellement plusieurs) de
linconnue répondant aux conditions du probleme. On accepte de
représenter cette valeur par un symbole et d'opérer sur celui-ci comme si

la valeur érait connue.

2. A Iiide de ce symhole, on traduit les conditions du probléme sous la

forme d’une équation ou inéquation.

3. On cherche des conséquences logiques de 1. et 2., généralement jusqu'a
ce que I'on soit en mesure de résoudre le probléme. (Si jamais on aboutit
2 une conséquence impossible, par exemple 0 = 1, alors on peut
conclure que la supposition initiale était fausse, c’est-a-dire qu’il n’existe

pas de valeur de Pinconnue répondant aux conditions du probléme.)

Afin d'illustrer cette caractérisation de la pensée analytique, considérons le probléme
suivant:

Probléme 1. Trouver les dimensions d’un terrain de forme rectangulaire dont la
longueur est le double de la largeur et dont la superficie vaut 128 m2

et comparons deux démarches de résolution, 'une arithmétique, Pautre algébrique.

13 Rashed rappelle qu'al-Khayyam refuse de considérer comme algébrique la solution de 1’équation
cubique i I'aide de 'intersection des courbes, et consacre ce qualificatif i la seule solution par radicaux
(Rashed, 1984, p. 25).

14 Rappelons que l'algebre d’al-Khawarizmi, et 'algébre arabe en pénérale, est exprimée complétement

£0 mots.
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Une démarche ahthmétique : On décompose 128 comme produit de deux entiers
naturels de toutes les maniéres possibles: 128=128x1=2x64 =4x32=8x16. On voit

alors que la demiére décomposition fournit la solution désirée : le rectangle cherché a

pour largeur 8m et pour longueur 16m.

e : On suppose le probléme
résalu et on désigne par x la largeur du rectangle (exptimée en métres). D’aprés les
conditions du probléme, la longueur vaut 2x et on a: x(2x) = 128 . On résout

maintenant cette équation. On obtient :
22) =182 =128=>x* =64 = (x=8 ou x=-8

On conclut alots que les seules solutions possibles sont 8 et —8. On rejette la valeur
négative et on conclur que le terrain rectangulaire cherché a pour largeur 8m et pour
longueur 16m (sa superficie est bien 128 m?).

Dans la démarche arithmétique, on est parti d'une grandeur connue pour arriver 2
découvrir la valeur de l'inconnue. Comme le font remarquer Mason et Binnz (1993),
dans une telle démarche, on fait simplement une suite de calculs sur des quantités
connues; jamais on n'opére sur des inconnues. Dans la démarche algébrique faisant
appel au raisonnement analytique, par contre, on a procédé de Pinconnu vers le connu,

en opérant sur I'inconnue comme si ¢’était un nombre connu.

I1 va de soi que le symbole utilisé pour représenter inconnue peut étre verbal ou écrit ;
dans ce dernier cas, il peut étre un mot (comme raame udlisé par al-Khawarizmi) ou
n’importe quel caractére écrit (comme x; ?, Q, ...). La nature du symbole est secondaire
du moment que ce symbole est utilisé comme substitut de Finconnue, que 'on peut
manipuler lorsqu’on veut opérer sur 'inconnue.

We symbolise when we want something that is absent or missing in some
way — and then we work on or with the symbol as 2 substitute, and on
occasion 4s a consolation.

[---] One central reason, then, for symbolising is that symbols allows us to
manipulate, by proxy, things that are not easily bandled, or which are even
impossible to handle, by our physical selves (Pimm, 1995, p. 109).
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Depuis fort longtemps, les Anciens opposaient les méthodes d’analyse et de synthése.
Hintikka et Rems (1974) expliquent :

Analysis is 2 method Greek geometers used in looking for proofs of
theorems and for constructions to solve problems. In both cases, analysis
apparently consists in assuming what was being sought for, in inquiring
where it comes from, and in proceeding further till one reaches something
already known. Analysis is followed by a synthesis in which the desired
theorem or construction is established step by step in the usual manner by
retracing the stages of the analysis in the reverse order. (p. 1)

ou encore, comme Pappus lui-méme P'affirme:

Now, analysis is a method of taking what is sought as though it were
admitted and passing from it through its consequences in order to
something which is admitted as a result of synthesis; for in analysis we
suppose that which is sought to be already done, and we inquire what it is
from which this comes about, and again what is the antecedent cause of
the latter, and so on until, by retracing our steps, we light upon something
already known or ranking as first principle; and such a2 method we call
analysis, as being a reverse solution. (..) But in synthesis, proceeding in the
opposite way, we suppose to be already done that which was last reached
in the analysis, and arranging in their natural order as consequence what
were formerly antecedents and linking them one with another, we finally
arrive at the construction of what was sought; and this we call synthesis.
(Fauvell & Gray, 1990, p. 209, cité dans Lins, 1992, p. 15).

Remarquons qu'en plus de la pensée analytique qui vient d’étre décrite, il existe une
autre forme d’analyse en mathématiques. En voici une illustration a I'aide du probléme
géométrique suivant :

Probléme 2:  Soit (d) une droite dans le plan et M un point du plan extédeur i (d). A
l'aide d’une régle et d’un compas seuls, construire la droite (d) paralléle
i (d) et passant par M.



on peut résoudre ce probléme en utilisant le théoréme suivant :

Scient (d) et (d') deux drodtes du plan. S'il existe une droite qui soit perpendiculaire 4 1a
fois 2 (d) et a (d) alors ces deux droites sont parali¢les.

Il suffit de construire la droite (d”) passant par M et perpendiculaire 4 (d) et ensuite
construire la droite (d) perpendiculaire 4 (d”) et passant par M.

@),

La résolution du probléme 2 est donc ramenée i la construction, i Paide de la régle et
du compas, d'une droite perpendiculaire 4 une autre et passant par un point donné.
Cette construction auxiliaire peut étre effectuée en remarquant que la médiatrice d’un

segment est, par définition méme, une droite perpendiculaire i la droite portant ce



3

segment. Le probléme revient alors a construire la médiatrice d’un segment porté par la
droite (d) et passant par le point M. Avec le compas, on commence par tracer deux
points A et B sur la droite (d) qui soient i égale distance du point M. Le point M est
donc sur la médiatrice (d) du segment [A , B]. De la méme maniére, on construit
ensuite la droite (d”) perpendiculaire 4 (d’) et passant par M. Dans cette forme
d’analyse, on opére “a reculons” i I'aide de conditions logiquement suffisantes, alors
que dans la précédente, on procédait a Paide de conditions logiquement nécessaires.
Hintikka et Rems (1974) expliquent dans leurs termes les deux formes d’analyse ainsi :
«“analysis as a downward movement” (i.e., as a deduction of consequences from the
desired conclusion) and “analysis as an upward movement” (i.e., as a movement from

the desired result to premises from which it could be deduced).» (p. 12).

Comme on le constate, les deux définitions précédentes du processus d’analyse
s’éloignent sensiblement de sa définition communément utlisée: «action de

décomposer un tout en ses éléments constituants» (voir LE PETIT ROBERT).

Apres avoir noté l'utilisation de la méthode analytique dans I'algébre d’al-Khawarizmi,
rappelons que cette derniéte est exprimée complétement avec des mots. Par ailleurs, les
liens «génétiques» de cette algébre avec Parithmétique et la géométrie ont orienté par la
suite le développement de I'algébre dans deux directions: d'abord I'une de nature

arithmétique et ensuite une autre de nature géométrique.

252 Les algébristes arithméticiens arabes ou Palgébre comme

arithmétique des inconnues

La deuxiéme étape du développement de P'algébre que nous avons retenue est celle
marquée par lanithmétisation de P'algébre — projet élaboré par al-Karsji (fin Xe siécle et
début du Xle siécle) — telle qulelle avait été constituée par al-Khawarizmi, puis
développée par ses successeurs comme Abu Kamil (850-930).
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Il s’agit d’une part, selon les termes méme de Pun des successeurs d’al-

Karaji, As Samaw’al (1130-1174) «d’opérer sur les inconnues comme les

arithméticiens opérent sur les connues» ; et, d’autre part, d’opter de plus

en plus pour les démonstrations algébriques, aux dépens des

démonstrations géométriques.  C'est donc vers une application

systématique des opérations de l'arithmétique élémentaire aux expressions

algébriques que l'on s’oriente ; or cette application a été rendue possible

par la premiére élaboration en termes généraux, de l'idée de polynome.

(Rashed, 1984, p. 27)
La tiche est claire et I'algébre acquiert la signification qui est désormais la sienne,
poursuit Rashed (bd). 11 s’agit, d’une part d’appliquer de maniére systématique les
opérations de Parithmétique élémentaire aux expressions algébriques —~ soit des
expressions polynomiales, formées de nombres ratonnels positifs spécifiques et de
différentes puissances de la racine — et, d’autre part, de considérer les expressions
algébriques indépendamment de ce qu'elles peuvent représenter, pout pouvoir leur
appliquer ces opérations générales qui sont appliquées aux nombres. Ainsi, aprés avoit
énoncé en toute généralité la régle équivalente 2 x" x x™ = x"*", pour n et m entiers —
grice notamment i la définition x° =1 pour x # 0 — et la régle des signes en toute
généralité's, ces mathématiciens ont étudié I'addition, la soustraction, la multiplication
et la division des polynomes ainsi que Pextraction de la racine carrée d’un polynéme
(ibid).

A la suite de Pextension du calcul algébrique aux expressions rationnelles,

al-Karaji et ses successeurs poursuivent la réalisation du méme projet et

15 (1) x<0,y20=>xy<0
@ x50,ys0=>x20
3 x<0,y20=>x<0
@ x50,y<0,|x2]y=>x-y<0
G x<0,y<0,|xs|y=>x-y20

(6) x20=>0-x<0

U x£0=>0-x20
ou comnme Pécrit al-Samaw’al de produit d’'un nombre négatif — afwdgis — par un nombre positf — 2+
2d'id - est négatif, et par un nombre négadf est positif. Si nous soustrayons un nombre négatif d’'un
nombre négatif supéreur, le reste est leur différence négative. Celle-ci reste positive si nous
soustrayons un nombre négadf d’un autre négatif infédieur. Si d’un nombre positif nous soustrayons un
nombre négatif, le reste est leur somme positive. Si d’'une puissance vide (wartaba kbilya) nous
soustrayons un nombre positif, le reste est le méme négadf, et si d'une puissance vide nous soustrayons
un nombre négatif, le reste est le méme nombre posidf. » (Rashed, 1984, p. 46)
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veulent montrer, comme il Pécrit, “comment opérer au moyen de la

multiplication, la division, I'addition, la soustraction et l'extraction des

racines” sur les quantités irrationnelles algébriques. Al-Samaw’al pose la

question presque dans les mémes termes: “comment utiiser les

instruments arithmétiques dans les quantités irrationnelles ? ”. (Rashed,

1984, p. 48)
Ainsi, soutient Rashed (1984), vers la fin du X&= siécle et le début du XIém siécle, on
assiste 4 l'achévement de la constitution de Palgébre des polynémes et on a une
meilleure connaissance de la structure algébrique des nombres réels; les irrationnels

algébriques sont étudiés en tant que nombres et non plus en tant que grandeurs.

Rappelons que dans I'algébre d’al-Khawarizmi, le calcul algébrique se résumait au calcul
élémentaite ~ c’est-a-dire 4 P'addition, la soustraction, la multiplication, la division et
Pextraction des racines carrées ainsi que des transformations d’al-jabr et d’al-muqabala
— sur des binGmes et trinomes a coefficients rationnels positifs. Le travail des
algébristes arithméticiens s’inscrit dans une perspective de l'extension: extension du
calcul algébrique et extension de son domaine d’application. Cette double extension
ressert la dialectique entre I'algébre et Parithmétique.

Si l'arithmétique a permis de développer Palgebre, elle a2 en tetour bénéficié du progrés
de cette derniére, et en particulier, des possibilités qu'offrait désormais le calcul

algébrique une fois étendu. Dans ce sens, Rashed observe:

Il est vrai que les arithméticiens prédécesseurs des algébristes des XI¢ et
XIIe siecles extrayaient les racines carrées et cubiques et disposaient des
formules d’approximation pour les mémes puissances. Mais, i défaut du
calcul algébrique abstrait, ils ne pouvaient généraliser ni leurs résultats, ni
leurs méthodes, ni leurs algorithmes. Avec la nouvelle algebre, la
généralité du calcul algébrique abstrait, une fois étendu, devenait
constituante d’un chapitre d’analyse numérique, qui n’était jusqu’alors
qu'une somme de procédés, sinon de recettes (Rashed, 1984, p. 311).

D’un autre c6té, si dés le départ I'algébre se présente comme un calcul, son
développement se fait dans le sens de Pextension théorique de ce calcul et de

extension du domaine de son applicaion. Ce double mouvement d’extension

constituera aussi par la suite un moteur du développement de I'algébre. La relation
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entre le calcul algébrique et son domaine d’application (que nous désignerons par la
suite par «espace de calcul algébrique») est de nature dialectique. En effet, 4 tout calcul
algébrique correspond un espace de calcul dans lequel il se déploie et, inversement, a
tout espace de calcul cotrespond par abstraction un calcul algébrique. Au départ, le
calcul algébrique prend forme, si on peut dire, sur la base du moule défini par la
pratique calculatoire de Pespace de calcul; il se détoume ensuite de ce moule et tend
vers sa propre autonomie, cherchant une extension devenue nécessaire. Mais cette
extension théorique rendra possible, 2 son tour, Pélargissement du domaine dans lequel
le calcul étendu peut étre réalisé. C'est dans ce sens, nous semble-t-il, que Pon peut
comprendte, en particulier, la relation entre les extensions successives des systémes de
nombres et le développement du calcul algébrique, laquelle occupe une place centrale

dans le curticulum des mathématiques préuniversitaires.

Avec al-Karaji et ses successeurs, on assiste 2 un nouvel envol de lalgéhre, cette
derniére étant vue, selon 'expression méme de P'époque, comme une carithmétique des

inconnues» et congue comme étant essentiellement analytique.

La citation suivante d’al-Karaji éclaire la signification de Palgébre et de la méthode
algébrique que leur donnait cet auteur :

Sache que toute (la science du) calcul consiste i détenminer les inconnues 2
Vaide des données connues. On ne parvient i cette détermination que
grice i trois choses. Premiérement, et c’est li la plus difficile : la
formulation (fandwx)) du probléme a I'aide d’un traitement Pamenant au
stade de I'équation, ce 4 quoi on parvient avec une longue pratique et une
connaissance de régles que nous avons exposées dans notre ouvrage
intitulé Badi’. Deuxiémement : les conditions du probléme, parce que ce
sont des auxiliaires puissants. Troisiémement : les opérations de l'algébre,
a savoir I'augmentation, la diminution, la multiplication, la division,
I'addition, la soustraction, la proportion, la restauration et la réduction (al-
jabr wa'l-muqabala), enfin la détermination de Pinconnue.

Dans tout probléme qui t'est proposé et que tu désires résoudre, tu
poseras Pinconnue x (chay)' — car tel est le nom par lequel on exprime
toute inconnue chay’}—; ou bien, ta poseras ladite inconnue x2 (mal) —

s représentant le produit de la multiplication d’une quantité indéterminée

chay’ signifie: chose. On retrouvera cette appellation de l'inconnue chez les algebristes italiens & wsa.
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par elle méme — : tu arréteras ton choix de Pinconnue d’aprés les
nécessités du probléme, suivant la maniére susdite, jusqu'd tant que soit
amené le probléme au stade de I'établissement de 'équation. On parvient
alors nécessairement i un des six problémes' (Cité dans Sesiano, 1977, p.
301)
2.5.3 Les algébristes géométres arabes ou P’algébre comme théorie des

équations algébriques

Arithmétiser 'algébre a été, comme nous venons de le voir, le premier courant dans le
développement de I'algébre. Le deuxiéme courant, quant i lui, est associé aux efforts
pour faire progresser I'algébre au moyen de la géométrie et marque selon nous la
troisiéme grande étape du développement historique de Palgébre. Al- Khayyim et al-
TdsT  (mort en 1213) sont les principales figures de ce courant que nous allons

maintenant décrire dans ses grandes lignes.

Les mathématiciens arabes connaissaient les problémes se ramenant a la résolution
d’équatons du 3éme degré, tels ceux de la duplicatdon du cube ou de la trdsection de
Pangle, qui avaient éé étudiés antérieurement par les Grecs. A aucun moment,

cependant, les mathématiciens d’avant al-Mahani n’avaient songé i ramener ces
p ge

problémes a leur expression algébrique — par exemple 2 =2 dans le cas du probléme
de la duplication du cube (Rashed, 1985). La tendance 2 traduire algébriquement les
problémes de 3¢™ degré se renforce au Xé siécle, grice notamment au développement
de la théorie des équations bicarrées et du calcul algébrique abstrait réalisé par al-Karaji

et ses successeurs (ibid.). Or, estime Rashed,

ces traductions algébriques de problémes du 3*™ degré par al-Mahani, al-
Biruni et d’autres mathématiciens contemporains de ces demniers comme
Abu’ljud al-Layth, ont posé un probléme jusque-li impensé : peut-on
ramener ces problémes i des équations cubiques ? Peut-on par ailleurs
classer 'ensemble des problémes de 3™ degré, sinon pour tenter une
solution aussi élégante — par radicaux — que celle de P'équation du
second degré, au moins pour donner des solutions systématiques ? {...} Le

”Asavoirlcssixtypcsd'éqtmﬁonsélémcntaim:ax‘z:bx, ax? =¢c, bx=g
ax2+bx=c, e+ = bx, ax2 = bx+ ¢
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probléme et la démarche d'al- Khayyam pour lui fournir une solution vont
constituer un autre commencement de Palgébre. (Rashed, 1985, p. 55)

Le probléme étudié par al-Khayyam est le suivant: «peut-on ramener des problémes de
droites, de plans, de solides, i des équations de degré correspondant, d’une part, et,

d'autre part, classer Pensemble des équations de 3° degré pour chercher, i défaut d’une
solution par radicaux, des solutions réglées au moyens de lintersection de courbes
auxiliaires ™ (Woepcke, 1958, rapporté par Rashed, 1984, p. 312).

Dans le traité d’'Omar al- Khayyaim «Démonstraton de problémes d’al-jabr et d’al-
mugqabala» datant de 'an 1074, I'algébre apparait comme & zhéonie des équations que mous
appelons aujourd’bui algébrigues. Dans ce traité, al- Khayyam ne s'iniéresse pas a
I'élaboration théorique du calcul algébrique, comme le faisaient les algébristes
arithméticiens, mais considére uniquement la résolution des équations algébriques. Il
explique ainsi Pessence de la science d'algébre : «Les solutions algébriques® sont
trouvées i Paide d’'une équation, cC’est-a-dire d’une maniére bien connue en rendant
égales des puissances différentesy (Rosenfeld”, 1961, p. 18; cité dans Youschkevitch,
1976, p.95). Ea d’autres termes, explique Youschkevitch, I'algtbre est la théorie des
équations doat les membres sont des polynomes entiers (ibid.). Les historens
Arnaledez, Massignon et Youschkevitch nous résument ici I'objet du traité algébrique
d’'al- Khayyam:

L’objet de I'algébre [telle qu’elle ressort du traité d’al- Khayyim] est dic étre

le nombre ou la quantité inconnue mise en relation avec d’autres nombres

ou quantités connues. Cette relation est exprimée sous forme d’équation,

cest-3-dire en égalant des puissances i d’autres. Par cela méme, L'algébre

est considérée comme la science des équations qu'aujourd’hui nous

appelons algébriques.

Aprés avoir noté qu'on a vainement cherché i déterminer les solutions

numériques des équations cubiques (autrement dit, 2 les résoudre par

radicaux), Khayyim exprima P'espoir que cette lacune serait comblée i

Pavenir ; effectivement, au début du XVie siécle, les Italiens y parvinrent.

La méthode générale de résolution de Khayyam est une construction des
racines par lintersection de sections coniques.

8 Soit les solutions pouvant étre obtenues par radicaux (Voir 2ussi la note de bas de page 13)
19 Omar al-Khayyam, Traités matbématiques. Traduit par B.A. Rosenfeld, Moscou 1961(en russe)
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L’essentiel du traité est consacré 4 la classification des équations®, le choix

correspondant i chaque classe d’un couple de sections coniques et i la

détermination du nombre possible des racines positives ainsi qu'a leurs

limites, c’est-a-dire, dans le langage actuel, i la séparation des racines. Les

équations sont étudiées de fagon générale, clest-i-dire que leurs

coefficients sont supposés étre des nombres positifs quelconques.

Khayyim distingue en tout 14 types canoniques. Pour chacun d’eux, il

indique les sections coniques, paraboles, hyperboles équilatéres et

circonférences, dont les abscisses des points d'intersection expriment les

racines des équations, et il analyse les conditions de possibilité de racines

positives. (Arnaledez, Massignon et Youschkevitch., 1966, pp. 481-482)
A défaut d’une solution par radicaux des équations du 3™ degré, I'idée d’al-Khayyim
est de chercher des solutions au moyen de lintersection de courbes auxiliaires. Mais,
comme le précise Rashed, si les solutions de ces équations sont obtenues au moyen de
lintersection de deux comiques, il reste que, dans chaque cas, cette intersection est
démontrée algébriquement, c’est-a-dire au moyen des équations des courbes (Rashed,

1984).

L’exemple suivant, cité par Rashed (1984, pp. 55-56), consistant a résoudre I'équation
x*+ax =b illustre 'emploi de la méthode d'intersection des courbes pour la résolution
d’équations cubiques. La méthode poutsuivie par al-Khayam revient i tésoudre

simultanément les deux équations:

(1) (x_;ba_)’ oy 4%)‘ (équation du cercle)
@ x*=4ay (équation de la parabole)

ou va est le double du paramétre de la parabole et d/a est le diamétre du cercle. En

remplagant y dans (1) par sa valeur tirde de (2) et en effectuant les simplifications

¥ De degré inférieur ou égal 4 3.

21 Pour un examen plus détaillé de cette théade des équations algébriques telle qu'elle fut élaborée par
al-Khayyam ct développée surtout par al- Tisi, on pourra consulter I'article de Roshdi Rashed:
Résolution des équations numériques et algébre: Saraf-al-Din-al- Tusi, Viéte. (1974). Arhive for History
of Exact Sciences. Volume 12, 0. 3 (pp. 244-290). New York: Springer-Verag.
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nécessaires, on obtient Péquation : x(x’ +ax-b)=0. En éliminant la solution triviale

0, on arrive bien i la solution cherchée.

Devant la difficulté de donner aux équations du troisiéme degré une solution algébrique
bréve et élégante, les algébristes géométres arabes ont été amenés a chercher d’autres
méthodes, numériques, de résolution (Rashed, 1974, p. 252). Rashed résume ainsi la
démarche qu’al-Tusi a suivie dans son Trai#é des équations :

1 — Pour résoudre les équations, il les classe en deux sections: l'une
contenant les équations qui ont toujours des solutions (Al-Tusi les
donne); l'autre correspond a celles qui n’ont de solution que sous certaines
conditions. Il entreprend ensuite la discussion.

2 — Au moyen d’une transformation affine x = xtaou x = a - x, il
réduit les équations 4 résoudre i d’autres équations dont il connait la
solution.

3 — Pour résoudre ces équations, il étudie le maximum des expressions
algébriques. Il prend «la dérvée premiéren de ces expressions quil annule
et démontre que la racine de Péquation obtenue, substituée dans
Pexpression algébrique donne le maximum.

4 — Il ne considére ni volume ni surface «maxima», mais bien des
«limitesn.

5 — Une fois trouvée l'une des racines d’une équation cubique, il lui
arrive, pour déterminer l'autre racine, d’étudier une équation du second
degré, qui n’est autre que le quotient de la division de 'équation cubique
par le (x - r), ot r est la racine trouvée. En d’autres termes, il sait que le
polynéme ax* +bx? +cx +d est divisible par (x - A, si r est une racine de
Péquation ax’ +bx* +cx+d =0,

6 — Il i arrive également de trouver cette équation du second degré d’'un
type qu'il n’a pas étudié auparavant, comme par exemple x* -bx=c,ila
raméne alots par une transformation affine 4 un type d’équation connu.

7 — Aprés avoir étudié Péquation, il essaie de déterminer une borne
supérdicure et une borne inférieure de ses racines.

8 — Sil'on regroupe les équations semblables, par exemple, ax’ +bx =c,
ax* +c=bx, ax’ =bx+c, qui ne sont autres que ax’ +bx+¢=0, on
peut alots retrouver a posteriori la formule dite «de CARDAN®.
Autrement dit, cette formule est ptésente localement mais non pas
globalement dans le cas des racines réelles. (Rashed, 1984, p. 176)

Dans sa discussion des équations cubiques, al-Tisi parvient i saisir et 3 exprimer
Pimportance du réle du disciminant. En effet, en discutant Pexistence des racines

positives de I'équation x* +a=bx, il constate d'abord que si x, est une telle racine,
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alots x, doit étre inférieure ou égale Vb, et que d'autre part, x, doit vérifier Pégalité
x, +a=bx,. AlTasi cherche la valeur pour laquelle y=bx—x’ atteint son
maximum, et trouve en annulant la dérivée premiere : x=(5/3)*. Ce maximum est

donc : b{b/3)" - (8/3)" =2(6/3)"

Il existe donc une racine positive si et seulement si a < (83", ce qui équivaut i

3 2
%—%’-zo. Le role du discriminant Dz%—% est donc ainsi établi et

algébriquement élaboré pour 'étude de P'équation cubique (Rashed, 1984).

Dans sa démarche, la figure géométrique ne joue qu'un réle auxiliaire et loin de s’y
astreindre, al-Tis] pense en termes de relations fonctionnelles et étudie les courbes au
moyen de leurs équations, estime Rashed (#47d). Il conclut :

La distance parcourue depuis I'euvre d’al-Khawarizmi, ne se mesure donc

pas seulement par rapport i la seule extension de 1a discipline mais aussi

par le changement de sens de la connaissance algébrique. Si en effet

I'algébre s’affirme comme la science des équations algébriques, celles-ci ne

sont pas liées seulement i des nombres et 4 des segments, elles se

rapportent également i des courbes dans le plan, algébre intégre alors des

techniques présentes dans la tradition qui a participé activement 2 son

renouvellement : celle des infinitésimentalistes. (Rashed, 1984, p. 58)
I est tout a fait remarquable d’observer que malgré son niveau technique et conceptuel
élevé, cette algebre arabe a manqué d’audace dans I'emploi des nombres négatifs et est
restée essenticllement verbale. Cela montre en passant que le symbolisme littéral2 n’a
été indispensable ni 4 I'émergence de Palgébre ni 4 ses premiers développements. Le
langage utilisé par al-Khawarizmi pour représenter les concepts i la base de son algébre
(racine, mail, etc.), pour exposer sa démarche de résolution de problémes et pour
justifier ses algorithmes, bien qu'encore fort pesant, est tout aussi symbolique que le

symbolisme littéral. Dans la revue de cette tranche de Phistoire de Palgébre, nous avons

2 L'utlisation des lettres pour représenter les nombres connus ou inconnus et de signes pour
représenter les opérations.
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remarqué que plus celle-ci progresse, plus les techniques utilisées se complexifient et
plus le langage devient efficace.

Dans ce sens, les successeurs d’al-Khawarizmi utilisaient ce que Rashed (1984) appelle
la «Méthode des tableaux», pour rendre possible 'exécution de toutes les opérations sur
les polynomes. Le principe de cette méthode est simple: «on inscrit verbalement sur
une premiéte ligne les différentes puissances x, n € Z. On marque les coefficients sur
une deuxiéme ligne, sous la premiére, et, 2 propos de chaque opération, on prescrit un
ensemble de régles qui permettent d’ajouter des lignes supplémentaires et de les
déplacens (#bid). A titre illustratif, voici la méthode utilisée par al-Samaw’al, pour

présenter une régle équivalente 3 x"x" = x™";mme€ Z..
Il place de part et d’autre de x’les deux suites x, xz,...,-l*,}lz-,..., et son

calcut de x" —xl;,.- ; m n’ € Z+, consiste 3 compter i partir du rang s, o’
rangs dans la direction de l'unité. Lorsqu'l s'agit du produic x"x”, il
compte également #’rangs mais dans la direction opposée i I'unité. Cette
régle revient en fait A traiter les puissances de la forme ;1; comme x™et

i additionner algébriquement les puissances. Ainsi, aprés avoir dressé le
tableau suivant:

x x x x x x x X x 1 1/x l/:rz 1/x3 l/::4 1/x5 !/:t6 l/x7 u'xs 1/::9

512 23 128 o4 2 16 8 4 2 1 % 1/8 1216 1/63 1/64 1/128 1/256 1/512

19683 6561 2187 729 43 88 27 9 31 /3 19 Yyl /8t Y43 119 /2187 1/6561  1/19683

il écat:

«§i les deux puissances sont de part et d’autre de l'unité, i partir de Pune
d’elles nous comptons en direction de I'unité, le nombre des éléments du
tableau qui séparent l'autre puissance de P'unité, et le nombre est du cété
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de P'unité. Si les deux puissances sont du méme coté de Punité, nous
comptons en direction opposée de Iunité.» (Rashed, 1984, p. 125)*

Rashed ajoute que c’est cette conception qui a rendu possible Papplication des
opérations de I'arithmétique élémentaire aux expressions algébriques de la forme

fix) = ia,,x’ mneZ,

k=-m

et en particulier aux polyn6mes (#47d.).

Plus tard, les mathématiciens maghrébins® vont aller beaucoup plus loin et utliser un
systéme de notation symbolique algébrique basé sur I'usage de signes (une des lettres de
Porthographe en langue arabe du concept symbolisé) pour représenter les puissances de
Pinconnue, les opérations arithmétiques et la relation d’égalité (voir figure 2.2). En
mentionnant le caractére rhétorique de lalgébre arabe, Arnaledez, Massignon et
Youschkevitch précisent :

En fait, ce n’est que dans les Etats maures™ qu’ont été faits les premiers
pas vers la création du symbolisme algébrique. On en trouve la trace dans
'ouvrage «Levée du voile de la science gubao de al-Qalasadi, qui travaillait
4 Grenade avant l'effondrement du dernier émirat maure au sud de
’Espagne et mourut exilé en Afrique (1486). (Arnaledez, Massignon et
Youschkevitch, 1966, p. 483}

En effet, le mathématicien andalou al-Qalasadi (mort 4 Tunis en 1486), désigne la
racine catrée par la premiére lettre du mot jidbr (racine), placée au-dessus du nombre.
Cette méme lettre sert a désigner la grandeur inconnue (peut-étre du fait qu'elle soit
aussi la premiére lettre de jahals, ignorer) dans les régles de trois; la premiére puissance,
le catré et la troisiéme puissance de 'inconnue sont désignées par les premiéres lettres
des mots chay’, mal et ka’p, ces signes apparaissent dans tous les cas au dessus des

coefficients (Youschkevitch, 1976). On trouve aussi chez al-Qalasadi un signe qui

% On trouvera dans (Charbonneau et Lefevbre, 1992, p. 12, gote 12) une autre description de cette
régle.

# Mathématiciens de I'Afrique du nord (sait actuellement Mauritanie, Maroc, Algérie, Tunisie et Libyc)
% Etats de 'Afrique du nord.

2 ]2 mot ka'b signifie cube.
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désigne I'égalité et qui, selon Youschkevitch, est vraisemblablement inspiré par la forme
de Ia derniére lettre du mot ‘adala qui signifie égaler.

Il est intéressant d’observer qu’au moins un siécle avant al-Qalasadi, Ibn Qunfud,
mathématicien maghrébin né en 1340, utilisait les mémes notations (Lamrabet, 1981)
dans son traité «Levée du voile sur les méthades des opérations du calcub» datant de
1370, (Voir la figure 2.2).

Rappelons que les signes + et — sont apparus en Europe au XVéme siécle, alors que le
symbole X de la multiplication, le symbole Y de la racine carrée, le signe égalité =, la
représentation des parameétres par des lettres, datent du XVIéme siécle (Smith, 1958).
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Notatons d’Ibn Qunfud Notations modernes
>
3 Y]
Radne carré de 3
3 k'S
Trois carrés
: 3x*
3
Trois carrés-carré
3;' ou ':;: 3x
Trois racines
s ou - 5 1
T 6 i -+— X
. N " \ 6 24
Cing sixiémes et un quart d’'un sixiéme de
racine
s
3 3%’
Trois cubes
J = Gl
- > >
6 2 3 4 3 4 5 5% +4x+3=3x+2x* +6

Cinq carrés, quatre racines et trois nombres
égaux 4 trois racines, deux camées et six
nombres

X ou . ( multiplication)

-

‘S‘ S‘ r;
10 54 20 g 52 4 2 10

Dix et deux racines multiplier par deux carrés et
5 cubes égaux i dix carrés carrés, 54 cubes et 20
carrés

F(wﬂuzx)(zx2 +55°)=20x% + 545° +10x*

b |

~(moins)

] -

2 v 4 0 2 ¥ 5

5 moins deux carrés égaux i quatre moins deux
radnes

5-2x2=4-2x

Figure 2.2 : Systéme de notation utilisé par Ibn Qunfud
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En passant, il convient de souligner le role central du développement du caleul
algébrique non seulement dans le développement de lalgeébre elle-méme, mais

également dans le développement et I'éclosion d’autres parties des mathématiques.

254 Cardan et Papplication du calcul algébrique 4 de nouveaux

domaines de nombres

La quatriéme étape du développement historique de Palgebre que nous retenons est
marquée par DPélargissement du domaine d’application du calcul algébrique en y

intégrant une nouvelle catégorie de nombres.

La recherche de régles générales pour la résolution algébrique — c’est-a-dire au moyen
des opérations d’addition, de soustraction, de multiplicadon, de division et de
Pextraction de racines carrées ou cubiques — de I'équation du troisiéme degré, allait
conduire les algébristes italiens du XVI&* siécle 4 raisonner sur des nombres dits
imaginaires, une nouvelle catégorie de nombres. Les trois pionniers dans ce domaine

sont Scipione del Fetro, Tartaglia er Cardan (Itard, 1977). En langage modeme, la

solution trouvée pour 'équation x’+ px+4=0 est la suivante :

2 2
=3-9 2
R R R T

Cardan a vite compris les difficultés soulevées par cette équation. Lorsque !}+% est

négatf, la racine carrée de ce nombre ne peut pas étre calculée dans R. Or dans ce cas,
on sait que Péquation posséde trois racines, comme Archiméde Pavait montré
géométriquement dans son livre De la spbére et du cylindre, livre second ou un probléme de
solides est mathématisé par 'équation en question (Itard, 1977). En acceptant de
calculer sur des racines carrées de nombres négatifs, Cardan utilisait un artifice de calcul
lui permettant de trouver trois racines pour cette équation. Pour lever la difficulté, il
introduisit timidement — Bombelli le fera plus nettement en 1572 — de nouveaux

nombres dits dmpossibles» ou dmaginaires».
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A tire d’exemple, pour Péquation x> - 63x - 162 = 0 (équation dite irréductible) la

formule de Cardan doane : x={/81+30\/:§ +V81—30«/:§
laquelle, aprés simplification donne : x ={~3+2/=3)+{-3-273)= 6.

En acceptant d’appliquer 3 ¥= 3 les opérations de base habituelles et en supposant que
les propriétés de ces opérations restent aussi valides pour ces nouveaux «objets»,
Cardan arrive 2 trouver une solution réelle de 'équation cubique. Le raisonnement
heuristique de Cardan est manifestement de nature «analytique». Cependant, dans ce
cas, Cardan n'opére pas sur un objet (un nombre) dont la valeur est temporairernent
inconnue ni sur une variable dont le domaine de référence est connu, mais plutot sur
des «objets imaginaires». Plus tard, grice notamment a Bombelli, ces objets seront
considérés comme des nombres 2 part entiére, qui en se combinant avec les nombres

réels, permettent d’obtenir Pensemble C des nombres complexes.

Encore ici apparait la relation dialectique entre le calcul 2lgébrique et les extensions des
systémes de nombres. Comme le fait remarquer Chevallard : «D’une part, en effet, les
systémes de nombres fournissent les domaines de calcul sur la base desquels s’élévera le
calcul algébrique (...). Mais, d’autre part, le calcul algébrique constituera le mobile
essentiel, et Poutil fondamental de la construction des systémes de nombres successifs»
(Chevallard, 1989, p. 50). 1l ajoute plus loin « (...) 4 un moment donné, on dispose de
trés peu de nombres [dans un systéme de nombres] pour qu'en résulte un calcul
algébtique “agréable”. D’ou le passage aux nombres négatifs puis aux nombres
rationnels et, plus tard aux nombres complexes par le prolongement de R dans O (#4d.,
p- 52).

En fait, le passage d’un systéme de nombres S a un systéme de nombres §’ plus grand
consiste 4 adjoindre a S les solutions de certaines équations polynomiales 2 coefficients
dans S en étendant a S’ les régles de calcul dans S. Ainsi, Pensemble des entiers reladifs

Z est obtenu en adjoignant a 'ensemble des entiers naturels les «nombres» solutions des
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équations de la forme x + a = b, ol a et & sont eatiers naturels avec a 2 b. Le passage
de Z i I'ensemble des nombres rationnels Q est régi quant & lui par les équations de la
forme ax = b, 4 étant un entier naturel non nul et # un entier relatif non multiple de a.
De méme le passage de Q 2 Q(\ﬁ ), ensemble des nombres de la forme a + W2, oii 2
et b sont des nombres rationnels et # non nul, est régi par les équations équivalentes i
(x - af = 2b*. Ces nouveaux nombres permettent d’étendre les domaines d’emploi
du calcul algébrique ; ils sont justement qualifiés d’algébriques car ils sont solutions —
algébriques, c'est-a-dire obtenues par radicaux, comme disaient les mathématiciens

arabes — d’équations polynomiales a coefficients rationnels?.

Une question surgit : peut-on continuer ainsi 2 créer de nouveaux systémes de nombres

englobant les précédents et obéissant aux mémes régles de calcul ?

Tout d’abord, 2 la condition de conserver les propriétés essentielles des opérations de
Palgébre ordinaire, par exemple la propriété de la commutativité de la muldplication,
I'ensemble des nombres algébriques?, noté _é, est nécessaire et suffisant pour donner 2
I'algébre élémentaire toute son extension. D’autre part, si 'on essaie de créer, A partir
de 0, de nouveaux nombres obéissant aux lois du calcul algébrique, le systéme obtenu

est identique 4 celui des nombres algébriques™; % nombre algébrigue est donc lélément essentiel
et universel de 'algébre.

# En langage modeme un nombre est dit algébrique s'il peut étre racine d'une équation polynomiale
coefficients dans Z (ou dans Q, ce qui revient au méme). Dans les manuels d’algebre anciens,

Pexpression nombre algébrique est utilisée pour désigner les entiers relatifs négatifs. Il semble, selon
Chevallard, que cette tradition remonte i Euler.

2 Soit ensemble des nombres pouvant étre solution d’équations polynomiales i coefficients dans Z.
Cet ensemble est plus grand que Q mais plus petit que C. Les nombres comme ¢ et 7 qui ne sont pas
algébriques sont dits transcendants. On dit que { constitue la cléture algébrique de Q, muai des
opérations d’addition et de multiplication étendues i partir de Q, il posséde la structure de corps.

Autrement dit, en langage savant, 'ensemble des nombres algébriques est «a.lgebnquement clos», C’est-
a-dire que tout polynéme gon constant de Q [X] se décompose dans Q X] en un produit de

polynémes du premier degré. Il s’ensuit que tout polynoéme a coefficients dans onssedc toutes ses
racines dans a
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Dans ce sens, en algibre élémentaire, on peat se contenter d'un systéme de nombres ne contenant pas
les nombres transcendants. Toutefois, & cause de Pusage des nombres pour mesurer des
grandeurs, continues, on a besoin d’adjoindre aux rationnels des nombres transcendants
comme 7, et donc de travailler dans le systéme des nombres réels dont la cloture
algébrique est cette fois-ci ensemble des nombres complexes. La transcendance n’est

pas une propriété algébrique (nous reviendrons sur ce point plus tard).

Pour respecter lordre chronologique du développement de I'algébre, examinons
maintenant V'algebre de Viéte, considérée par certains auteurs (Chevallard, par exemple),

mais 2 tort selon nous, comme étant le véritable commencement de F'algébre.
2.5.5 Vitte et le développement du symbolisme algébrique

La cinquiéme étape que nous avons identifiée dans le développement historique de
Palgebre est marquée par la création du symbolisme algébrique. 11 a fallu beaucoup de
temps dans Phistoire pour que ce dernier arrive 4 sa forme moderme, telle qu'on la
connait aujourd’hui. Le pas décisif a été accompli par Frangois Viéte qui, en 1591, a
introduit I'usage des lettres pour désigner aussi bien les grandeurs inconnues que les
grandeurs connues. Le systéme de notation a été par la suite parfait par Descartes et

adopté par I'ensemble des mathématiciens.

Dans son «ntroduction 2 l'art analytique» Viéte définit Palgébre comme une méthode

d’analyse comportant trois étapes : I'analyse zététique, Panalyse porisitique et I'analyse
rhétique ou exégétique :

Il se rencontre dans les mathématiques une certaine maniére et fagon de
rechercher la vérité, laquelle on dit avoir été premiérement inventée par
Platon, que Theon a appelée analyse, et par lui définie la supposition de ce
que l'on cherche, comme s'il était concédé pour parvenir i une vérité
cherchée, et ce par le moyen des conséquences; comme au contraire la
synthése est la supposition d’une chose concédée pour parvenir i la
connaissance de ce que 'on cherche par le moyen des conséquences. Et
combien que les anciens ayant proposé deux sortes d’analyse, a savoir la
Zététique et la Porisitique, auxquelles la définition de Theon convient
principalement; toutefois il est i propos d’en établir encore une troisiéme



espéce, qui soit appelée Rhétique, ou Exégétique : donc la Zététique est
celle par laquelle se trouve Iégalité, par le moyen de la proportion qui est
entre la grandeur que 'on cherche, i celle qui est donnée. La Porisitique
est celle par laquelle on examine la vérité d’un théoréme déja ordonné, par
le moyen de Pégalité ou proportion. L’Exégétique est celle par laquelle on
trouve la quantité ou grandeur cherchée, par le moyen de P’égalité ou
proportion déja ordonnée. Par ainsi I'art analytique entier exergant ces
trois offices, peut étre défini la doctrine de bien inventer en
mathématiques. (Frangois Viéte, édition frangaise de 1630, orthographe
modernisé, cité dans Chevallard, 1989, pp. 31-32)

L’historien Itard nous explique en langage moderne en quoi consistent les trois types
d’analyse doat parle Viéte :

La zftétique consiste a adopter un symbolisme permettant de noter tant les

grandeurs inconnues que les grandeurs connues, 2 exprimer les liens qui

les unissent et 2 dégager 'équation qui, sous forme abstraite, résume le

probléme posé. L'analyse poristigue étudie, transforme, discute cette

équation. Enfin Pexdpétigue, ou analyse rbétigue, revenant au probléme

concret, résout l'équation, soit par des conmstructions s'il s’agit de

géométrie, ou par des calculs s'il s’agit d’arithmétique. (Itard, 1977, p. 245)
Viéte disait avoir créé une nouvelle algebre ou le calcul est réalisé sur des “espéces™,
c’est-a-dire des nombres non spécifiés (logistica spedosa) en opposition a un calcul
essentiellement numérique (logistica numerosa) (Kline, 1962). 11 décrit explicitement les
différents types d’espéces et les propriétés des opérations sur eux (Chatbonneau et

Lefebvre, 1982). Ces deux auteurs précisent :

Dans ses manipulations, contraitement & ses prédécesseurs, il [Viéte] ne
fait aucune distinction entre les espéces représentant des grandeurs
connues et celles représentant des grandeurs inconnues, si ce n'est de
représenter celles-li par des consonnes et celles-ci par des voyelles.
(Charbonneau et Lefebvre, 1982, p. 13).

Avant Viéte, le calcul algébrique était un calcul sur des équations et sur les expressions
polynomiales cotrespondantes ou, contrairement aux paramétres qui restaient
numériques, seule 'inconnue était représentée par un symbole. Ce «symbolismen n’était
pas immédiatement opérationnel; il était toutefois utile parce que sa concision
permettait de retenir facilement les étapes de résolution, au moins en ce qui concetne
linconnue (Charbonneau et Lefebvre, 1982). Avec Viéte, le calcul algébrique devenant
un calcul littéral (logistica speciosa), Cest-a-dire un calcul avec des lettres, Palgébre se dote
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d’une “épaisseur syntaxique”. Cet apport de Viéte constitue une avancée fondamentale
dans le développement de Palgébre. En représentant par des symboles meéme les
coefficients d’une équation, le calcul livtéral présente alors le principal avantage de
traiter le cas général et non les cas particuliers et, de ce fait méme, de s’intéresser i la
structure des problémes plutot qu'a leurs expressions. Mettaat Pemphase sur la forme
du calcul, il permet de garder une trace des transformations que subit une expression
algébrique. Aussi, «l nous fait raisonner 3 peu de frais, en mettant des caractéres i la
place des choses, pour désembarrasser P'imaginaton. De plus, il laisse 2 notre
disposition des formules toutes faites, qui nous dispensent de recommencer chaque fois
notre travail» (Leibniz, cité dans Chevallard, 1989, p. 30).

Sans prétendre expliquer les raisons derriére la création du symbolisme algébrique de
Viéte, il nous semble que la tendance a penser analytiquement et a chercher des
méthodes générales renforce la tendance 4 symboliser. En effet, pour pouvoir opérer
sur I'inconnue, 'absence de sa valeur numérique oblige i la nommer et i la représenter
par un symbole. Dans le calcul algébrique obtenu — calcul sur des équations et sur les
expressions polynomiales correspondantes — la manipulation des expressions ou figure
un symbole sans détermination numérique permet non seulement de trouver la valeur
de Pinconnue, mais aussi de présenter des procédés généraux de calcul et de résolution
d’équations. Dans cette ligne de pensée, et pour tirer pleinement profit de cet avantage,
en «masquant» la détermination numérique des grandeurs connues (les paramétres de
I'équation) par des symboles, les étapes de la résolution de P'équation conviennent i une
large classe de problémes et non 2 un cas particulier. Viéte utilise les voyelles pour les
inconnues — dont on cherche la valeur - et les consonnes pour les quantités connues —

dont on oublie la valeur!
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2.5.6 Hamilton et Pextension du calcul algébrique 4 de nouveaux

domaines de calcul

La sixiéme étape du développement historique de Palgébre que nous avons setenue est
marquée par la création de nouveaux espaces de calcul dont la structure algébrique est
différente de celle des systémes de nombres usuels. Dans la section 2.5.4, nous avons
expliqué que les extensions successives des systémes de nombres conservant les régles
et les propriétés du calcul algébrique, tel qu'il a été élaboré sur la base de I'arithmétique
élémentaire, atteignent un seuil limite avec le corps des nombres algébriques (ou le
corps des nombres complexes si Pon considére le systéme des nombres réels comme
éuant déja construit). Tout autre systtme de nombres plus général ne peut avoir les
mémes propriétés ni obéir aux mémes régles de calcul algébrique. Pendant quinze ans,
Hamilton s’est efforcé d'élaborer une algébre (celle des quaternions) qui lui permettrait
de résoudre certains problémes en mécanique et dans d’autres chapitres de la physique,
mais il 2 buté sur la propriéi¢ de la commutativité de la multiplication. Son génie fut
alors de rejeter «simplement cette propriété et d’accepter que 4 fois » ne soit pas
nécessairement égal a b fois 4 (Bell, 1940, p. 49). Par ce pas de cété, Hamilton ouvrit Ia
voie 4 des structures algébriques non essenticllement numériques, et libéra ainsi
définitivemnent l'algébre de 'emprise de 'arithmétique. Expliquons avec plus de détails
I'idée de Hamilton,

Rappelons que I'addition et la multiplication de nombres complexes se définissent ainsi,
{ étant le symbole satisfaisant a A=-1

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)

(a+ib)(c +id) = (ac - bd) + i(ad + bc)
ou encore, en représentant un nombre complexe 4 + 7 par la paite ordonnée de

nombres réels (4, 5), de la fagon suivante:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)(c,d) =(ac-bd,ad + bc)
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Ces opérations satisfont aux proprétés usuelles des opérations d’addition et de
multiplication sur les nombres réels. A Pimage de la construction du systéme des
nombres complexes 4 partir de celui des réels, Hamilton a défini une nouvelle catégorie
de nombres comme étant des paires ordonnées de nombres complexes de la forme
(atib , ctid), C’est-i-dite essentiellement des quadruplets de nombres réels (g, 5, ¢, d),
qu'il a appelés par la suite des «quaternions». Il a tenté de définir sur eux une addition
et une multiplication satisfaisant aux propriétés usuelles de fermeture, d'associativité, de
commutativité et de distributivité. Aprés une quinzaine d’années de réflexion sur le
sujet, il est arrivé 4 la conclusion qu’il était impossible de créer un tel systéme qui
satisfasse a la fois 4 ces propriétés arithmétiques et aux exigences de la physique
(Kramer, 1970). Finalement, en 1843, il réussit & définir un systéme des quaternions

logiquement cohérent mais dont la multiplication n’est pas commutative®.

A la suite de Hamilton, d’autres mathématiciens ont essayé de généraliser encore
davantage le concept de nombre. Cayley (1821-1895) par exemple, a défini des
nombres hypercomplexes comme étant des paires ordonnées de quatemions, donc
essenticllement des octuplets de nombres réels, mais le systéme qu'il a obtenu n'obéit
pas 4 des propriétés fondamentales de Palgébre traditionnelle, a savoir la commutarivité
et 'associativité de la multiplication (Kramer, 1970).

Hamilton parle de Palgébre comme étant la science du temps pup. I part de

Phypothése qu'il en existe trois conceptions différentes : une a caractére «pratique», ot

WHamilton définit un quaternion comme étant de la forme 2 + bi + ¢f + d&, ol 3, b, c et d sont des
nombres réels; / / et £ sont définis par les relations: 2 = -1; 2 = -1 et &2 = -1 et leur multiplication par

le tableau suivant
i JL &
- - Z
7
i

i
i |1 ik
- |-& |-
£E 17 |4 |1

On peut remarquer en particulier que i %7, ik # &i et jk # &. Il est aussi aisé de vérfier que Pensemble
des solutions de léquation 32 + 1 = 0 contient les quatemions i, £, £k, 1¥2j+1+2k ainsi
qu’une infinité d'autres solutions. On s'apercoit ainsi que le théoréme fondamental de P'algébre n’est
pas valable dans I'algébre des quatemnions.

=] x




52

elle est considérée comme étant purement instrumentale; une autre i caractére
«philologiquen, ou elle est envisagée comme un calcul pur orienté selon la symétrie des
expressions; une troisiéme 3 caractére «théorique» (Jahnke et Otte, 1981), qu'il s’est lui-
méme proposé de développer :

In all mathematical science we consider and compare relations. In algebra,

the relations which we first consider and compare, are relations between

successive states of some changing thing or thought. And numbers are

the names or nouns of algebra: marks or signs, by which one of these

successive states may be remembered and distinguished from another. (...)

relations between successive thoughts thus viewed as successive states of

one more general and changing thought are the primary relations of

algebra. (...) For with Time and Space we connect all continuous change,

and by symbols of Time and Space we reason on and realize progressxon

Our marks of temporal and local site, our then and there are at once signs

and instruments of that transformation by which thoughts become things,

and spirt puts on body, and the act and passion of mind seem clothed

with an outward existence, and we behold ourselves from afar. And such

a transformation there is when in Algebra we contemplate the change of

our own thoughts as if it were the progression of some foreign thing and

introduce numbers as the marks or signs to denote place in that
progression.» (Hamilton, Cité dans Jahnke et Otte, 1981, p. 34)

Selon Kramer (1970), Hamilton est souvent considéré comme le fondateur de l'ajgébre
abstrate moderne parce qu'il a été le premier 3 créer une algébre non traditionnelle.
Toutefois, I'idée de traiter 'algébre comme une science pure déduite d’'un systéme de
postulats n'a été développée que graduellement par la suite par les membres de I'école
Britannique d’algébre, notamment, Georges Peacock (1791-1858) et Georges Boole
(1806-1871).

2.5.7 QGalois et Pintroduction des structures algébriques

La septiéme étape du développement historique de I'algébre que nous avons retenue est
marquée par Pintroduction en algébre des structures algébnigues, c’est-i-dire des ensembles
munis d'apérations et de relations obéissant d un ceriain nombre de régles (pour la plupart inspirées
initialement des systémes de nombres), par exemple de l2 structure de corps (dont les

ensembles Q, R et C munis de Paddiion et de la multiplication constituent des
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exemples) et de la structure de groupe (dont les isométries du plan constituent un

exemple).

Aprés Descartes, P'algébre est devenue, grice 4 son symbolisme, un outil puissant non
seulement pour la résolution de problémes, mais aussi dans la recherche de divers types
de généralisations (formules, propositions générales, etc.). Par analogie avec le cas des
équations polynomiales 3 coefficients réels de degré inférieur ou égal 2 4, les algébristes
ont longtemps pensé pouvoir trouver une formule générale donnant toutes les
solutions d’une équation de degré supérieur 2 4 a laide des quatre opérations
élémentaires et des radicaux. «Par un hasard de lhistoire des sciences, les tentatives
pour établir cette conjecture, pourtant mathématiquement saugrenue, allaient conduire
a dégager les premiéres structures abstraites et étre a Porigine de I'algébre modeme»
(Ttard, 1977).

Leibniz explique P'état de l'algébre aprés Descartes, montrant les obstacles qui se
dressaient devant les algébristes i cette époque:

L’algebre est encore (...) imparfaite, quoi qu’il n’y ait rien de plus connu
que les idées dont elle se sert, puisqu'elles ne signifient que des nombres
en général; car le public n’a pas encore le moyen de tirer les racines
itrationnelles d’aucune équation au-deli du quatriéme degré (excepté dans
un cas fort borné); et les méthodes dont Diophante, Scipion du Fer et
Louis de Ferrare se sont servis respectivement pour le second, troisiéme et
quatriéme degré, afin de les réduire au premier ou afin de réduire une
équation 3 une pure, sont toutes différentes entres elles, c’est-a-dire celle
qui sert pour un degré, différe de celle qui sert pour l'autre. Car le second
degré ou de I'équation carrée se réduit au premier, en Gtant seulement le
second terme. Le troisiéme degré, ou de P'équation cubique, a été résolu
parce quen coupant Pinconnue en parties, i en provient heureusement
une équation du second degré. Et dans le quatriéme degré ou des
biquadrates, on ajoute quelque chose des deux cotés de I'équation pour la
rendre extrayable de part et d’autre; et il se trouve encore heureusement
que pour obtenir cela on n’a besoin que d’une équation cubique
seulement. Mais tout cela n’est qu'un mélange de bonheur ou de hasard
avec Part ou méthode. Et en le tentant dans ces deux derniers degrés, on
ne savait pas si lon réussirait. Aussi faut-il encore quelque autre artifice
pour réussir dans le cinquiéme ou sixiéme degré (...). (Rapporté par
Brunschvicg, 1912, p. 551)
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Vers 1824, Abel démontra quil état impossible de trouver une solution générale 2
'équation du cinquiéme degré, qui puisse s’exprimer 3 laide des quatre opérations
élémentaires et des radicaux. Mais, c’est i Galois que revient le mérite d’en donner les
conditions nécessaires et suffisantes. Son idée fut de faire correspondre a toute
équation algébrique un certain grospe de permutations de ses racines. Ce groupe attaché
a Péquation refléte les proptiétés caractéristiques de cette derniére et donne le moyen de
saisir les conditions qui en permettent la résolubilité. Galois a ainsi mis en évidence une

premiére structure algébrique, soit celle de groupe.

La découverte de Galois ouvrit grande la voie 4 la période moderne de P'algébre.

A pror, écrit M. Couturat, il n'y 2 rien de commun entre la résolution
algébrique d’une équation et la décomposition d’'un groupe en sous-
groupes invadants. 1l a fallu le génie de Galois pour apercevoir une
analogie entre ces deux processus intellectuels si divers, et pour découvrir
des relations aussi fécondes qu'inattendues entre la science du nombre et
la science de l'ordre. (Cité dans Brunschvicg, 1912, pp. 556-557).

Notons aussi que lidée d’adjonction, une autre idée utlisée par Galois, s'est révélée wes
féconde par la suite en algébre. Ainsi, le polynome

2 2
x‘+x3—4x2—4x+1={x2+1+2’/§x-[—l;£) Ixz_—l;ng_(+l;J:_) J(l)

qui est irréductible sur le corps Q devient réductible sur le corps Q(V5) obtenu en
adjoignant le nombre V5 4 Q et dont les éléments sont de la forme: a + bV5 (avec aetb
dans Q). En effet, lensemble Q ne posséde pas assez d’éléments pour que la
décomposition en facteurs indiquée dans le membre de droite de (1) puisse s’effectuer;
son élargissement  l'ensemble de nombres Q(V5) rend cette décomposition possible.
Cette idée illustre la dialectique entre les extensions successives des systémes de

nombres et le calcul algébrique que nous avons soulignée précédemment.
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2.5.8 L’apparition de Palgébre moderne

La huitiéme et derniére étape du développement historique de I'algebre que nous avons

retenue se distingue par 'apparition de Palgébre moderne.

Dans Pintroduction de son fivre sur V'algébre, Bourbaki retrace

(~) le lent processus d'abstraction progressive par lequel la notion
d’opération algébrique, d’abord restreinte aux entiers naturels et aux
grandeurs mesurables, 2 peu i peu élargi son domaine, 3 mesure que se
généralisait parallélement la notion de «nombre», jusqu’i ce que, dépassant
cette derniére, elle en vint & s’appliquer i des éléments qui n’avaient plus
aucun caractére «numérique», par exemple aux pemmutations d'un
ensemble. Clest sans doute, la possibilité de ces extensions successives,
dans lesquelles la forme des calculs restait la méme, alors que la nature des
étres mathématiques, en cux-mémes, importe peu : ce qui compte, ce sont
leurs relations.» (Bourbaki, 1970).

Contrairement 2u cas de I'algébre classique, 12 date de la naissance de Falgebre modeme
est relativement précise. Selon Queysanne et Delachet, en effet :

Les algébristes contemporains s’accordent pour situer la date de naissance
de 'algébre moderne en 1910, avec le mémoire de Steinitz sur la Théode
algébrique des corps : c'est la premiére fois que se trouve abordée
systématiquement P'étude d’opérations portant sur des étres
essentiellement abstraits, c’est-d-dire qui ne sont plus les objets, nombzes
ou figures de larithmétique, de I'algébre ou de la géométrie classiques.
Mais cette naissance a été précédée d'une période de gestation de plus d’'un
siécle. (Queysanne et Delachet, 1960, p. 2)

Pour définir une structure algébrique, il suffit d’avoir un ensemble quelconque d’objets
(représentés par des lettres) muni d’opérations satisfaisant i certaines régles déterminées
(celles-ci constituent en quelque sorte des axiomes définissant la structure). Des
mathématidens comme Gauss et surtout Galois, ont montré la fécondité d’étudier
certains types spécifiques de structures algébriques, par exemple celle de groupe.
Néanmoins, une grande part de lalgébre moderne étudie divers types de structures
algébriques ayant des applications intéressantes en mathématiques ou dans d’autres
disciplines scientifiques. L’a/ggbre moderne est patfois appelée algébre abstraite parce que

ses objets atomiques ne supportent aucune charge sémantique ; ce qui compte dans la
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conduite du calcul algébrique ce sont uniquement les axiomes ou régles que les

opérations doivent satisfaire.

Nous n’allons pas relater ici, méme pas trés sommairement, I'évolution historique de
Palgébre moderne, tant elle est riche, atteignant un haut niveau de complexité et
s'irradiant en d’innombrables direcions. Dans le chapitre suivant, nous aurons

Poccasion d'illustrer quelques types d’activités qui lui sont propres.

2.6 CONCLUSION

La premiére grande étape que nous avons retenue est celle du début de Palgebre en tant
que discipline mathématique indépendante. Au cours de cette période, l'algébre
apparait comme la théorie des équations linéaires et quadratiques 2 une seule inconnue,
et du calcul élémentaite sur les binémes et trinGmes associés (calcul algébrique), sans
que soit encore formulée l'idée de polynéme en général. Dans la seconde grande étape
de I'évolution de I'algébre, celle-ci apparait comme une arithmétique des inconnues, ou
on assiste 4 la constitution de I'algébre des polynémes. Le calcul algébrique se trouve
alors prolongé en un calcul sur les expressions polynomiales a coefficients rationnels
positifs. Dans la troisiéme étape, I'algébre apparait comme la théorie des équations
algébriques ol on note une grande influence du courant géométrique. La quatriéme
période retenue est marquée par Pélargissement du domaine d’application du calcul
algébrique 2 de nouvelles catégories de nombres. En la décrivant, nous avons noté la
relation dialectique entre le développement du calcul algébrique et les extensions
successives de systémes de nombres ainsi que le réle moteur de la pensée analytique
dans le développement de Palgébre. Durant la cinquiéme étape, le calcul algébrique
acquiert une épaisseur syntaxique qui augmente considérablement sa puissance. L’idée
clé, celle consistant 4 noter par des lettres méme les nombres connus est manifestement
de nature analytique. Mais, en comparaison avec Pidée sous-tendant la représentation
de Pinconnue par une lettre, le courant s’inverse. En effet, au lieu d’opérer sur une

inconnue comme si elle était connue, on opére sur une quantité connue comme si elle
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était inconnue ! L’algébre devient une sorte d’arithmétique avec des lettres qui
représentent des quantités arbitraires. Jusque li, on opérait sur des grandeurs connues
ou inconnues selon des régles fixes et bien définies, 2 I'image de celles régissant les
systémes classiques de nombres. Dans la sixiéme étape retenue, on voit apparaitre des
algébres non traditionnelles, dans le sens ou les propriétés des opérations ne satisfont
plus au méme systéme de régles que celles des systémes de nombres classiques (entiers,
rationnels, réels ou complexes). Durant la septiéme étape, on voit apparaitre la notion
de structure algébrique. Les algébristes commencent & comprendre qu'en algébre, ce
sont les propriétés des opérations qui comptent et non la nature des objets sur
lesquelles elles sont définies. Dans la huitiéme étape, la signification de I'algébre qui
domine est celle de I'étude de structures algébriques. Le calcul algébrique signifie alors
un calcul sur des expressions symboliques qui n’ont aucune ontologie et dont les régles

de calcul sont basées sur les axiomes définissant une structure algébrique.

Cette revue du développement historique de P'algebre va nous servir de référence pour
mener une réflexion sur les caractéristiques de I'algébre et de la pensée algébrique dans

les chapitres 3 et 4.

Notons enfin que la classification de I'évolution historique de Palgébre de Nesselman,
que nous avons présentée dans 2.2, est insuffisante pour les fins de notre travail pour

deux raisons.

D’abord parce que cette classification ne met pas en évidence des étapes importantes
du développement de P’algébre. En faisant le vide entre Diophante et Viéte (s’étalant
sur prés de 13 siécles), elle ne permet pas d’expliquer d’oti provient cette maturité de
lalgébre 4 Pépoque de Viéte, notamment i travers le développement technique du
calcul algébrique, du développement de Palgébre des polyndmes, de la théorie des
équations algébriques, etc. En outre, en ne prévoyant aucune étape aprés Viéte, elle ne
fait allusion ni 4 'apparition d’algébres non traditionnelles, comme celles d’Hamilton ou

de Cayley, ni 4 I'algébre moderne, celle de I'étude de structures algébriques.
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Ensuite parce que, s’appuyant sur cette classification, certains auteurs placent P'algébre
arabe dans la phase rhétorique et celle de Diophante dans la phase syncopée de
Pévolution de I'algebre. Ainsi, Kieran (1992) reprend cette interprétation de I'évolation
historique de l'algébre et avance dans son article synthése sur les recherches en
didactique de I'algébre:

It is to be noted that the syncopated symbolism introduced by Diophantus
did not develop to any great extent until the turn of the 17* century. After
the Moslem conquest of the 7* century, Arab mathematicians kept alive
Greek and Hindu mathematics, but their algebra was primarily rhetorical.
This style continued in the century that followed, during which time
Arabic algebra was transmitted to Europe. (Kieran, 1992, p. 391)

Cette interprétation invite rapidement a penser que «’algébre» de Diophante surclasse
celles d’al-Khawarizmi, d’al-Karaji et d’al-Khayyam toutes réunies ! Nous n’allons pas
nous attarder 3 commenter I'idée communément admise, quoi que de plus en plus
réfutée notamment en histoire des sciences, que la culture grecque a transité par les
savants arabes jusqu’au Moyen Age occidental et que dans ce transfert, les arabes n’ont
été qu'une simple «coutroie de transmission» dont le seul mérite a été de sauvegarder
intact 'héritage hellénistique. Une telle affirmation est d’autant plus étonnante dans le
cas de Palgébre ou les apports d’al-Khawarizmi et d’al-Khayyim, en particulier, sont

généralement suffisamment connus.



Chapitre 3

Un modé¢le intégrateur de I’algébre
et de la pensée algébrique



3.1 INTRODUCTION

Dans ce troisiéme chapitre, nous poursuivons la présentation du cadre conceptuel de
notre thése, en menant une réflexion sur les principales caractéristiques de Falgébre et
de la pensée algébrique. Dans la section 3.2, nous expliquons pourquoi il nous apparait
important d'insister sur les deux i la fois. Dans les sections 3.3 et 3.4, nous présentons
les principales caractéristiques de I'algebre et de la pensée algébrique respectivement,
chaque fois aprés avoir précisé le sens de certains termes fréquemment utilisés.
Ensuite, dans la section 3.5, nous présentons un modéle intégrant P'algébre et la pensée
algébrique. Enfin, dans la section 3.6, nous comparons notre modéle avec les points de

vue d’autres auteurs.

3.2 IMPORTANCE D’INSISTER A LA FOIS SUR L’ALGEBRE ET SUR LA PENSEE
ALGEBRIQUE

Les mathématiques peuvent étre considérées comme une science toute faite, c’est-a-dire
un ensemble de connaissances déja bien organisées, ou encore comme une science en
ttain de se faire, c’est-i-dite comme une activité humaine. Selon cette seconde
perspective, qui est celle que nous préférons nettement, l'algebre, Parithmétique et la
géométre, par exemple, sont des types particuliers d’activités mathématiques. Une
personne qui s’y engage a en téte un objectif qui oriente le déroulement de son activité,
par exemple la résolution d’une équation, la formulation d’une conjecture a partir de
'examen de quelques cas particuliers, la comparaison de deux structures, le calcul de la
valeur d’une intégrale, la recherche du lieu des points géométriques ayant certaines
propriétés, lestimation du cardinal d'un ensemble de nombres entiers naturels
satisfaisant a certaines propmétés, etc. Pour atteindre cet objectif, elle réalise une chaine
de tiches qu’un observateur externe expert peut interpréter comme la manipulation de

symbolisme mathématique, la représentation graphique d’une relation fonctionnelle,
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etc. En méme temps, clle exerce certaines habiletés® intellectuelles comme généraliser,
abstraire, faire des analogies, justifier, etc.

Une premiére raison d'insister 2 la fois sur 'algébre et sur la pensée algébrique, est que
nous voulons décrire 4 la fois les caractéristiques principales de I'algébre vue en tant que
type particulier d’activités mathématiques, que les principales habiletés intellectuelles
qui y sont utlisés.

Une deuxiéme raison émane de notre conception des mathématiques et de notre vision
constructiviste de I'enseignement et de 'apprentissage. En effet, pour nous, le savoir
mathématique est un produit de P'activité humaine et les mathématiques sont a la fois
une activité ainsi et ses produits. L’apprentissage des mathématiques ne consiste pas en
'accumulation progtessive d’habiletés et de parcelles d’informations isolées les unes des
autres (faits, régles, théorémes, etc.), il est plutot un processus d’acquisition de sens, qui
suppose que I'apprenant soit engagé dans des activités mathématiques (ou dans celles
qui nécessitent leur utilisation) ki permettant de construire son savoir. 1l est alors
important de faite en sorte qulil développe des habiletés intellectuelles qui sont
essentielles dans de telles activités. Dans ce sens, il est important de mettre en évidence
3 la fois le type d’activités que P'on fait en algébre ainsi que les habiletés intellectuelles

qui s’y exercent.

Une troisiéme raison est que le fait de mettre Paccent 4 la fois sur Valgébre et sur la
pensée algébrique sonde une nouvelle voie dans la construction de currculums de
mathématiques non encore sérieusement exploitée 2 notre connaissance. Jusqu'i
présent, en effet, la plupart des curriculums de mathématiques ~ notamment ceux de

«mnathématiques modernes» et ceux qui en sont dérivés — ont été bitis suivant

31 Nous préférons utiliser le terme babileté plutét que celui de apaas, le second étant général et moins
précis que le premier. Selon le DICTIONNAIRE ACTUEL DE LEDUCATION, en effet, «a
capacité a plus rapport 4 I'étendu des aptitudes et des connaissances; 'habileté i I'application, 4 la
pratique. L'habileté est une capacité poussée 4 son degré de perfection, et ce, dans un champ spécifique
dactivités.
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’hypothése que les mathématiques scolaires doivent étre organisées hiérarchiquement
selon la logique propre de la discipline mathématique.

En conclusion, I'algébre et la pensée algébrique sont pour nous complémentaires et
indissociables Pune de Pautre, ce qui d’ailleurs sera bien manifeste dans le modéle que

nous proposerons dans la section 3.5 pour les intégrer.

3.3 PRINCIPALES CARACTERISTIQUES DE L’'ALGEBRE

Notre étude du développement historique de Palgebre dans le précédent chapitre a mis
en évidence le fait que I'algébre a connu de multiples changements dans ses objets, ses
concepts et ses méthodes. Faut-il rappeler que méme la signification du mot «algébre»
elle-méme a varié : désignant 4 son début une procédure (aljabr, ie. transposition), le
terme «algebre» a fini par désigner une structure algébrique (une algebre); entre-temps
Viéte a proposé de P'appeler «analyses, en référence a l'importance que la méthode
analytique joue en algebre. Dans cette section, nous présentons les caractéristiques
essentielles de I'algébre.

Notre objectif ici n’est pas de donner une définition de I'algébre32, mais d’identifier les
aspects importants de l'algébre en tant qu’un type particulier d’activités mathématiques

ainsi que les processus de pensée essentiels dans ces activités.

Dans le modéle intégrateur que nous allons proposer plus loin, il est souhaitable
d’utiliser, dans la mesute du possible, un petit nombre de composantes pour
caractédser l'algébre. Ces composantes devront permettre d’expliquer les aspects
importants de P'algébre déja mis en évidence dans le chapitre 2. De plus, elles devront
s'intégrer de facon harmonieuse avec les composantes que nous retiendrons par la suite
pour caractériser la pensée algébrique. En réfléchissant i ces deux conditions et aprés

avoir fait plusieurs essais, nous avons retenu les trois aspects essentiels de Palgébre
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suivants : 1) lz consiruction et linterpritation de modiles alpébrigues de situations réelles ou
mathématigues ; 2) la manipulation d'ecpressions algébrigues en sutvant des rigles prédifinies et 3)
Pélaboration et application de structures (structures algébrigues, structures de situations réelles ou
mathématiques) et de procédures (rigles, algorithmes, beuristiques, etc). Nous les présenterons
successivement, un peu plus loin dans cette section. Aupatavant, il convient que nous
nous arrétions briévement pour préciser un certain nombre de termes que nous aurons
besoin d'utiliser fréquemment dans la suite.

3.3.1 Précisions sur la terminologie utilisée

3.3.1.1 Les notions d’opération, de systéme algébrique et d’expression algébrique

On appelle &i de composition interne sur un ensemble E, une application de EXE dans E.
Exemples : I'addition, la multiplication sur 'ensemble des nombres réels ou encore,
lintersection et la réunion sur Pensemble des parties d’'un ensemble E. Ainsi définie,
une loi de composition intemne est une relation binaire. Mais, il n'est pas nécessaire de
se limiter & ce cas, par exemple, 'application qui 4 un entier naturel n fait correspondre
son successeur n+1 est une opération unaire définie sur 'ensemble des entiers naturels.

Plus généralement, étant donné un ensemble E, les applications
E—-E; ExExE - E; EE-»E

sont dites respectivement, opération unaire, ternaire et n-aire

On appelle /7 de compasition exterme sur un ensemble E de domaine d’opérateurs un
ensemble £, une application de QXE dans E. On dit que Q opére sur 'ensemble E.
Exemple : Papplication de {2}XN dans N, qui 4 un couple (2, ») fait correspondre
Pentier naturel # + 2. On peut de méme définir des lois de composition externe plus

générales, applications de Q x Ea — E.

52 Nous ne pensons pas qu'il en existe une qui soit satisfaisante, pas plus qu'existe une définition des
mathématiques.
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Par gpération sur un ensemble E nous entendrons toute loi de composition inteme ou

externe sur E. Dans ce sens, une opération est un procédé qui permet de combiner des

éléments d’un ensemble E, ou d’opérer sur eux i I'aide d’éléments d’un ensemble Q, et

d’obtenir d’autres éléments de E. Faisons remarquer toutefois que la plupart des

opérations que I'on utilise en algébre sont binaires.

Le fait qu'une opération soit une application assure que les produits obtenus sont des

éléments de I'ensemble E sur lequel elle est définie.

Une opération peut étre représentée de plusieurs maniéres différentes : au moyen d’une

régle énoncée oralernent ou par écrit, d’un tableau ou d’un diagramme, comme lillustre
la figure 3.1 dans le cas de 'opération définie dans {1, 2, 3, 4}qui i un couple ( x, ) fait

coxespondre max(x, j) :

(123411234 —11{21314
(oymax(x.y)  1(1(21314
2(2[2]3(4

313[3]3]4

4|4|4]a}4

(1.1)
(1.2) A
2,1)
(2,2) -
(1,3)
(3.1) 5
(2,3) 4
(3.2)
(3.3)J
(1.4) <
4.1) 4
(2,4) ~
(4|2) B
(3.:4) 1

(3

-

Figure 3.1: Différentes fagons de représenter une opération

Les trois dernicres représentations ne sont pas possibles en pratique quand ensemble

contient une infinité d’éléments, aussi peut-il s’avérer nécessaite de définir Popération

au moyen d’axiomes donnés ou de présenter la régle de Fopération®.

33 Comme par exemple 'opération : &3151:121.
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La notion d’opération occupe une place fondamentale en algébre. Car selon notre
vision, dans les activités mathématiques quon y exerce peuvent intervenir des
opérations pouvant étre de nature quelconque (addition, multiplication, rotation,
translation, etc.), mais en restant dans le cadre de processus finis seulement. Dans ce
sens, une grande partie de larithmétique est incluse dans Palgébre®. Ainsi,

P’établissement de Pégalité

1+x+x2+...+f=1—1=_i;l,(05x<1ctneN),

de Pinégalité
ﬂizfﬁam , 220 et 520

et de la proposition :

si p, q et r désignent les symétries orthogonales par rapport aux hauteurs
d’'un triangle équilatérale et I la transformation identique,
on a, par exemple : p’=g*=r’=I et pq=gr

font partie de I'algébre, alors que celle de I'égalité

1+x+x’+...+x"+...=l—l?, (0sx<l)

ne reléve pas de Palgébre, mais plutét du domaine de Fanalyse mathématique, parce

qu'elle fait intervenir une infinité de termes.

Cette vision de I'algébre est large. Elle inclut une grande part de larithmétique et intégre des
éléiments de l'analyse mathématique et de la géométrie. Toutefois, elle est suffisante pour les
besoins de notre travail. En effet, d’'une part, bien qu'elle ne soit pas assez précise, elle

nous sert pour donner assez t6t une signification au terme algébre, dont nous

3 Définir les nombres entiers naturels et Popération d’addition, par exemple, n’est pas du domaine de
I'algebre. Pour faire de P'algebre, il faut déja que soient définis des objets et des opérations.
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identifierons plus tard de fagon plus précise les aspects importants. D’autre part,
comme notre but est de définir un curriculum d’algébre dans I'éducation de base, le fait
que cette signification de I'algébre inclut une grande part de Parithmétique et intégre des
éléments de Panalyse et de la géométrie est un atout, dans le sens qu'elle permet
d’entrevoir des connections entre I'algébre et ces disciplines favorisant I'élaboration

d’un curriculum d’algébre qui s’intégre a celui des mathématiques a Pécole.

Pour sa part, van Reeuwijk (1998) adopte un point de vue proche du nétre :

From a mathematical point of view, algebra deals with systems in which
operations play a role: addition (of numbers or other “thing”),
wmultiplication (numbers, other “thing”), and the relations with the
inverses. In others words, algebra deals with structure. Algebra is the
study of operation structures. Following this point of view, arithmetic is a
subdomain of algebra.

)
Calculus deals with change of magnitude and continuous and discrete
changes. Very large and very small are important in calculus; grasping the
infinite small and infinite large is a way to draw conclusions about the
finite space in between.

()

When talking about school algebra, I mean something other than
mathematical algebra. Algebra in the context of school algebra is a
coherent integration of elements from the three domains: arithmetic,
algebra, and calculus. (pp. 83-84)

Finalement, on appelle sytéme algébrigue un ensemble dans lequel une ou plusieurs
opérations sont définies satisfaisant des axiomes donnés. Les systémes de nombres en
sont des exemples. Dans un systéme algébrique, il peut exister un autre type de
relations, par exemple la relation d’ordre ou de divisibilité dans le systéme des entiers
naturels.

3.3.1.2 Les notions d'espace de calcul algébrique et d’équations algébriques

Soit E un systéme algébrique dans lequel sont définies une ou plusieurs opérations.
L’existence d’opérations dans Pensemble E donne la possibilité de combiner des
¢léments de E, de combiner les produits obtenus et ainsi de suite. 11 peut arriver que

deux combinaisons différentes produisent le méme élément de E. Effectuer et
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comparer de telles opérations sont des tiches qui peuvent s’avérer fastidicuses 2 réaliser
mentalement. Il est nécessaire de les rendre «observablesn. Pour cela, nous allons
définir un espace de caleul algébrigne associé au systéme algébrique E nous permettant 1) de
désigner par des signes les éléments de E, les opérations et les relations définies sur E
ainsi que la forme des opérations que Pon peut effectuer sur ces signes, 2) d’opérer sur
ces signes 4 l'aide des opérations et des relations définies sur E, et 3) de déterminer des
relations (spécialement les relations d’équivalences) entre ces signes suivant les régles
des opérations et des relations définies sur E5. Il n’est pas absolument nécessaire que
les signes utlisés soient des caractéres alphanumériques; ils peuvent étre des mots du
langage naturel, des diagrammes, des tableaux, des graphes ou n'importe quelle

représentation verbale ou iconique.

Expliquons de maniére plus détaillée ce qu'est un espace de calcul algébrique. Pour
cela, donnons-nous un systéme algébrique familier tel 'ensemble des nombres entiers
relatifs, noté Z, dans lequel nous ne considérons pour linstant que les opérations
usuelles d’addition et de multiplication. L’espace de calcul algébrique qui lui est associé,
que nous notons Z’, contiendra, en vertu de la condition 1) les signes pour représenter
les nombres enders relatifs, par exemple I'écriture décimale des nombres 3 Paide des
chiffres arabes, les symboles + et X pour désigner les opérations d’addition et de
multiplication, respectivement. Egalement, Z' contiendra toutes les combinaisons
permises de signes représentant les nombres et des opérations ainsi que leurs produits,
comme 2 +3; 2X(3 + 4); 2x3 + 3x4, 4°=3'; nous considérons celles-ci comme des
expressions algébriques de domaine Z. Une expresuon algébrigue désigne ainsi la
représentation d'une opération ou d’une chaine finie d’opérations que I'on peut
effectuer sur des éléments de Z, c'est-i-dire de représentations d'opérations ou de
chaines d'opérations effectuées sur des éléments de Z i l'aide de I'addition et de a
multiplication. Par exemple, 'expression algébrique 2X(3 + 4) peut étre interprétée
comme l'application de la chaine d’opérations : muliiphier un premier nombre par la valesr de

% Dans cette caractérisation, nous nous sommes inspiré de ia définition que donne Kaput (1992) 4 la
notion de systéme de rprésentation.
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la somme d'un desixaiéme et d'un troisiime, aux nombres 2, 3 et 4 pris dans cet ordre. Pour
représenter la forme de cette chaine d’opérations, nous devons utiliser des variables de
domaine Z, c’est-i-dite les signes désignant les éléments de Z, que nous appellerons des
constantes, ainsi que d’autres signes qui n’ont aucune signification en eux-mémes, par
exemple des lettres, qu'on utilise en mathématiques pour construire des formules ou
énoncer des théorémes. Nous obtenons dans notre exemple, la forme a x (b + ¢), ou a,
b et c sont des variables de domaine Z; c’est-a-dire que si nous remplagons ces lettres
par des constantes dénotant des éléments définis de Z, nous obtiendrons la description
d’un certain nombre de Z. Nous appellerons a x (b + c) aussi une expression
algébrique de domaine Z et nous élargissons cette définition aux variables x de

domaine Z.

En résumé, une expression algébrique ayant comme domaine un systéme algébrique E
est une représentation, utilisant un nombre fini de signes, d'opérations ou de chaines
d'opérations effectuées sur des variables de domaine de E i l'aide de(s) opération(s)
définie(s) sur E. Par exemple, dans Pensemble des nombres réels muni des opérations
d’addition et de multiplication :

%—, V2, (ﬁ+3r, 2{-5 d —l—;, Ve, lex+ 2 +..42, (x+yx-y),

2% + 3¢

oo sont des expressions algébriques, tandis que 0,3333333....;

2 3 n .
1,414213562373095.. ., 2*%*%?*'"*%*'"" lun(l-(%n, ¢,

R=p+m

I+x+x*+..+ %" +.. n'en sont pas.

Les expressions algébriques de domaine le systéme des nombres réels sont donc les

expressions polynomiales 4 plusieurs varables et i coefficients dans R, ainsi que toutes

36 Dit autrement, c’est une application de N’ -3 N, (a,0,0 — a(b + &. La forme de Popération
pp opera
est la régle de cette application.
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les expressions ayant un nombre fini de termes que 'on peut obtenir en utlisant la
division polynomiale et Pextraction des racines niémes de polynémes. En supposant
définies les expressions algébriques polynomiales, nous pouvons préciser de maniére
formelle ce qu'est, dans le cas général, une expression algébrique de domaine le systéme
des nombres réels. Pour cela, rappelons la notion de fonction algébrique 37:

Une fonction numérique fa varable réelle est algébrique s’ existe un

polynéme PeR[X, Y]* tel que P(x, f{x)) = 0 pour tout réel x appartenant
au domaine de définition de £

En généralisant cette définition au cas des fonctions 2 plusieurs variables réelles, nous
dirons qu'une fonction numérique f 4 n varables réelles est algébrique s’il existe un

polynéme PeR[X), Xy, .., Xa, Y]* tel que P(x, x3, ... X0, 1, X2, .., X)) = 0 pour tout
réel (x, X2, ..., %) appartenant au domaine de définition de £ Nous ditons alors qu’une

expression e(x1, X2, .., X) est algébrique si la fonction
(arx2eepe) > A31.%2%0 ) poue (3152, JER"

est algébrique.

Par exemple, Pexpression v/x, est algébrique puisque pour tout x>0 on a P(x, Jx)=

0, avec P(X, Y ) = X - Y2 De méme Pexpression ﬁ- est algébrique car pour tout x

réel et tout y réel non nul, on a Q(x, y, f’.) =0avec QX, Y,Z) = YZ-X En

revanche, les expressions sin(x) et exp(x), par exemple, ne sont pas algébriques de

domaine le systéme des nombres réels.

Faisons remarquer que le caractére algébrique d’une expression est toujours relatif 4 un
systeme algébrique et donc a la nature des éléments, des opérations et relations qui y

sont définies. Dire que Pexpression exp(x) n'est pas algébrique relativement au systéme

37 Bouvier, A. et George, M. 1974. Didtionnaire des mathématiques. Paris : Presses Universitaires de
France.

¥ RIX, Y] désigne I'ensemble des polyndmes en X et Y i coefficients dans R

P RX:, X, X, Y] désigne l'ensemble des polynémes 2 n+1 indéterminées et 4 coefficients dans R.
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des nombres réels signifie que cette expression ne peut pas étre obtenue en utilisant un
nombre fini de fois des varables de domaine R et les opérations d’addition, de
multiplication, ainsi que leurs inverses, et 'extraction des racines niémes. Par contre, si
dans le systéme des nombres réels on considére opération unaire x 5 exp(x),

Pexpression exp(x) est algébrique sur ce nouveau systéme algébrique et une égalité du
type e‘=ii;'i n’est pas du domaine de I'algébre car le second membte de 'égalité n’est
=Q

pas une expression algébrique.

Ajoutons finalement qu'une expression algébrique peut étre décrite de maniére

verbale®® ou en udlisant d’autres symboles que les caractéres alphanumériques*!.

Pour satisfaire la deuxiéme condition, notre espace de calcul algébrique Z’ doit nous
permettre d’opérer un nombre fini de fois sur des expressions algébriques i l'aide des
opérations définies sur Z obtenant ainsi d’autres expressions algébriques. Par exemple,
2 partir des expressions x +2 et 2x + 1, on peut former des expressions algébriques

comme (x+2)°, (x+2)(2x+), (x+27—(2x+), etc.

Jusqu'a présent, dans P'espace de calcul algébrique Z’, nous pouvons décrire et former
au moyen des expressions algébriques des représentations d’opérations que Pon peut
effectuer sur les éléments de Z au moyen des opérations d’addition et de multiplication.
La troisiéme condition que doit vérifier un systéme de représentation (déterminer des
relations, spécialement celles d’équivalences, entre les signes suivant les régles des
opérations et des relations définies sur E} est tout  fait essenticlle car il nous faut
pouvoir compater des expressions algébriques, par exemple savoir quand deux d’entre
elles, bien que de formes différentes, désignent les mémes éléments de Z quand on

remplace les variables par des constantes.

4 Voir figure 2.3
S ibid.
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Etant donné un systéme algébrique E, nous entendons par éguation algébrique de domaine
E toute forme propositionnelle constituée par deux expressions algébriques de domaine
E reliées par le symbole «=». Une équation peut alors avoir quatre significations
différentes : 1) exprimer que deux expressions algébriques désignent le méme élément

de E, comme 2 + 3 =5, ou \/5-1=7§-+-1 ; 2) désigner une identité formelle comme

2¢ +1 = 2x +1, ou une proposition universelle*> comme (x+1)*=x*+2x+1 justifiée par
une propriété de Popération; 3) désigner une égalité conditionnelle ob intetvient une
inconnue que I'on doit tendre connue, comme 2x + [ = 3, ou finalement 4) désigner

une égalité conditionnelle faisant intervenir des variables de domaine E, comme

y=2+1.

Les régles des opérations, les propriétés de la relation = ainsi que les régles d'inférence
logique nous pemmettent de transformer des équations en d’autres et d'identifier les
relations entre elles. Par exemple, les deux équations (x -1)(x+1)-3=0 et
x* -4 =0 sont équivalentes car en vertu des proprétés de Paddition et de la
multiplication dans Z, on a {x —1)(x +1) -3 = x* - 4. Certe demiére équation est
équivalente & (x —1)(x + 1) =3 =(x - 2(x +2), puisque x’ -4 =(x-2(x+2) et

que la relation = est transitive.

Par ailleurs, dans le systéme algébrique Z, on peut considérer d’autres types de relations
comme par exemple la relation d’ordre < et la relation de divisibilité [. Avec ces
relations, il est possible de former d'autres formes propositionnelles algébrigues différentes des
équations, comme 2ab < a” +6°0u ab | (a + ) —(a — 47, a et b étant des variables de
domaine Z. Dans ce cas aussi, les régles des opérations d’addition et de muitiplication
et des relations < et | ainsi que les régles d'inférence logique permettent de transformer
des formes propositonnelles algébriques en d’autres et d'identifier les relations entre

42 Daas le sens ol si 'on remplace les variables par des constantes, on trouve toujours une proposition
vrate.
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2 2
elles. Par exemple, 2ab < o* + b* est équivalente 3 ab < "—;b—, ou encore (x|a ¢ x| 4)

implique x|(pa + 4b).

Finalement, dans Z’, on peut calouler algébriguement, cest-a-dire transformer des
expressions algébriques, des équations ou des formes propositionnelles algébriques en
d’autres en utilisant les propriétés des opérations et des relations définies sur E ainsi
que les régles de la relation d’égalité et d’inférence logique. Calculer algébriquement
revient a établir des liens logiques (d’équivalence, de nécessité ou de causalité) entre

deux expressions algébriques ou équations ou formes propositionnelles algébriques.

En résumé, étant donné un systéme algébrique E muni d’opérations et de relations
données, un espace de calcul algébrique E’ associé 4 E est un systéme de représentation
de E contenant les expressions algébriques, les équations et les formes
propositionnelles algébriques de domaine E, la relation d’égalité et les régles d’inférence
logique. Dans E’, on peut calculer algébriquement dans le sens défini plus haut. Les
régles des opérations et des relations définies dans E existent dans E’ sous forme de
propositdons; par exemple, dans Z, la propriété de la commutativité de I'addition est
représentée dans Z’ sous forme de l'identité universelle: 2 + b = 4 + a, pour tout a et
b dans Z. Réciproquement, toute nouvelle identité universelle établie dans Z’ est une

propriété des opérations et/ou des relations dans le systéme algébrique E.

Par ailleurs, dans toute activité algébrique, il est indispensable de se placer dans un
espace de calcul algébrique. Considérons pour cela les quatre problémes suivants :

(S1) : Jean et Fred jouent aux billes, chacun posséde un lot initial de billes.
Si Jean gagne une bille 4 Fred, il aura le double du nombze de billes de
Fred. Si par contre c’est Fred qui gagne une bille i Jean, ils auront le méme
nombre de billes. Combien Jean et Fred ont-ils de billes au départ ?

(S2) **: Considérons une pendule ayant perdu sa petite aiguille, et ne nous
intéresserons qu’aux multiples de 5 minutes, durée que nous prendrons
comme unité (indivisible) de temps. Commengons une certaine
expérience lorsque la grande aiguille est devant le 3. Supposons qu’i Ia fin

4 Ce probléme est emprunté i : Warusfel, A. (1969) Les matbématiques modernes. Paris : Edition du Seuil
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de I'expérience elle se trouve devant le 7. Combien U'expérience a-t-clle
dureé?

(S3) : Quels sont les entiers naturels dont le nombre de diviseurs est impair
?

(S9 : Factoriser dans R(X) UDexpression polynomiale

2X°+X*-5X+2
Dans la situation (S1), les variables sont les nombres de billes; les opérations en jeu sont
'additon et la multiplication. Le domaine des variables est Fensemble des enters
naturels muni des opérations d’addition et de multiplication, soit le systéme algébrique
usuel des nombres entiers naturels. Dans la résolution algébrique de ce probléme, le
caleul est conduit dans Pespace de calcul algébrique associé au systéme des nombres
entiers naturels. Pour (S2), le systéme algébrique correspondant (domaine des variables
muni des opérations et relations pertinentes) est Zy, , l'ensemble des nombres entiers
naturels modulo 12 (ou bien Z muni des opérations classiques et de la relation de
congruence modulo 12). Pour (83), le systéme algébrique cotrespondant est lensemble
des nombres entiers naturels muni des opérations classiques ainsi que de la relation de
divisibilité. ~Pour (S4), le systéme algébrique correspondant est l'ensemble des
polynémes 4 coefficients réels muni des opérations classiques. Dans chacua de ces

exemples, le calcul algébrique est conduit dans I'espace de calcul algébrique associé au
systéme algébrique.

La disponibilité de tels espaces de calcul algébrique rend Pactivité algébrique possible et
permet I'application de l'algébre i des situations différentes. Les espaces de caleul
algébriques les plus udlisés en algébre élémentaire sont les différents systémes de
nombres munis des opérations usuelles. L’étude de tels espaces de calcul algébrique est

donc importante en algebre.
3.3.1.3 Les notions de structure algébrique et de structure de situation

Dans notre travail, nous parlerons de structute dans deux sens principaux. Le premier
est celui de strwcture algébrique, c'est-a-dire comme classe de systémes algébriques dont les

opérations, et relations, satisfont 2 un meéme ensemble de propriétés qui seront
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considérées comme des axiomes. Dans ce sens, une structure algébrique est une
abstraction de systémes algébriques. Par abus de langage nous diront qu'un systéme
algébrique posséde une structure algébrique dans le sens ou il appartient i la classe de
systémes algébrique qui définit cette structure algébrique. Egalement, nous dirons
qu'un espace de calcul algébrique E' posséde la structure algébrique du systéme
algébrique E qu'il représente. Les axiomes de la structure algébrique ainsi que les
propriétés qui en découlent fournissent les justifications des régles du calcul algébrique
de E.

Finalement, nous ferons dans notre travail la distinction suivante. Si un systéme
algébrique E est muni seulement d'opérations, nous parlerons alors de structure
algébrique pure (comme le groupe, I'anneau, le corps ou encore I'espace vectoriel). Si,
en revanche, dans E se trouve aussi défini un autre type de relation (relation d'ordre,
pat exemple) nous patlerons alors de structure algébrique mixte (comme le systéme des
entiers relatifs ou 'on considére la relation de divisibilit€).

Le deuxiéme sens dans lequel nous emploierons souvent le mot structure est celui de
structure d'un systéme de relations entve variables d’une situation réelle ou mathématique, parfois
sous forme abrégée, nous patlerons de la structure de la sitwation. A ce propos, examinons
la situation suivante :

Dans une ferme, il v a des poules et des chévres. En tout, on a compté 25 animaux
totalisant 70 pattes. Combien y-a-t-il de chévres et de poules ?

Dans cette situation, nous pouvons distinguer un ensemble de données et
d’inconnues(R), comme la classe des poules et celles des chévres, le nombre de chévres
dans la ferme, le nombre de poules dans la ferme, le nombres de pattes des chévres, le
nombre de pattes des poules ; ainsi qu'un ensemble de relations entre ces données : le
nombre de chévres plus le nombre de poules vaut 25, le nombre de pattes des chévres
plus le nombre de pattes des poules vaut 70, le nombre de pattes de chévres vaut quatre
fois le nombre de chévres, le nombre de pattes de poules vaut deux fois le nombre de

poules. Nous avons ainsi mis en évidence un systéme de relations entre un certain
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nombre de variables et dans ces relations figurent des opérations (ici I'addition et la
multiplication). La structure de ce systéme est définie par la maniére dont ces variables
sont reliées entre elles. Désignant par x le nombre de poules et par y le nombre de

chévres, le systéme d’équations : x:4]_2750 offre une représentation algébrique de

cette structure, laquelle peut étre aussi décrite différemment, en mots ou en images par

exemple.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter en détail les trois principales

caractéristiques de I'algébre que nous avons déja annoncée i la fin de la section 3.3.

3.3.2. Construction et interprétation de modéles algébriques de

situations réelles ou mathématiques

Historiquement, P'algébre s’est présentée d’abord comme un moyen — plus puissant
que l'arithmétique — de résolution de problémes concrets. Par probléme concret nous
entendons un probléme issu d’une situation du monde matériel. Rappelons que dans
Le livre conds d'aljabr et d'al-mugibala, premier traité d’algébre dans lhistoire, Al-
Khawarizmi déclare vouloir fournir aux gens un manuel concis dont ils puissent se
servir pour leurs problémes de calcul, pour leurs échanges commerciaux, pour leurs
successions et pour larpentage de leurs terres. Depuis Diophante jusqu’a Viéte au
moins, les algébristes se sont occupés principalement i développer des méthodes
générales pour résoudre des classes de problémes, méthodes essenticllement de nature
analytique.

La généralité de la méthode algébrique réside tout particuliérement dans le fait que dans
un probléme de n’importe quel contexte, le calcul de la grandeur inconnue dépend
uniquement de la forme du systéme de relations entre cette grandeur et les grandeurs
connues, soit en langage modeme, de 'équation mathématisant le probléme. Dans ce

sens, décrivant la méthode algébrique pour le calcul de la valeur de la grandeur
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inconnue, al-Karaji souligne I'importance de trois choses. Premiérement, et c'est I la
plus difficile, dit-il, la_formwiation du probléme 3 l'aide d’un traitement "amenant au stade
de I'équation, deuxiémement, /s conditions du problzme et troisitmement, /s opérations de
JValgébre, & savoir I'augmentation, la diminution, la multiplication, la division, Paddition,
la soustraction, la proportion, la restauration et la réduction* (al-jabr wa'l-muqabala),
enfin la détermination de l'inconnue. Pour sa part Viéte explique la méthode algébrique
comme un Processus comportant trois étapes successives. La premiére est I ¢
tétigue qui, comme nous l'avons présentée en 2.2.5, consiste 2 adopter un symbolisme
permettant de noter tant les grandeurs inconnues que les grandeurs connues, a
exprmer les liens qui les unissent et & dégager I'équation qui, sous forme abstraite,
tésume le probléme posé. La seconde est Uanafyse poristigue qui érudie, transforme,
discute cette équation. Enfin la troisiéme, Pexigetigne, ou analyse rhétigue, résout
Péquation, soit par des constructions il s’agit de géométrie, ou par des calculs §7il s’agit
d'adthmétique (Ttard, 1976). Nous reconnaissons dans Pexplication d’al-Karaji et de
maniére beaucoup plus explicite, dans les trois types d’analyse de Viéte, le processus de

modélisation mathématique.

Rappelons que ce processus comporte trois grands moments, comme Pexplique
élégamment John Synge, 'un des spécialistes des mathématiques appliquées :

L'application des mathématiques i un probléme concret comporte trois
étapes : a) plonger du réel dans le monde des mathématiques; b) nager
dans le monde des mathématiques; ¢) émerger du monde des
mathématiques pour revenir dans le réel en étant porteur d’'une prévision.
(Lu dans Bell, 1979, p. 331).

La modélisation est un aspect majeur de Pactivité mathématique. Derriére Peeuvre d’al-
Khawarizmi se situe un travail de modélisation important: il part d'un probléme

pratique a résoudre et formule une équation qui le mathématise; cette derniére est

4 Ces termes ne sont pas définis dans les documents que nous avons consultés. On peut comprendre
quils désignent des opérations classiques d'addition et de multiplication a2insi que les différentes
transformations que l'on peut appliquer 4 une équation polynomiale pour la rendre sous une forme

canorique.
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transformée pour arriver 3 'une des six équations canoniques d’al-Khawarizmi, i
laquelle il applique alors I'algorithme correspondant.

Void comment Henrd Pollak décrit en détail les phases successives du processus de

modélisation :

M

@)

3)

(4)

(5)

(6)

(7)

@®)

The process begins with something outside of mathematics which you would like to know or
to do or to understand.

* The result is a question in the real world, well-defined enough that you have made progress
on it.

You next select some important objects in this situation outside of mathematics, and
relationships among them.

* The result is the identification of some key concepts in the situations you want to study.

You decide what to keep and what to ignore in your knowledge of the objects and their
interrelationships.
* The result is an idealized version of the question

You translate the idealized version of the question into mathematical terms.

* The result is a mathematical version of the idealized question.

You identify the field of mathematics you think you're in.

-f \:dou bring into the forefront of your consciousness your instincts and knowledge about this
eld.

You do mathematics.

« The result is solutions, theorems, special cases, algorithms, estimates, open problems.

You now translate back into the setting of the original problem.

* You now have a theory of the idealized version of the question which you find in (3) above.

You confront reality in the form of the original situation as represented by (1). Do yon

believe what is being said in (7)? In other words, do your results, when translated back to the
original situation, fit the real world?

* [f yes, you have succeeded. You tell your friends, write it up, publish some papers, get a
raise, get promoted, or whatever.

* If no, go back to the beginning. Did you pick the right objects and relationships among
them? Do your choices of what to keep and what to ignore need to be revisited? The way in
which your theory of the idealized problem fails to satisfy you should provide some hints of
where there are difficulties. (Pollak 1997, pp. 99-100)

Cette description montre les trois moments du travail de modélisation mathématique

décrts par Synge. Le premier est couvert par les phases (1), (2), (3) et (4) au terme

desquels on arrive a une situation mathématique obtenue i partir de Iz traduction en

termes mathématiques de la situation idéalisée. Les étapes (5) et (6) constituent le

deuxiéme moment ou le travail est purement mathématique. Le résultat de ce travail
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est investi dans la construction de nouvelles connaissances de la situation idéalisée
(étape 7) et, par la suite, de la situation du monde réel initiale (étape 8). Ces deux

derniéres étapes forment le troisiéme moment du processus de la modélisation.

La figure (3.2) illustre, de manitre simplifiée, le processus de modélisation
mathématique

Lorsque le modéle mathématique M est un élément d’un espace de calcul algébrique E’
associé 4 un certain systéme algébrique E, nous dirons que M est un modéle alpébrigue.
M peut ainsi étre une expression algébrique de domaine E, par exemple une équation
ou un systéme d’équations ou une forme propositionnelle ou un systéme de formes

propositionnelles. En outre, nous patlerons de modélisation algébrigue quand le modéle
mathématique est un modeéle algébrique.

\\_/ \\’_//
Sm : Situation du monde réel

Si : Situaton idéalisée, ou systéme a I'étude
M : Modéle mathématique ’

Figure 3.2 : Modélisation mathématique

A Tlaide de ce schéma général, expliquons les grandes lignes de la modélisation
algébrique. Notons d’abord que la construction du modéle algébrique, a partir de la

4 Nous ne considérons pas le cas ol le modele M est lui-méme un systéme algébrique.
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situation idéalisée, nécessite la mise en évidence d’opérations (au moins une), de
relations, des variables pertinentes ainsi que de relations existant entre elles. Clest la
maniére dont les variables pertinentes sont reliées entre elles, soit la structure de la
situation idéalisée, qui constitue 'objet de Pétude. En choisissant les varables et les
opérations pertinentes, et peut-étre des relations, on est amené implicitement 2 choisir
un systéme algébrique E qui est le domaine des variables et qui est muni de ces
opérations et relations. Ainsi, on dispose d’un espace de calcul algébrique associé a E,
dans lequel le modele algébrique de la situation idéalisée est exprimé, et le travail
algébrique de transformation de la forme du modéle est conduit, jusqu’a arriver a une
forme i partir de laquelle on peut tirer les connaissances espérées de la situation
idéalisée et par la suite, de la situation initiale du monde réel. Notons que le premier et
le second moment du processus de modélisation mathématique nécessitent des

connaissances propres au systéme étudié.

Prenons comme exemple le cas d’une situation en sciences physiques, comme le
mouvement rectiligne uniforme d’'un mobile. En se référant i la description du
processus de modélisation de Pollak, le parcours des trois premiéres étapes nécessite
des connaissances de la physique: suite a diverses observations d'un mobile en
mouvement rectiligne uniforme, on arrive a se convaincre que si les frottements sont
négligeables, les seules grandeurs caractéristiques de la situation sont la vitesse, le temps
et la distance parcourue. Le domaine des variables doit pouvoir représenter des
grandeurs continues sur lesquelles on puisse opérer  l'aide des opérations classiques
d’'addition et de multiplication. Dans un cas pareil, on opte généralement pour le
systéme des nombres réels. Le modéle algébrique du systéme que I'on entend étudier
appartient 2 'espace de calcul algébrique associé au systéme des nombres réels. En se
basant sur des expérimentations, on arrive i la conclusion que ces grandeurs
caractéristiques sont liées par une relation linéaire de la forme : x = v # ou la variable »
désigne Iz vitesse du mobile, x désigne la distance parcourue et ¢ le temps écoulé. Cette
équation est le modéle algébrique de la situation et elle se trouve construite dans la

quattiéme étape du processus de la modélisation. II apparait ici que dans la
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construction du modéle, on a besoin de connaitre la signification des variables, des
opérations ainsi que des relations entre elles. Un travail algébrique simple montre que
I'équation précédente est équivalente aux deux équations: 2x = 2y fet x = 2v #/2,
lesquelles sont deux formes différentes du modéle. De la premiére, on peut interpréter
par exemple, que pour que le mobile puisse parcourir le double de la distance durant
une méme période de temps il faut doubler la vitesse ; la seconde montre par exemple,
qu’en doublant la vitesse on peut parcourir la méme distance durant la moitié de la

période de temps.

Le terme «modélisation mathématique» est habituellement réservé au cas ou la situation
4 modéliser appartient 3 un univers non mathématique. Si, comme le fait Chevallard
(1989b), on accepte que ce terme englobe aussi les cas ou le systéme a modéliser est
mathématique, les explications précédentes de ce processus restent encotre valables.
Chevallard (ibid) désigne par mathématisé le registre du systéme 3 modéliser et par
mathématigue celui ou est conduite la modélisation. Toutes les étapes décrites par Pollak
peuvent étre reformulées en conséquence. Considérons, par exemple, la résolution

algébrique du probléme suivant¥ :

Calculer ['aire du demi-cercle (1) en fonction
des aires des demi-cercles (2) et (3).

Figure 3.3 : Résolution algébrique d’un probléme géométrique

46 Cet exemple est emprunté 3 Chevallard (1989b, p. 56)
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Dans cette situation, le triangle fait partie de la classe des triangles rectangles connus
par la théorie géométrique. Si on désigne par 4 et & les mesures des cotés et ¢la mesure
de I'hypoténuse, le théoréme de Pythagore nous permet de construire le modéle
algébrique’ : ¢* =4 +5*. Dans un tel cas, le modéle se distingue bien du systéme
modélisé. Un travail algébrique simple sur le modele permet de répondre au probléme.
En effet, en multipliant Pégalité de Pythagore par % on obtient : %c’ = %az +%b’;
dans le contexte du probléme, cela peut s’interpréter : l'aire du demi-cercle (1) est la

somme des aires des demi-cercles (2) et (3).

3.3.3 Manipulation d’expressions algébriques selon des régles
prédéfinies

Nous avons vu dans le chapitre 2 que P'algébre se présente dés son commencement,
Cest-a-dire dans le traité d’al-Khawarizmi, comme un cal#/ caractérisé par les deux
transformations (algébdques) aljabr et al-mugabala, et dont I'objet est de déterminer la
valeur de la grandeur inconnue en foncton des grandeurs connues d’un probléme.
L’algébre était alors interprétée comme une arithmétigue de Linconnue. Pendant une longue
période depuis al-Khawarizmi, les traités d’algébre sont désignés comme des traités du
calcwl d'al-jabr et d'al-muqabala. Eulet, quant i lui, a défini Palgébre comme étant & sience
du calcul avec des quantisés de différents types.

Daas le processus de modélisation algébrique, une bonne part du travail mathématique
consiste 1 transformer le modéle algébrique dans un espace de calcul algébrique, ce qui
revient 2 manipuler des expressions algébriques selon les régles de calcul de cet espace
de calcul algébrique. Le modéle algébrique décrit comment des variables d’une
situation sont reliées entre elles. En offrant une autre représentation du systéme de
relations entre les variables, une nouvelle forme du modéle algébrique révéle alors des

aspects différents de la situation. Dans ce sens, le calcul algébrique posséde une

47 Dans un espace de calcul associé au systéme des nombres réels.
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puissance monstrative. Par exemple, dans le systéme des nombres entiers relatifs, les
expressions algébriques 4» et (1+1)°—(n—1)’ sont équivalentes mais ne montrent pas la

méme chose : la premiére montre que I'entier désigné est un multiple de 4, la seconde
montre qu’ll est une différence de deux carrées. Pour sa part, Bell fait une observation

qui va dans le méme sens :

Syntactic transformations of symbolic expressions can be made
mechanically and used to expose genuine conceptual equivalence without
the degree of mental effort required to establish those equivalence by
working with the concepts themselves. (Bell, 1993)*

De ce fait, le calcul algébrique est un outl de la pensée, un moyen pour acquérir de
nouvelles connaissances. On peut, en effet, transformer une expression algébrique
selon des régles syntaxiques et aboutir i une nouvelle connaissance. Si, par exemple, on
pose a = V2, on voit surgir une exptession algébrique qui se préte a des transformations

algébriques. On obtient, eneffet: a=v2 ;a’ =2 ; a*-1=1; (@a-1){a+1)=1 et alors

1 .y . . . .
a=1 ‘oo Cette derniére expression de 2 permet de “produire” des connaissances i
+a

propos du nombre V2. En effet, en remarquant que v2 >1, on déduit successivement

que 1/5<-;- ; «/5>% ;ﬁo}—% et ainsi de suite.

La manipulation des expressions algébriques se fait en suivant des régles bien définies,
généralement inspirées de régles régissant les systémes de nombres. En ce sens, un

auteur du début du XIXiéme siécle expliquait ainsi ce qu'est Palgébre :

L’algebre est Part d’exécuter sur des quantités quelconques, au moyen des

signes généraux, toutes les opérations de V'arithmétique, et de représenter,

i l'aide des méme signes, toutes les relations entre ces quantités. (Extrait

d’un manuel publié i Paris en 1827, repris dans Chevallard, 1985, p. 57).
Cette conception de Palgébre a conduit dans Phistoire 4 un probléme épistémologique.
En effet, dans une telle perceptive, I'algébriste prend la position que le calcul avec les

letrres dérive du calcul avec les nombres. Aussi longtemps que le calcul avec les

4 Le document original n’est pas paginé.
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nombres dont le domaine n’avait pas été défini précisément, le calcul avec des symboles
généraux, représentant des nombres, restait aussi non défini et inexpliqué. Wheeler
(1989) rapporte que ce probléme a été au cceur d’un débat sur la nature de P'algebre
entre les mathématiciens britanniques dans la premiére moitié du 19%m siécle. Pour les
uns, l'algebre est une “arithmétique généralisée” - ie., elle traite des quantités et des
opérations permises sur ces quantités, et ses régles sont dictées par les propriétés bien
connues de I'arithmétique quantitative (Pycior, 1984). Pour les autres, Palgébre est un
systéme purement symbolique; il traite de symboles essentiellement arbitraires, régis par
des régles essentiellement arbitraires. Et Wheeler de se demander: si les régles de
Palgébre ne dérivent pas nécessairement du comportement des nombres et des

quantités, d’ou dédvent-elles ?

Selon notre point de vue, les régles du calcul algébrique proviennent de ou sont
générées par les propriétés des opérations et des relations définies dans le systéme
algébrique en question, ainsi que des régles de la relation = et de Pinférence logique.
Aussi, dans un espace de calcul algébrique, systéme de représentation d’un systéme

algébrique, la syntaxe est-elle basée en fin de compte sur la sémantique de ce demier.

Kaput fournit une explication comparable dans le cadre de systémes algébriques

particuliers, les systémes de nombres :

In the case of an aigebraic system, as in the case of most practically used
symbol system, the syntax is not arbitrary. It is very closely tied to the
semantics of the number system that, if you didn’t look at the number
system, you might regard as the rules for combining numbers, as again a
syntax. Then a syntax at one place is semantics at another and so on.
This is not an easy subject, otherwise it would have been solved long ago.
The syntax of the algebraic representational system is guided in a necessary
contingent way on pror set of rules that evolved for numbers. (Kaput,
1987, p. 107)

Kaput ne semble pas faire une distinction claire entre systéme algébrique et ce qu’il
appelle systéme de représentation algébrique. Pour sa part, Chevallard avance :
L’élaboration d'un calcul algébrique suppose, i titre de motivation ou

d’arriére-plan, un ou des domaines de calcul On entendra par la un
ensemble d’objets mathématiques sur lesquels on puisse calculer. Les



nombres, les vecteurs, voire les points du plan (calcul barycentrique),
fournissent des exemples élémentaires de tels domaines de calcul.
Lorsque, en classe de sixiéme, Penseignant passe de I'observation que 2 +
3 =5et3 + 2 =5 i lécriture de la relation générale a + b = b + a, il passe
alors du calcul sur les nombres (entiers naturels) i un calcul algébtique 2
coefficients entiers naturels. En d’autres termes, un calcul algébrique (...)
rend manifeste une syntaxe i laquelle le domaine de calcul associé fournit
une sémantique.

A tout domaine de calcul cotrespondent ainsi des formes (ou structures)
algébriques, qui offrent une image formelle du domaine de calcul
considéré. Aux entiers naturels, on pourra faire correspondre la structure
de demi-anneau (unitaire, commutatif, intégre); aux entiers relatifs la
structure d’anneau (euclidien); aux rationnels, la structure de corps; etc.
L'étude de calculs algébriques est I'un des objets de I'algébre. (Chevallard,
1989b. pp. 49-50).

Les domaines de calcul dont patle Chevallard sont les systémes algébriques et ce dernier
ne précise pas dans quel domaine est conduit le calcul algébrique. Cependant, lui aussi
soutient que le systéme algébrique fournit une sémantique i la syntaxe de P'espace de
calcul algébrique correspondant.

Par ailleurs, Iz puissance du calcul algébrique est largement due aux systémes de
notation utlisés. Selon Dieudonné, en effet, «La tendance fondamentale de Palgébre :
noter de fagon abrégée les opérations que I'on est amené 2 effectuer et leurs résultats,
par une sorte de sténographie assez souple et assez perfectionnée pour rendre le
maniement de ces opérations i la fois plus clair, plus rapide et plus faciles (Dieudonné,
1955, p. 48). Ainsi, la notation matricielle permet de conceptualiser un systéme de
équations i n inconnues comme une équation 2 une inconnue de matrices et de fournir,

grice au déterminant, algotithme donnant les solutions de ce systéme.

En algébre, on utilise de nombreux systémes de notations et de maniéres de représenter
les objets. Outre les symboles littéraux, on utilise des signes particuliers pour dénoter
les objets et les opérations sur ces objets ou pour organiser les expressions algébriques
pour en rendre la manipulation aisée et surtout pour pouvoir décrire syntaxiquement le

mieux possible la structure de la situation. L’exemple le plus classique est celui de la
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notation d’une équation polynomiale. Dans I'histoire, il a fallu une longue période pour
qu’on arrive & écrire 'équation sous la forme :

ax"+amxT +.. rax+ta=0
apres qu'on se soit apercu du réle que joue le degré des coefficients, et qu'on ait réussi i
trouver une notation satisfaisante pour les coefficients des équations. On sait quune

notation pertinente facilite la conception de bonnes conjectures.

334 Elaboration et application de structures (structures algébriques,
structures de situations réelles ou mathématiques) et de

procédures (régles, algorithmes, heuristiques, etc.)

Cet aspect inclut I'algebre dite abstraite ou moderne ~ marquant la demniére des huit
grandes étapes du développement histotique de I'algébre que nous avons retenues et
présentées au chapitre 2 — qui éwudie les propriétés formelles (commutativité,
associativité, etc.) des lois de composition*? comme la théorie des groupes, ainsi que les
associations des structures alpébriques avec des structures non algébriques (d’ordre,
combinatoires, topologiques) ou l'algébre domine fortement® comme la théode des
fonctions, les espaces vectorels topologiques, la topologic algébrique, les algébres
topologiques, la théorie des schémas, etc. (Le Lionnais, 1979). Dans cette section, nous
ne prétendons pas vouloir caractériser 'algebre abstraite; nous allons nous contenter de
ptésenter quelques aspects essentiels de I'étude des structures algébriques, tout en

restant a un niveau élémentaire.

Cet aspect inclut également les activités visant 4 élaborer, 4 exprimer et i appliquer des
structures de situations réelles ou mathématiques, comme des régularités numériques et

des relations fonctonnelles.

# Soit les structures algébriques pures, selon notre terminologie.
5 Soit les structures algébriques mixtes, selon notre tenminologie.
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Iétude de structures algébriques peut d'abord consister en la reconnaissance d’une
structure algébrique 4 partir de la recherche des propriétés communes, moins évidentes
et plus profondes entre différents cas de ses spécifications. Nous allons voir par la

suite qu’une telle activité nécessite une habileté d’abstraction.

Btudier une structure algébrique peut signifier étudier les propriétés des opérations et
des relations définies sur un systéme algébrique donné, par exemple un systéme de
nombres. Ces propriétés pemmettent d’approfondir la compréhension du systéme
algébrique, d’enrichir les régles du calcul algébrique dans I'espace de calcul algébrique et
d’augmenter la puissance du calcul algébrique. Expliquant lui aussi cet aspect de
P'algébre, Kaput avance :

These structures seem to have three purposes, (1) to enrich understanding
of the systems that they are abstracted from, (2) to provide intrinsically
useful structures for computations freed of the particulars that they once
were tied to, and (3) to provide the base for yet higher levels of abstraction
and formalization. (Kaput, 1995b, p. 77)

L’étude des structures algébriques peut consister aussi a4 étudier les morphismes entre
les structures; étude qui permet de comparer les structures algébriques de systémes
algébriques, de dire par exemple si deux systémes algébriques sont isomorphes (ont la
méme structure) et de voir comment les caractéristiques structurales sont transmises

d’une structure 3 une autre via des applications (morphismes).

L’étude d’'une structure algébrique permet de centrer I'attention sur des propriétés
communes 2 plusieurs situations mathématiques qui en sont des concrétisations et de
généraliser ces propriétés en les appliquant 4 de nouvelles situations. Par exemple, le
fait que les nombres premiers engendrent multiplicativement les enters peut étre
étendu aux polynémes (polynéme premier, décomposition d’'un polynéme en un
produit de polynémes premiers, etc.); si Pon fait abstraction de la nature des éléments,
les entiers et les polynomes possédent la méme structure par rapport i la relation de
divisibilité, d’ot les résultats formellement similaires.

Pour sa part, Al-Cuocco explique d’autres aspects de I'étude d’une structure algébrique :
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Algebraists often devise decomposition theorems for classes of algebraic
structures as well as for more atomic things (like integers). So, linear
algebra is full of ways to decompose 2 vector space into useful subspaces,
and a basic result in group theory shows how to decompose any finite
commutative group into cyclic groups.

Another decomposition technique in algebra is to break a structure up into
classes with respect to some equivalence relation. In many cases, this is
just an abstraction mechanism for expressing similarities among various
elements of a structure. For example, when we were looking at how
integers behave when they are exponents for a fifth root of 1, we saw that
two integers behave the same if they differ by a multiple of 5. So, with
respect to the situation at hand, the integers break up into 5 classes, each
class containing all the integers that leave the same remainder when they
are divided by 5. This has the effect of equating all multiples of 5 to 0, all
numbers of the form 5k+1 to 1, and so on. (In many situations, algebraists
use this mechanism to “get rid of” a troublesome element: If 7 is causing
you trouble, work in the integers mod 7 instead of the ordinary integers.)
(Al-Cuocco, 1996).

3.3.5 Conclusion

Rappelons que, de notre point de vue, le concept d’opération est ingrédient essentiel
dans une activité algébrique : toute activité mathématique qui ne met pas en jeu une

opération ne fait pas partie de I'algébre.

L'algebre apparait comme ayant trois aspects essentiels complémentaires et
indissociables compte tenu de ce qu'elle a été dans son histoire et de ce qu’elle est de
nos jours. Ces trois aspects offrent une vue simplifiée mais non éuiquée de P'algebre.
Ils sont en outre irréductibles. En effet, une part de toute activité algebrique consiste a
manipuler des expressions algébriques; cet aspect est le plus connuy, il refléte Ia nature
dynamique de l'algébre. L’aspect modélisation algébrique est aussi essentiel puisqu'il
permet d’arrimer Palgébre 4 la réalité et a Pétude d’autres domaines du savoir. Alors
que I'aspect structure est indispensable pour établir des liens entre Palgébre et des
mathématiques supérieures. D’autre part, rappelons qu’une structure algébrique peut
étre considérée comme une abstraction d’une classe d’espaces de calcul algébrique et

que ces derniers sont indispensables pour que le calcul algébrique puisse étre déployé et
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donc également pour I'étude algébrique de diverses situations mathématiques ou issues

du monde réel.

3.4 PRINCIPALES CARACTERISTIQUES DE LA PENSEE ALGEBRIQUE

Aprés avoir présenté les aspects essentiels de l'algébre, nous allons maintenant
présenter les principaux aspects de la pensée algébrique, soit les principales habiletés
intellectuelles indispensables pour faire de Palgébre. Ce sont de telles habiletés
intellectuelles qu'on utilise en mathématiques pour produire des connaissances et que
Pon vise i développer chez les éléves. A ce propos Al Cuocco et al utlisent

Pexpression «habits of mind» :

Much more important than specific mathematical results are the habits of
mind used by people who create those results, and we envision a
curriculum that elevates the methods by which mathematics is created, the
techniques used by researchers, to a status equal to that enjoyed by the
results of that research. (Al Cuocco et al., 1996).

Fait curieux, Gattegno utilise le mot «algébre» dans le sens de «pensée algébriquen, car
pour lui l'importance en algébre réside beaucoup plus dans les processus mentaux qui y

sont utilisés que dans les connaissances :

Algebra can be thought of as autonomous of the rest of mathematics, but
it is also true (...) that all is algebra in mathematics, because to say algebra
is to say the awareness of the mind at work on whatever content (this
naturally is a mental shift) (...) algebra has no mental content and only
describes the mental process (..) Algebra is always implicit in the
treatment of mental questions, which, themselves, may have content.
(Gattegno, 1965, p. 22)

Love conclut en ces termes:

Algebra is now not merely ‘giving meaning to the symbols’, but another
level beyond that: concerning itself with those modes of thought that are
essentially algebraic — for example, handling the as-yet-unknown,
inverting and teversing operations, seeing the general in the particular.
Becoming aware of these thought processes and in control of them, is
what it means to think algebraically. This shift is a move towards the
Gattegno position, and even may be seen as an attempt to put some flesh
onit. (Love, 1993)
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A Pinstar de Dienes (1966), nous croyons qu'il est insensé de tenter de séparer de
quelque facon que ce soit les différentes branches des mathématiques, par exemple la
géométrie et 'algébre, puisqu’il y a tant de connexions entre elles qu'il est impossible dc'
patler de I'une sans introduire quelque chose des autres. Cependant, nous n’allons pas
adopter le point de vue extréme de Gattegno que «tout est algebre en mathématiques».
Parce que, d’une part, nous avons expliqué 'importance pour notre travail d’insister 4 la
fois sur Palgébre et sur la pensée algébrique, et, dautre part, dans notre
conceptualisation, un processus de pensée est une composante de la pensée algébrique
uniquement quand il est essentiel dans Pactivité algébrique. Dans une activité
mathématique, nous parlons dalgébre, rappelons-le, si une opération est en jeu et non a

cause de la nature des processus qui y sont utilisés.

Analoguement au cas de I'algébre nous avons tenté de caractériser succinctement la
pensée algébrique 4 Paide d’un petit nombre de composantes qui, une fois réunies,
permettent de rendre compte des principaux processus de pensée utilisés en algébre et
qui s’articulent de fagon harmonieuse avec les composantes identifiées précédemment
pour Palgébre. La tiche s’est avérée plus difficile dans le cas de Iz pensée algébrique
que dans celui de l'algébre. D’abord, parce que la plupart des écrits sur histoire de
Palgebre portent davantage sur le développement des connaissances algébriques
construites par les mathématiciens que sur les processus de pensée que ces derniers
utilisent en algébre. Ensuite, parce que dans la communauté didactique, lintérét pour la
pensée algébrique est relativement récent et les idées 2 ce sujet ne sont pas encore assez

développées, nous semble-t-il.
Nous avons retenu les quatre aspects essentiels de la pensée algébrique suivants :

1) habileté a penser analytiquement; 2) habileté a construire, i interpréter et a valider
des modeles algébriques de situations réelles ou mathématiques; 3) habileté 2 manipuler
des expressions algébriques selon des régles prédéfinies et 4) habileté i généraliser et a
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abstraire des relations, des régles, des structures algébriques, de méme que des

structutes de situations réelles ou mathématiques.

Nous ne prétendons pas que cet ensemble de composantes de la pensée algébrique soit
exhaustif; néanmoins, 4 notre sens, il exprime les composantes qui sont les plus

essendelles a activité algébrique.
3.4.1 Précisions sur la terminologie utilisée

Notre revue du développement historique de Palgébre laisse apparaitre que penser
analytiquement, abstraire et généraliser sont des processus de pensée qui y ont joué un
tle important. A cet effet, soulignons que bien que Palgébre soit parte de
considérations empiriques, son développement s’est accompagné de Pélaboration de
concepts de plus en plus abstraits et généraux (par exemple de ceux de polynome,
notion générale d’opération, groupe, morphisme, catégorie) et de la tendance a élaborer

des méthodes générales de résolution de problémes.

Dans ce qui suit, nous présentons les processus d’abstraction et de généralisation. Il est
i noter que ces deux termes sont utilisés pour désigner a la fois des processus et les

produits de ces processus (Tall, 1991).
3.4.1.1 L’abstraction en mathématiques

Le processus d’abstraction joue un role important en mathématiques. Dieudonné va
jusqu’a dire que P'essence des mathématiques réside dans le pouvoir d’abstraire et de
raisonner sur des notions abstraites. Selon lui, les grands progrés en mathématiques, et
en particulier en algébre, ont été toujours liés 4 un progrés daas la capacité de se hisser
un peu plus haut dans le domaine de I'abstraction (Dieudonné, 1955).

Les psychologues Piaget et Henriques distinguent deux formes principales
d’abstraction :
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L'une dite «empiriquen, consiste 4 tirer son information des objets eux-

mémes en retenant certaines propriétés i Pexclusion des autres, et qui

existaient en eux avant toute constatation de la part du sujet (par exemple

la couleur ou le poids). L’autre, dite aéfléchissanten, procéde a partir, non

pas des objets, mais de la coordination des actions que le sujet exerce sur

eux, ce qui n’est nullement pareil, ou des opérations en général du sujet :

elle consiste donc d'abord 3 réfléchir au sens d’un «éfléchissement» sur un

plan supérieur ce qui est tité de Pinférieur et, d'autre part, a réfléchir au

sens d’'une “réflexion” mentale dont le role complémentaire est de

reconstruire sur le nouveau plan ce qui est abstrait du précédent, d'ol une

réorganisation qui exige une structuration nouvelle (Piaget et Henriques,

1978b, pp.5-6).
Suivant ces définitions, la plupart des objets mathématiques sont les produits
d’abstractions empirques ou réfléchissantes et, dans ce sens, ils sont des objets
abstraits. Ainsi, les concepts de cercle, de triangle et le nombre 2, par exemple, sont des
abstractions empiriques car chacun d’eux peut étre percu comme la propriété commune
a un ensemble de divers objets (des objets «ronds» pour le cercle, des objets de forme
«triangulaire» pour le triangle et des paires d’objets pour le nombre 2). Voyons un autre
exemple. Selon Piaget, c'est par abstraction réfléchissante qu'un enfant arrive 3
découvrir que le nombre d’objets dans une collection est indépendant de Fordre dans
lequel ces objets sont placés. Pour cela, il doit compter des objets, les réorganiser, les
compter a nouveau, les réorganiser, les compter, etc. Ces actions sont intériorisées et
représentées mentalement de telle maniére qu'elles soient objets de pensée et que
I'enfant puisse les comparer et se rendre compte qu'elles aboutissent toutes au méme

résultat (Piaget, cité par Dubinsky, 1991).

Dienes (1961, p. 280) définit ainsi le processus d'abstraction en mathématiques: «The
process of abstraction is defined as the process of drawing from a number of different

situations something which is common to them all» 1l ajoute :

Logically speaking it is an inductive process; it consists of search for an
attribute which would describe certain elements felt somehow to belong
together. A class is constructed out of some elements which will then be
said to belong to the class. This fundamental relationship between classes
and their elements, ie., the relationship to “belonging” or “being an
element of” is realised in the direction from elements to class. (Dienes,
1961, p. 282)
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Dienes schématise le processus d’abstraction du nombre 2 comme suit :

Abstraction process :
Pairs of distinet objects Attribute “too”
(elements) - (class)

Un ensemble de classes déja formées peut conduire i une nouvelle abstraction
(formation d’une nouvelle classe), cette derniére avec d’autres classes peut conduire i
son tour 4 une nouvelle abstraction, et ainsi de suite. Dienes ajoute : «n the case of
mathematical concepts, classes of classes of ... etc. of objects are heaped together in all
sorts of relationships to each other» (p. 286). Durant ce processus, I'utilisation d’un
symbolisme est indispensable : «The mathematician’s job is the making and sorting of
such heaps. In order not to get lost in the maze of his own making, he uses symbolism
which reminds him of the structure of the maze.» (fb4d.)

Pour les besoins de notre travail, nous adopterons la définition de Pabstracton de

Dienes.
34.1.2 La généralisation en mathématiques

La généralisation est, comme Pabstraction, un processus essentiel dans lactivité
8 p

mathématique.

Comme pour [Iabstraction, Piaget et Henfiques distinguent deux formes de
généralisation :

Celle qui part des observables attachés aux objets, donc d’abstractions
empiriques, et s'en tient i eux pour vérifier la validité des telations
observées, pour établir leur degré de généralité et en tirer des prévisions
ultérieures (mais sans encore chercher d’explication ou de “raisons” ce qui
conduirait 2 dépasser les observables), est alors de nature essentiellement
extensionnelle et consiste i procéder du «quelque» au «tous» ou du
qusqu’icy au «toujourss : nous I'appellerons «généralisation inductives
(-.-) Par contre, lorsque la généralisation s'appuie ou porte sur les
opérations du sujet ou leurs produits, elle est en ce cas de nature
simultanément compréhensive et extensionnelle et aboutit donc i la
production de nouvelles formes et parfois 2 de nouveaux contenus (...).
Ces contenus sont alors engendrés par ces formes et non pas donnés dans
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des observables empiriques: nous parlerons i leur propos de
«généralisations constructivesy; (...). (Piaget et Henriques, 1978b. p. 6)

Dans cette thése, nous allons plutdt adopter la définidon que donne Dienes du

processus de généralisation. Lui aussi distingue deux formes de généralisation :

(1)  Primitive gemeralization is the passing from one class to another where
the other includes the former as a part.

(2) Mathematical generalization is defined as follows : A class B is a
mathematical generalization of the class A if B includes as a part an
isomorphic image of A, in relation to all relevant properties. This means
that the classes A and B could consist of quite different elements, as long
as there was a part of B which was somehow an exact image of A,
mirroring the properties of A in all relevant respects. (Dienes, 1961, p.
282)

Par exemple, un enfant peut noter que pour toutes les paites (a, b) de nombres entiers
naturels qu’il a rencontrés, les sommes a + b et b + a sont égales. Une généralisation
prmitive consiste 2 supposer que ce fait doit étre valable pour toutes les paires de
nombres entiers naturels (747d). Le passage des entiers naturels aux nombres entiers
positifs et négatifs est, en revanche, un exemple de généralisation mathématique : les
nombtes positifs ont exactement les mémes propriétés que les entiers naturels (classe
A), ils forment une sous-classe de la classe des nombres avec un signe (classe B) 4
laquelle les nombres entiers naturels n’appartiennent pas. L'image de la classe A dans la
classe B est I'ensemble des nombres positifs. Ces deux exemples du processus de

généralisation sont schématisés comme suit (#44.):

Primitive generalization :
atb=b+a
2+3=342, 4+1=1+4,... #tc. For all numbers a and b
(including excperience wp to date ) - (eeneralized class)
(restricted class)
Mathematical generalization : Positive and negative mumbers
Natural numbers (1,2, 3, ...) (+1,+2,43,... -1,-2,-3, ...)
(restricted class) B (eeneradized class)

3.4.2 Habileté a penser analytiquement

Rappelons que dans la section 25.1, nous avons défini I'habileté i penser

analytiquement, dont nous avons souligné le role moteur joué dans le développement
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historique de l'algébre. Nous retiendrons cette habileté intellectuelle comme
composante de la pensée algébrique dans le modéle que nous proposerons.

Lins (1992) aussi, qui 2 notre connaissance est le seul a avoir tenté de définir
expliciternent la pensée algébrique, a souligné l'importance de la pensée analytique en
algébre. Selon lui, «To think algebraically is, (i) to think ARITTHMETICALLY, and (i)
to think INTERNALLY, and (i) to think ANALYTICALLY» (Lins, 1992, p. 56).

Nous analyserons cette proposition plus loin.

3.4.3 Habileté i construire, & interpréter et a valider des modéles

algébriques de situations réelles ou mathématiques

Cette composante de la pensée algébrique a trait 4 1) Phabileté a construire des modéles
algébriques de situations réefles ou mathématiques, 2 2) habileté a interpréter des
modéles algébriques de situations réelles ou mathématiques, et a2 3) 'habileté 2 valider
des modéles algébriques de situations réelles ou mathématiques Nous allons présenter
ces trois habiletés intellectuelles en nous référant i la description de Pollak du

processus de modélisation et en les illustrant par la résolution du probléme suivant : 5

Un congrés international de demmatologie réunit des médecins britanniques, allemands et
francais. Il y a deux fois plus de Francais que d’Allemands, ces derniers étant eux-
mémes deux fois plus nombreux que les Britanniques. Deux techniques fort différentes
y sont proposées pour soigner su micux le pityriasis rosé de Gilbert, entre lesquelles
chaque médecin présent est invité i chaisir. La technique du professeur Smith remporte
entre autres tous les suffrages brtanniques. Et pour la technique du professeur Simon,
il y 2 autant d’Allemands favorables que de Frangais hostiles.

Quelle est alors celle des deux techniques qui remporte le plus de suffrages?

Dans le processus de modélisation, la construction du modéle algébrique est réalisée au

terme des quatre premiéres phases de la description de Pollak que nous rappelons idi :

(1)  The process begins with something outside of mathematics, which you would like to know or
to do or to understand.

* The result is a question in the real world, well-defined enough that you have made progress

5t Cet exemple est proposé dans Chevallard (1989, p. 14). Lui méme I'a emprunté i Berrondo M
(1979). Les jeux mathématiques d’Furcka. Pars : Dunod.
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onit.

(2)  You next select some important objects in this situation outside of mathematics, and
relationships among them.

* The result is the identification of some key concepts in the situations you want to study.

(3) You decide what to keep and what to ignore in your knowledge of the objects and their
interrelationships.
» The result is an idealized version of the question.

{4)  You translate the idealized version of the question into mathematical terms.
» The result is @ mathematical version of the idealized question.

Ces phases nécessitent selon nous quatre habiletés principales. La premiére est /habileté
d bien sélectionner linformation requise, par Pappréhension de la question, la sélection des
objets importants ainsi que celles des relations entre eux. Pour la résolution de notre
probléme, il s’agit par exemple, compte tenu de la question, de noter que le nom de la
maladie (pityriasis rosé de Gilbert) n’est pas une information importante, pas plus que
le fait que les médecins soient des dermatologues et qu'ils soient réunis dans un congres
de dermatologie. Ce qui importe, c’est de saisir que ensemble des médecins (ceux qui
sont présents au congees) est réparti en trois classes disjoiates : une classe des médecins
francais, une classe des médecins britanniques et une classe des médecins allemands et
qu'il existe des relations entre les nombres cardinaux de ces classes. Egalement, il faut
retenir que tous les médecins ont voté en faveur de Pune ou l'autre des deux techniques
et tenir compte des différentes reladons entre les différents suffrages. Le
développement de cette habileté nécessite une longue pratique dans la modélisation de

nombreuses situations de différents contextes.

La deuxiéme habileté nécessaire dans Iz construction de modéles algébriques est
Uhabileté d chotsir les variables et les relations pertinentes par rapport d lobjet de étwde. Si la
situation comporte des données superflues par rapport i I'objet de I'érude, alors il faut
les ignorer. Dans notre exemple, les variables pertinentes sont, le nombre de médecins
francais, le nombre de médecins britanniques, le nombre de médecins allemands ; le
nombre de médecins francais qui ont voté pour la technique du professeur Smith (et du
professeur Simon, respectivement), le nombre de médecins britanniques qui oat voté

pour Ia technique du professeur Smith (et du professeur Simon, respectivement), le
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nombre de médecins allemands qui ont voté pour la technique du professeur Smith (et
du professeur Simon, respectivement) ; le nombre total des médecins qui ont voté pour
la technique du professeur Smith (et du professeur Simon, respectivement), ainsi que
les relations «Il y a deux fois plus de Francais que d’Allemands», «l y a deux fois plus
d’Allemands que de Britanniques», «tous les médecins britanniques ont voté pour la
technique du professeur Smithn, «pour la technique du professeur Simon, il y 2 autant

d’Allemands favorables que de Frangais hostiles».

La troisiéme habileté nécessaire dans la construction de modéles algébriques est
habileté a choisir, en vue de la traduire algébriquement, les variables ainsi que leur
domaine, les relations, ainsi que le type de relation a retenir (équation, inéquation,
systéeme d’équations ou d’inéquations, tableau de valeur, etc.). Dans notre exemple, les
variables appartiennent au domaine des nombres entiers naturels et les relations entre
ces variables font intervenir les opérations d’addition et de muldplication ainsi que la
relation d’ordre, puisqu'il s’agit de comparer des nombres (les deux suffrages
qu'obtiennent les deux techniques). Cela signifie que, méme si on n’en est pas
conscient, on se place dans le systéme algébrique formé du systéme des nombres
entiers naturels ou, comme on le fait par défaut, dans le systéme des nombres réels
(pour autoriser le cas échéant, 'emploi des nombres réels négatifs, des fractions et de
Pextraction de racines carrées). Egalement, se trouve fixé Pespace de calcul algébrique
associé au systtme des nombres réels. Clest par rapport a cet espace de calcul
algébrique que l'on représente les variables et les relations entre elles. Dans notre
exemple, il s’agit de représenter, en fonction des paramétres du probléme, les suffrages
obtenus par les deux techniques et de les comparer. L’attention de Palgébriste sera
centrée sur la maniére de calculer ces deux suffrages. Les deux relations qu'il faur
traduire algébriquement sont: 1) le nombre total de suffrages en faveur de la technique
du professeur Smith est la somme des suffrages frangais, britanniques et allemands en
faveur de cette technique, et 2) le nombre total de suffrages en faveur de la technique
du professeur Simon est la somme des suffrages francais, britanniques et allemands en

faveur de cette technique.
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La quatritme habileté nécessaire dans la construction de modéles algébriques est
Phabileté & représenter algébriguement les relations entve les variables pertinentes. Pour ce faire, on
peut procéder de deux fagons au moins: 1) exprimer les relations pertinentes qui sont
indépendantes en fonction d’un nombre minimum de variables, et 2) noter toutes les
variables, décrire toutes les relations entre elles et ensuite réduire le nombre de variables
et de relations. Dans notre exemple, si 'on procéde selon la premiére possibilité, on
commence par nommer les variables pertinentes en jeu dans la situation. On s’apergoit
que pour symboliser les effectifs des médecins francais, allemands et britanniques, une
seule variable suffit. Si 4 est le nombre des médecins britanniques, alors il y a 24
médecins allemands et 45 médecins frangais. De méme, on se rend compte que pour
exprimer en symboles le nombre des suffrages des médecins allemands, frangais ou
britannique en faveur de la technique du professeur Simon ou de celle du professeur
Smith, on n’a besoin que d’une seule varable. Soit x le nombre des médecins

allemands en faveur de la technique du professeur Simon. On obtient alors :

Suffrages en faveur de la technique Suffrages en faveur de la technique
du professeur Smith du professeur Simon
b+ (26 x) + x x+ (46 - x)
36 4»

Revenons i notre exemple, mais cette fois en procédant selon la deuxiéme possibilité.
Désignons par g, b et fles effectifs des médecins Allemands, Britanniques et Frangais,
respectivement. Désignons par &, & et fi les suffrages allemands, britanniques et
francais respectivemnent, qui sont en faveur de Ia technique du professeur Smith ; et par
a, b et f2 les suffrages allemands, britanniques et frangais respectivement, qui sont
en faveur de la technique du professeur Simon. On obtient ici les relations :

a=avtaz; b=htlr; f=firf2; f=2a ; a=2b; b=0; b=b; ;= f- fr=f;

D’ou Pon déduit :
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Suffrages en faveur de la technique Suffrages en faveur de la technique
du professeur Smith du professeur Simen
ath+ fi @+t f2
(a-ay+b+ f (f~fiyhO+ f

(a-fiytb+ f f
a+b 2a
35 45

Dans la construction du modéle algébrique, la premiére méthode semble généralement
nécessiter un effort cognitif plus important que la deuxiéme. En cffet, elle oblige i
réaliser mentalement des opérations et transformations algébriques qui sont faites
syntaxiquement dans la deuxiéme méthode; elle présuppose d’appréhender la structure
de la situadon. En revanche, la seconde méthode sollicite plus que la premiére des

habiletés dans la manipulation syntaxique des expressions algébriques.

Les habiletés intervenant dans les phases (5) et (6) suivantes du processus de
modélisation seront présentées dans la section 3.4.3 ou il sera question de ’habileté i

manipuler des expressions algébriques selon des régles prédéfinies.

{5) You identify the field of mathematics you think you're in.

* You bring into the forefront of your consciousness your instincts and knowledge about this
field.

(6) You do mathematics.
* The result is solutions, theorems, special cases, algorithms, estimates, open problems.

Présentons maintenant Phabileté 4 interpréter des modéles algébriques de situations
réelles on mathématiques qui référe au deux derniéres phases du processus de

modélisation tel que décrit par Pollak :

(7)  You now translate back into the setting of the original problem.
* You now have a theory of the idealized version of the question, which you find in (3) above.

(8)  You confront reality in the form of the original situation as represented by (1). Do you
believe what is being said in (7)? In other words, do your resuits, when translated back to the
original situation, fit the real world?

* [f yes, you have succeeded. You tell your friends, write it up, publish some papers, get a
raise, get promoted, or whatever.
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« If no, go back to the beginning. Did you pick the right objects and relationships among
them? Do your choices of what to keep and what to ignore need to be revisited? The way in
which your theory of the idealized problem fails to satisfy you should provide some hints of
where there are difficulties. (Pollak 1997, pp. 99-100)

Cette habileté consiste a interpréter dans la situation initiale des conséquences obtenues
a partir du modele algébrique. Dans notre exemple, le modéle (systéme d’équations)
permet de conclure, aprés interprétation, que dans ce type de scrutin le nombre de voix
obtenu par la technique du professeur Smith U = 34 et le nombre de voix obtenus par
la technique du professeur Simon V = 44 ne dépendent que du paramétre 5, qu'ils sont
en outre des fonctions linéaires de 4 et que leur comparaison montre que U est 4 V ce

que 3 est a 4.

Finalement, arrétons-nous sur les habiletés principales faisant partie de I'habileté 2
valider des modeles algébriques de situations réelles ou mathématiques. Nous
considérons deux types de validation: une premiére qui peut intervenir n'importe
quand durant le processus de modélisation et que nous appellerons validation locale ;
une seconde qui intervient 2 la fin du processus de modélisation et que nous

appellerons validation globale.

La premiére habileté est celle de valider localement des modeles ajgébrigues de situations réelles ou
mathématigues. Elle peut s’exercer i divers moments. Par exemple, lors de la
construction du modéle, elle revient 4 s’assurer de la pertinence du choix des
opérations, du domaine des variables et de la concordance des expressions algébriques
avec les relations entre les variables de la situation qu'elles représentent et, le cas
échéant, 2 recommencer I'analyse et la traduction algébrique des relations pertinentes.
Durant le travail mathématique avec le modéle, cette habileté consiste i s'assurer de la

validité des transformations que I'on effectue et des conséquences que {'on tire.

La seconde habileté consiste a valider globalement des modiles alpébrigues de situations réelles o
mathématigues. Comme l'explique Janvier (1996, p. 228): «It consists of testing the
validity of the model by going back to the reality that it is supposed to represent». Elle
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permet de voir si le modéle est raisonnable ou non, et si le probléme 2 une solution ou
non. Cette forme de validation nécessite des connaissances propres a 'univers de la
situation modélisée. Par exemple, si P'on reprend la situation de la modélisation du
mouvement rectiligne i vitesse constante, une validation du modéle algébrique x = » ¢,
ou la variable » désigne la vitesse du mobile, x désigne la distance parcourue et 7 le
temps écoulé, consisterait, par exemple, a s’assurer expérimentalement de la validité de
la formule 2x = 2» # en vérifiant que si on double la vitesse du mobile, celui-ci
parcourra le double de la distance durant la méme période de temps. Dans I'exemple
des suffrages, cette habileté pousserait P'algébriste compétent a remarquer que dans ce
scrutin, d’une part les nombres de voix ne dépendent que du paramétre 4 (effectif des
médecins Brtanniques), et que, d’autre part, quelle que soit la valeur du paramétre 4,
c'est la technique du professeur Simon qui Pemporte. Il sera porté alors i vérifier une

telle observation en faisant varier la valeur du paramétre 4.

3.4.3 Habileté 3 manipuler des expressions algébriques selon des régles
syntaxiques prédéfinies

Nous avons expliqué, dans 3.3.3, que lorsqu’on fait de I'algébre, on manipule souvent
des expressions algébriques selon des régles syntaxiques prédéfinies. Pour que cette
manipulation du calcul algébrique soit formellement valide et fonctionnellement
pertinente — c’est-a-dire que, d’une part, ces transformations sont faites selon des régles
syntaxiques prédéfinies et que d’autre part, la chaine des transformations effectuées soit
odentée pour atteindre le but recherché par Pactivité — Ialgébriste doit disposer et
utiliser certains processus mentaux (ou certaines habiletés mentales) que nous
désignons sous le titre «habileté 2 manipuler des expressions algébriques selon des

régles syntaxiques prédéfinies».

Premiérement, en manipulant des expressions algébriques, I'algébriste se situe dans le
registre de I'espace de calcul algébrique. Son attention est portée uniquement sur les
régles du calcul algébrique qu'il peut appliquer, indépendamment de la signification des
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variables et des opérations formant une expression algébrique. Kaput explique ced de
la maniére suivante :
When we deal with formalisms, whether traditional algebraic ones or those
more exotic, our attention is on the symbols and syntactical rules for
manipulating those formalisms rather than on what they might stand for,
with much of their power arising from internally consistent, referent-free
operatons. The user suspends attention to what the symbols stand for
and looks at the symbols themselves, thus frees to operate on relationships
far more complex than could be managed if he or she needed at the same

time to look through the symbols and transformations to what they stood
for. (Kaput, 1999, p. 10))

Cette déviation de I'attention de la sémantique vers la syntaxe n’est pas facile a réaliser
surtout lorsque Pexpression algébrique que 'on manipule est un modéle d’une situation
du monde réel ou que le systéme algébrique, pour lequel elle représente une chaine
d’opérations, est chargé sémantiquement. Rappelons la longue période de temps qu’il a
falla dans Phistoire de Palgébre pour arriver 4 représenter les objets surs lesquels on

opeéte algébriquement par des lettres qui n’ont aucune ontologie.

Une deuxiéme habileté importante chez I'algébrste compétent dans la manipulation des
expressions algébriques se rapporte  /appribension de la structure syntaxigue d'une expression
algébrigue (Kirshner, 1989). Par exemple, explique cet auteur, une simple factorisation

comme 3x’—6=3(x"-2)requiert de reconnaitre la soustraction comme Popération
dominante dans P'expression initiale, d’interpréter 3x° comme :{xz]et non comme
[3xf , et ainsi de suite. Il ajoute:

Two separate subsystems of rules interact to yield the parse of an
expression. In the first subsystem, explicit parsing symbols (parentheses,
brackets, and braces) force a parse according to their location in an
expression. [Implicit parsing features such as grouping by rising to an
exponent and vincular extension operate similarly. For example, xVis
parsed differently form x’ y because of the physical grouping of 3 and y.
We will call these explicit and implicit features forving markers.

[A] second subsystem (.. ) operates in the absence of such forcing

markers. In this case, parsing defaults to the conventional hierarchy or
operations. (Kirshner, 1989, pp. 275-276)
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Ces régles syntaxiques font partie de I'espace de calcul algébrique et dépendent du

systéme de notation utilisé.

Lorsqu’'on manipule des expressions algébriques, on a tendance i transformer une
exptession, équation ou forme propositionnelle algébrique en une autre équivalente
mais de structure syntaxique plus simple. Par exemple, la résolution du systéme
d’équations :
x+y=1
y+z=2
x+z=3
est facilitée par la considération de la nouvelle variable u = x + y + z. Le systéme
précédent est en effet équivalenta :
2x+2y+22=6=2u
u—z=1
u—x=2

u—y=3

lequel permet de trouver facilement les valeurs des inconnues : g =2, x=1ety=0.

La considération de la variable » est rendue possible grice a Pappréhension de la
structure symtaxique du systéme, c'est-a-dire de la fagon dont les variables x, y et 7 sont

mises en relatdon entre elles.

De la méme fagon, le systéme apparemment complexe suivant :

(e-1f+ =1
FHz=2

@=ﬁ+#%ﬁ
posséde la méme structure syntaxique que le précédent. Les changements de variables:
X=(@1%Y= yeZ= {/5 pemmettent de conclure rapidement: x =0ou2; y=0et

T=8.
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Par ailleurs, lorsqu’on manipule des expressions algébriques, il va de soi que toutes les
transformations que l'on utilise obéissent aux lois et propriétés du calcul dans Pespace
de calcul algébrique. Cependant, cette manipulation doit étre pertinente et doit nous
conduire i résoudre la situation. Une autre habileté consiste alors 2 orienter la chaine
des transformations que I'on va effectuer dans le sens d'atteindre I'objectif de Factivité.
$’l s’agit, par exemple, de la détermination de la valeur d’une inconnue, Pattention doit
étre portée a tenter d’exprimer cette inconnue en fonction des données connues du
probléme. Cela améne 2 opérer certaines manipulations algébriques. Ou, ¢'il s’agit de
chercher a exprimer une régularité numérique, on doit chercher 2 décrire les relations
entre les variables en jeu dans une telle situation par une expression algébrique dont la
forme permet de saisir la régularité cherchée. Les transformations algébriques opérées
sont alors destinées a cette fin. De sa part, Boero (1993) avance une idée analogue. I1
affirme, en effet, que les transformations du code algébrique ont lieu i travers une
relation dialectique entre les modéles de transformation standard et des anticipations,
qui suggérent une forme pertinente de la formule recherchée et la direction dans
laquelle les transformations doivent étre effectuées. 1l note : «n general, standard
patterns of transformation without anticipation offer blind perspectives — with the
exception of some easy school exercises on “simplification™ of algebraic expression, or
standard resolutions of equations» (Boero, 1993). Certes il peut arriver que Palgébriste
opére des transformations de maniére syntaxique, mais cela ne constitue pas Iessentiel
de son activité algebrique. Kaput apporte un témoignage dans ce sens, lorsqu’il avance:
« Sometimes we use the symbols or representations as things-in-themselves, with their
own formal rules and structures, and sometimes we see through them to other pattems

in our experience» (Kaput, 1994).

Une autre habileté dans la manipulation des expressions algébriques consiste i rzisonmner
d partir de la structure syntaxcigue d'une expression algébrigue, équation ou forme propositionnelle
algébnigue, en utilisant des notations pertinentes en vue d'établir et de vérifier des

conjectures et des généralités. Hlustrons ceci par 'exemple suivant.
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Donnons-nous comme objectif de découvrir quelques propriétés intéressantes de la
somme S(n) = 7 + 2+ ... + n en ayant en vue de généraliser les résultats trouvés. Dans
ce sens, il est nécessaire d’exprimer autrement la somme S(n). Il s’agit de trouver une
expression de S(n) qui permette, par exemple, de calculer aisément la valeur de S(u),
pour tout n donné. Ainsi, on peut montrer que S(n) = a(r+1)/2. A elle seule, cette
expression résume un certain nombre de propriétés de S(n). Par exemple, elle permnet
de voir pourquoi les nombres S{n) sont dit triangulaires, puisque n(n+7)/2 peut étre
interprété comme la surface d’un triangle rectangle dont Phypoténuse est une diagonale

d’un rectangle de cotés 7 et n+17.

En outre, le procédé classique utilisé pour aboutir 2 Pexpression #(w+17)/2 a partir de la

définition de S(n), peut étre trés instructif pour concevoir d'autres généralisations.

Sm = 1 + 2+ ...+ n
Sw = & o+ (1) + ... + 1
/M) = (rHl) + (D) + ...+ (nH])

d’ot Pon tite : 25(n) = nfn+17). On voit alors que le succés de la démarche dépend de la
régularité : /a somme de dewx termes symétriguement placés vaut tosgours n+1, laquelle peut étre
induite 4 partir de quelques termes de la somme S(n) seulement. En algébre, on ne se
contente pas de cela et on cherche i exprimer symboliquement la régularité en
désignant par / un terme quelconque de 1a somme : i + [n -(i-1)] = a+7. Maintenant, i
Paide de cet élément générique 4 on peut retrouver la démonstration précédente mais

d’une maniére beaucoup plus explicite :
28(n) =i[i +n -(i—l)]=i(n+ D=n(n+1)
=l i=l

Par ailleurs, 'emploi d’un tel symbolisme ouvre de nouvelles avenues. Par exemple, on

peut chercher a exprimer autrement le double de la somme S(n) :
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L L] inn it inn
2500 =3 20= o +0* - = T -§ir - $
=1 =l i=l =l i=l
Si maintenant on note :
S, (M= +2 +...+n?,

alors il s’ensuit que :

25(m =[S, (n+1)-1]- S,(n) - n
28(n) =[S, (n+1) - S, (M]-(n+1)
2S(m)=(n+1)? ~m+D)=n(n+1)

Cette derniére démonstration laisse apparaitre un fait remarquable : pour exprimer

algébriquement S(n), on a utilisé Som). 1l est alors tout naturel de vérifier si on peut

généraliser cette observation, par exemple si lon peut calculer S o) 4 partir de :
S, (m=+22+...+n°
En utilisant le changement de variable / = /+7, on constate que :
Sne)=5 7 =3 (+1y
P~
et en développant les facteurs de la derniére somme :

53(,,+1)=§:‘(j3 +3;? +3j+1)=zn:j3 +32n:j’ +3ij+il

J=l J=l 7=l Jal J=l
on obtient finalement :
S;(n+1)=S,(n)+3S,(n)+3S(n)+ (n+1)
Compte tenu de la valeur de S(n) et de Pégalité : S, (n +1)— S, (n) =(n+1)*, on obtent :

Sy(n) = (n+1)’ = 35(m)—(n+1) , ce qui donne

Sy = n ﬂ+1é(n+ 2)
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Une fois encore, I'établissent du calcul de S,(n) 4 partir de 5;() montre que ce

processus est généralisable avec S, (m)=1" +2* +....+ n*. On obtient en effet :

Sein+ )= $i% = 5; G = 2;(& }51}; _ g(e + 12‘.,- - }:(k 1k

inl
LA o . :
ol les ; sont les coefficients binomiaux et oti on a posé : Su(m = 1.

IT vient alors:
(& + 1)Je(n) = Sani(n +1) = Sani{m) ~ i(k; 1 (m);
J=a

ce qui donne :

Simy = k-ii-l (:(’H' 1)“4 -2(‘&;1 J(")]

J=0

La derniére expression permet de calculer de proche en proche tous les 5,(%).

Nous avons voulu présenter cet exemple en détail pour montrer la puissance de la
composante de la pensée algébrique que nous présentons dans cette section, dans la
construction de connaissances. Cet exemple illustre, en particulier, qu’en algébre on a
tendance a ne pas se contenter de cerner la généralité, mais  chercher 4 Pexprimer 2
Faide d’'une expression algébrique dont la forme permettra souvent de découvrir de

nouveaux aspects de la situation et surtout de mener 3 d’autres généralisations.

Cet aspect de la pensée algébrique est souligné par plusieurs auteurs, au moins de
maniere implicite. Par exemple, Bell (1996) insiste explicitement sur Paspect
manipulation de symboles dans Pactivité algébrique. De leur c6té, Al Cuocco et al.
(1996) considérent Palgébre comme un langage — qui ne sert pas seulement i

représenter des objets 2 I'aide de symboles — et ils présentent la pensée algébrique
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comme un ensemble de composantes qui permettent i Palgébriste de se centrer sur les

maniéres de transformer ces symboles.

3.4.4 Habileté a abstraire et 3 généraliser des relations, des régles, des
structures algébriques, de méme que des structures de situations

réelles ou mathématiques

Dans cette composante de la pensée algébrique, nous distinguons quatre principales
habiletés intellectuelles: 1) habileté 2 appréhender la notion générale d’opération, 2)
Phabileté 2 abstraire et 4 généraliser des structures algébriques; 3) Phabileté i abstraire et
a généraliser des structures de situations réelles ou mathématiques, et 4) lhabileté a

généraliser des régles et des procédures algébriques. Présentons chacune d’elles.

Rappelons que dans notre conceptualisation, la notion d’opération joue un réle
fondamental, puisque dans toute activité algébrique doit intervenir au moins une
opération. Faire de P'algébre nécessite d'abord /'habileté @ apprébender la notion générale
d'opération, laquelle, selon nous, fait appel 4 deux habiletés principales.

La premiére est /habileté G identifier des opérations ainsi que les relations entre elles dans diverses
situations. Pour reconnaitre I'existence d’une opération binaire dans une situation
quelconque, Palgébriste doit appréhender dans la sémantique méme de la situation,
Pexistence d’une loi de composition (par exemple, la composition de deux translations
définit une unique translation, Paddition de deux nombres définit un nombre unique,
etc). Il peut s'agir de reconnaitre une opération familiére, par exemple I'addition
arithmétique, dans diverses situations contextuelles, comme dans les problémes
verbaux, ou de voir Popération d’adition 2 la base de la régularité de la suite numérique :
1, 4,7, 10, 13, 16, 19, ..., 97, 100. Cette habileté implique aussi qu’il faut pouvoir
reconnaitre les relations entre les opérations, par exemple voir la soustraction comme
Pinverse de I'addition et la multiplication comme l'inverse de la division dans le systéme

des nombres réels.
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La deuxiéme est /babileté 4 reconnaitre et 4 utiliser des propriétés des opérations dans divers types de
situations. Par exemple, dans les systémes classiques de nombres il est important de
reconnaitre la propriété de distributivité de I'addition par rapport i la multiplication et
de Putiliser de diverses fagons, comme dans le calcul mental : 15 x 101 = 1500 +15.
Cette habileté se manifeste aussi dans le fait de reconnaitre que certaines propriétés
sont communes i plusieurs opérations ou qu'une certaine opération posséde une
propriété non satisfaite par une autre opération. L’habileté a reconnaitre des
ressemblances et des différences entre les propriétés de différentes opérations facilite
Iidentification de systémes algébriques isomorphes et P'abstraction de la notion de

structure algébrique.

Faire de lalgébre nécessite Phabileté i abstraire et a2 génémliser des structures
algébriques, laquelle fait appel, selon nous, 2 deux principales habiletés intellectuelles.
La premiére est Ihabileté 3 reconnaitre des caractéristiques communes a plusieurs
systémes algébriques et, en particulier, i identifier deux systémes algébriques
isomorphes. Illustrons cette habileté par des exemples. Considérons le cas du groupe 2
4 éléments. A un isomorphisme prés, on sait qu'il existe seulement deux groupes
d’ordre 4, le groupe cyclique (Z4 ,+) et le groupe de «Klein» (Z:xZ:, +). Les tables
des opérations de ces deux groupes sont données dans la figure suivante. Pour alléger

leur présentation, la premiére ligne et la premiére colonne ont été supprimées.

e a b c e a b c
a b ¢ e a e ¢ b
b c e a b c e a
c e a b c b a e
Groupe (Z4 ,+) Groupe (Z2x 22, +)

Figure 3.4 : Tables des groupes d’ordre 4
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Chacun de ces deux groupes posséde un élément neutre noté e. Le groupe (Z4 ,+)

contient un seul sous-groupe d’ordre 2 soit ({¢, 4}, +). Le groupe de Klein contient
trois sous-groupes d’otdre 2: {¢, a}, {¢, &} et {¢, ¢} munis de I'addition. Les éléments 4,

b et ¢ jouent le méme role dans le groupe de Klein mais non dans (Z4 ,+). Ce sont

quelques-unes des caractéristiques de ces deux structures algébriques.
On peut rencontrer ces deux groupes dans de nombreuses situations.

1 : Considérons les déplacements dans le sens des aiguilles d’'une montre d’un jeton sur
les quatre cases d’un chemin circulaire. La position du jeton aprés un déplacement

quelconque est la méme que celle aprés I'un des quatre déplacements suivants :

1
A e: rester sur place
PSRN
\ a : avancer d’une case
D ' 8 b : avancer de deux cases
|
\\ / ¢ : avancer de trois cases.
. . p
¢ Le systéme algébrique formé de ces quatre

déplacements et muni de P'opératon « suivi de » est bien un groupe d’ordre 4
isomorphe 4 (Z4 ,+).

2 E est le systéme algébrique formé des éléments 0, 1, 2 et 3 et muni de Popération :
n@m=r, ou rest le reste de la division de # + m par 4. Ce systeme algébrique
constitue aussi une spécification du groupe cyclique d’ordre 4.

3. Considérons deux interrupteurs, 'un rouge et autre vert, par exemnple2.

¢ correspond a ne pas actionner les interrupteurs

a: correspond 2 actionner le rouge

52 Exemple tiré de : Diénes, Z.P. et MA. Jeeves (1967) Pensie ef structure. Montréal : O.CD.L.
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b : correspond 2 actionner les deux

¢ : correspond 2 actionner le vert

L’ensemble de ces actions muni de 'opération composition est un systéme algébrique

dont la structure algébrique est celle du groupe de Klein.

4. Dans l'espace a trois dimensions, considérons un repére formé de trois axes
perpendiculaires entre eux. Muni de 'opération de composition, Pensemble formé des
rotations de 180° autour de ces trois axes et de la rotation nulle, est un systéme

algébrique dont la structure algébrique est celle du groupe de Klein.

L'habileté a reconnaitre des caractéristiques communes i des spécifications est
nécessaire pour se rendre compte que les systémes 1 et 2 ont les mémes caractéristiques

structurales que le groupe cyclique (Z4 ,+), que les systémes 3 et 4 sont deux

concrédsations du groupe de Klein et que 1 et 3 ne sont pas isomorphes. Cette habileté
requiert de porter lattentdon exclusivement aux opérations et aux relations,
indépendamment de la nature des objets sur lesquels elles sont définies, et de mettre en
évidence des relations internes caractérisées essentiellement par les propriétés des

opérations et des relations

L'habileté i abstraire et 2 généraliser une structure algébrique suppose également
Lhabileté a voir une structure algébrigue comme une abstraction ou comme une généralisation. Faisons
remarquer que bien que les deux processus d’abstraction et de généralisation soient
différents, leurs produits sont toujours des généralités. Une structure algébrique peut
étre vue 2 la fois comme une abstraction et comme une généralisation. C’est le cas par
exemple d’un espace vectoriel E de dimension # sur le corps des réels, on peut
envisager 2 partir de ce que plusieurs espaces vectoriels de dimension » ont en
commun indépendamment de leurs objets. On peut également y voir une généralisation
obtenue 4 partit d’espaces vectoriels de dimension 2, 3, 4, etc. Vu en tnt

qu'abstraction, I'attention est portée sur les propriétés des opérations et des relations
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communes aux différents espaces vectoriels de dimension # indépendamment de leurs
objets. Vu en tant que généralisation, I'attention est portée sur les cas particuliers 2
partir desquels la généralisation est effectuée, soit ici les espaces de deux dimensions

(Rz), de trois dimensions (R3), etc.

Par ailleurs, toute connaissance relative a la structure algébrique se répercute sur ses
spécifications. Par exemple, # étant Pordre d’un groupe et ¢ son élément neutre,
sachant que 4"=¢, pour tout 4 élément du groupe, on en déduit qu'on a une proposition
analogue dans le cas # = 4 pour chacun des quatre groupes spécifiques ptécédents. En
outre, la connaissance d’une structure algébrique abstraite permet d’élargir la classe des
structures algébriques spécifiques qui ont permis de I'abstraire par la construction de

nouveaux &léments.

Dans la suite de ce travail, nous dirons qu'une situation réelle ou mathématique est
algébrisable si elle peut éwe modélisée algébriquement, et que deux situations
algébrisables sont isamorphes si clles peuvent étre représentées par un méme modéle
algébrique.

Faire de I'algébre nécessite également I'habileté 4 abstraire et 4 généraliser des structures
de situations réelles ou mathématiques, celle-ci implique a2 son tour lhabileté a
reconnaitre des caractéristiques communes i plusieurs situations algébrisables et, en
particulier, & reconnaitre deux situations algébrisables isomorphes. A des fins

d'illustration, considérons les deux problémes suivants :

Probléme 1 Erobléme 2

Dans une ferme, il y 2 des Dans un restaurant, il y a des tables
poules et des chévres. En a 2 places et des tables 2 4 places.
tou, on a compté 25 En tout, on a compté 25 tables
animaux totalisaat 70 pattes. totalisant 70 places.

Combien y-a-t-il de chévres Combien y-a-til de tables 2 4

et de poules ? places et de tables a 2 places ?
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Nous avons ici deux situations algébrisables isomorphes. L'algébriste compétent doit
étre capable de reconnaitre que ces deux situations ont la méme structure. Bien qu'elles
aient des contextes différents, elles ont le méme systéme de relations entre les variables
pertinentes.  Cette structure commune peut étre représentée formellement par le

+4y=70

systéme d’équations: x+ y=25 *

x et y appartenant a 'ensemble des nombres entiers

naturels. A un niveau d’abstraction plus élevé, Palgébriste saisira que les deux situations
sont des cas particuliers de cette classe de situations algébrisables dont la structure est
représentée par un systéme de deux équations linéaires indépendantes i deux
inconnues. Cette habileté permet de se rendre compte, par exemple, que derriére tous
les emplois de la régle de trois en arithmétique, il n’y a jamais eu qu'une fonction
linéaire, dont il s’agissait seulement de déterminer I'une des valeurs sous telles ou telles
conditions. En une formulette, y = ax, Palgébre met 2 la portée de notre pensée, la
quintessence d’une grande classe de problémes que I'arithmétique, faute d’une langue
approptiée, s’est évertuée a vouloir transmettre sous I'habillage de problémes pratiques,
en en diversifiant les contextes. En particulier, il nous semble que cette habileté a été a
la base de la constitution de I'algébre d’al-Khawarizmi. En effet, rappelons que son
projet consistait 2 proposer des procédés généraux pour la résolution de classes de
problémes. O, justermnent, chacune de ces classes est constituée de problémes issus de
situations algébrisables isomorphes, soit celles qui peuvent étre modélisées par Pune des
six équations canoniques d’al-Khawarizmi. La donnée de ces classes doit évidernment
précéder I'élaboration de méthodes générales pour résoudre tous les problémes qui la
constituent.  Tradidonnellement, Pétude des problémes verbaux vient aprés
Penseignement formel de la résolution d’équations. Cela nous apparait étre autant une
erreur épistémologique qu’une aberration pédagogique, car la notion d’équation
algébrique est une abstraction qu'on ne peut construire qu'd partit de situations
algébrisables isomorphes qui aménent les éléves i oublier les objets en jeu et a centrer
leur attention sur les relations existant entre les variables, les opérations et relations

pertinentes.
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Enfin, faire de Palgebre nécessite Shabileté G pénéraliser des rigles et des procédures alpébrigues
(procédure de résolution de problémes, algotithmes, etc.). Cette habileté peut se
manifester, par exemple, quand on est capable de reconnaitre le patron dans une
situation numérique ou géométrique et de Putiliser pour faire des prédictions. A titre
d'illustration, considérons la situation de pliages successifs d’une feuille de papier en
deux moitiés ; le but de Pactivité est de trouver le nombre de régions définies aprés #
pliages. Un enfant du primaire ayant développé une telle habileté sera capable de
résoudre le probléme dans les cas, n = 1, n = 2, n = 3, n = 4 et de réussir a prédite la
solution pour des valeurs plus grandes de n. Un éléve du secondaire ayant développé
cette habileté, quant a lui, sera capable de déterminer le nombre de régions en fonction
du nombre de pliages, d’exprimer algébriquement la régle et, 4 un niveau plus avancé,
de trouver la régle générale donnant le nombre de régions obtenues aprés une série de #

pliages d’une feuille de papier en m parties.

Dans la résolution de systémes de » équations linéaires a » inconnues, cette habileté
permet également de généraliser une méthode de résolution, par substitutions par

exemple, des cas n = 2, 3, 4 2 n’importe quelle valeur de n
3.4.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons mis en évidence quatre aspects importants de la pensée
algébrique: 1) habileté 4 penser analytiquement; 2) habileté 2 construire, i interpréter et
4 valider des modéles algébriques de situations réelles ou mathématiques; 3) habileté a
manipuler des expressions algébriques selon des régles prédéfinies et 4) habileré i
abstraire et 4 généraliser des relations, des régles, des structures algébriques, de méme
que des structures de situations réelles ou mathématiques. L’habileté a penser
analytiquement est une composante fondamentale de la pensée algébrique. En effet, la
pensée analytique a joué un rdle crucial i tous les niveaux du développement historique
de Talgébre. Clest elle qui distingue le plus la pensée algébrique de la pensée
arithmétique. Chacun des trois autres aspects de la pensée algébrique relate une



114

habileté intellectuelle nécessaire quand on fait de l'algébre dans le cadre d’un des
aspects de P'algébre ; le lien entre I'algébre et la pensée algébrique est ainsi clarifié.

Remarquons que ces composantes de la pensée algébrique ne sont pas exclusives i

P'algebre. Elles peuvent se retrouver dans d’autres types d’activités mathématiques.

3.5 MODELE INTEGRATEUR DE L’ALGEBRE ET DE LA PENSEE ALGEBRIQUE

Les deux figures 3.5 et 3.6 illustrent notre modéle intégrateur de Palgébre et de la
pensée algébrique (M.I.A.P.A.). Il sagit d’un modéle théorique dans lgwe/ Jalgébre et la
pensée algébrigue sont reprisentées comme les dewx faces d'une méme médaille (ou dume pice de
monnazz). Nous utlisons cette métaphore pour souligner le fait que I'algébre et la pensée
algébrique sont différentes mais indissociables 'une de 'autre. On ne peut, en effet,
construite un sens de 'une sans faire appel 2 l'autre. L’algébre apparait comme un type
d’activités mathématiques et la pensée algébrique comme un ensemble d’habiletés

intellectuelles nécessaires dans ces activités.

Pour marquer le réle central que joue I«habileté 4 penser analytiquement» dans la
pensée algébrique, nous I'avons représentée au centre du modéle. Chacune des trois
autres composantes de la face pensée algébrique correspond plus particuliérement, mais

non exclusivement, 4 Pune ou Pautre des trois composantes de la face alggbre du
M.IAPA.

Rappelons que M.LA.P.A. ne prétend pas donner une définition de I'algébre et de la
pensée algébrique. C’est un cadre conceptuel concernant Ialgébre et la pensée
algébrique que nous avons élaboré en nous appuyant sur la revue de Phistoire du
développement de l'algébre présentée au chapitre 2 et sur une analyse épistémologique
de l'activité algébrique. Il servira de référence pour élaborer des approches didactiques
pour l'enseignement de Palgébre dans P'éducation de base.



CONSTRUCTION ET INTERPRETATION
DE MODELES ALGEBRIQUES DE
SITUATIONS REELLES OU

Figure 3.5 : Face algébre du M.ILA.P.A

HABILETE A CONSTRUIRE, A
INTERPRETER ET A VALIDER DES
MODELES ALGEBRIQUES DE SITUATIONS

Figure 3.6 : Face pensée algébrique du M.ILA.P.A
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Rappelons que dans notre conceptualisation, le concept d’opération joue un réle
fondamental. Cest 4 partir de ce concept que nous avons d’abord limité le champ de
P'algebre. En effet, nous ne parlons d’algébre que lorsqu’au moins une opération est en
jeu dans Pactivité. En outre, ce concept nous a permis de définir les termes de base :
systéme algébrique, expression algébrique, équation et inéquation, forme
propositionnelle algébrique, espace de calcul algébrique, modéle algébrique, structure
algébrique, situation algébrisable, etc.

3.6 COMPARAISON DU MODELE THEORIQUE PROPOSE AVEC LES POINTS DE
VUE D’AUTRES AUTEURS

Dans cette section, nous allons comparer notre modéle théorique M.LA.P.A a des
propositions d’autres auteurs. Nous examinerons d’abord la proposition de Lins, qui a
été le seul, 2 notre connaissance, i caractériser explicitement la peasée algébrique.
Ensuite, nous analyserons une proposition du groupe de travail sur I'algébre du Nationa/
Council of Teachers of Mathematics, et, enfin, l'importante contribution de Kaput.

3.6.1 La caractérisation explicite de 1a pensée algébrique de Romulo Lins

Se basant sur une étude historique du développement de I'algébre et de considérations
épistémologiques, Lins affirme dans son travail de thése que :

«To think algebraically is, §) to think ARITTHMETICALLY, and (i) to think
INTERNALLY, and (iii) to think ANALITICALLY» (Lins, 1992, p. 56).

Selon lui, le premier critére (« to think ARTTHMETICALLY ») est nécessaire a la fois
pour caractériser 'absence des processus impliquant la notion de limite, dans le sens du
calcul différentiel, et POUR rappeler que les opérations arithmétiques constituent un
modéle fondamental pour la compréhension des opérations algébriques. Le second
crtére (« to think INTERNALLY ») signifie que Fon opére exclusivement dans un



117

champ sémantique numérique, i 'opposé par exemple d’associer des nombres — en tant
que mesures — i des segments et de justifier ainsi la manipulation de relations
adthmético-algébriques (Lins, 1992). IL est nécessaire, nous dit Lins, pour distinguer la
pensée algébrique d’autres modes de pensée qui peuvent étre utilisés dans la production
de Palgébre. Le troisiéme critére (to think ANALYTICALLY ») met en évidence le
caractére analytique de la pensée algébrique.

Dans sa thése, Lins soutient que la production d’un résultat algébrique ne met pas
nécessairement en jeu la pensée algébrique ni P'utilisation du symbolisme algébrique.
Cependant, il n’explique pas ce qu'il entend par algebre.

Comme le montrent les parties (i) et (if) de sa définition de «penser algébriquement, it
ne considére que les espaces algébriques numériques. Cela nous semble une limitation
trop forte de P'algébre et, par conséquent, de la pensée algébrique. En mathématiques,
il existe d’autres types d’opérations que les opérations arithmétiques usuelles. On a
peut étre trop exagéré I'importance de Parithmétique dans Pintroduction de I'algébre. Il
est bien connu maintenant que le passage d’un stade arithmétique a un stade algébrique
est loin d’étre facile 2 réaliser par les éléves. De récentes recherches ont mis en
évidence certains changements conceptuels et/ou symboliques qui marquent la
différence entre le raisonnement arithmétique et le raisonnement algébrique (Filloy et
Sutherland, 1996). Plusieurs explications ont été avancées, dont on trouvera un bon
échantillon dans Kieran (1992). Filloy et Sutherland (1996), par exemple, pensent que
les difficultés associées a la transition de Parithmétique i P'algébre semblent persister,
peu importe que l'on introduise I'algébre comme un prolongement naturel de
Parithmétique 2 partir des premiéres années d’étude, ou comme un sujet séparé d’étude

débutant plus tard dans le cursus scolaire.

Par ailleurs, Lins ne caractérise que la pensée algébrique. Il dit qu'elle est différente de
Palgébre, mais il ne précise pas davantage ce qu'il entend par cette derniére, ni les liens
qui existent entre les deux. Bell (1992), le directeur de thése de Lins, interpréte la
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pensée algébrique telle que Lins I'a définie comme une pensée permettant de résoudre
des problémes arithmétiques complexes en travaillant d’'une maniére flexible avec des
relations dans le systéme des nombres rationnels ou réels. Selon lui, une telle forme de
pensée existe certainement et Lins I'a montré par une analyse effective de solutions
d’éléves; cependant, ajoute-t-il : I would prefer (...) to call this complex arithmetic
problem-solving, and to reserve the term Algebraic for cases in which symbolism is
used.» (Bell 1992).

En conclusion, il nous semble que la recherche de Lins a le mérite de bien mettre en
évidence 'importance de la composante pensée analytique dans la pensée algébrique,
majs quelle laisse de cHté dautres aspects importants de cette derniére, comme
I'habilité 2 construite, 4 interpréter et i valider des modeéles de siruations réelles ou

mathématiques.
3.6.2 La proposition du groupe de travail sur Palgébre (AWG) du NCTM

En 1994, le NCTM* a mis sur pied le groupe de travail «Algebra Working Group»
(AWG) avec le mandat suivant :

(.-.) to produce a document that: expands the vision of algebra for all that
begins with experieaces in early elementary school and extends through
secondary school; elaborates this vision by including examples, practical
ideas and promising practices, and helps teachers and school systems raise
questions about the process of change. (NCTM, 1995, p. 2)

Le groupe AWG était constitué d’une dizaine de personnes oeuvrant en mathématiques
ou en éducation mathématique. En 1994, il a produit un premier document, qui a été
révisé en 1995 et en 1997. Ce groupe semble s’étre largement inspiré des travaux de
Jim Kaput, notamment de sa vision de Ialgébre que nous allons présenter dans la

section sulvante.

53 NCTM est le sigle du « National Council of Teachers of Mathematics » la plus importante association
d'enseignants de mathématiques en Amérique du Nord.
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Dans son document, le comité propose un cadre de référence (figure 3.7) pour
I’enseignement de algebre a Pécole au moyen de Pexploration d’une variété de contextes
(«contextual settingsy) connectés entre eux par des thémes organisatesrs. Au chapitre 6,
nous en analyserons les aspects didactiques plus en détail. Pour le moment, nous allons
nous limiter 4 préciser le sens qu'on y donne a l'algébre et i la pensée algébrique.

4 er g8
r < %

4 Data & Uncerfainty
r Number
4 Patterns & Regularity
~ Size & Shapej
r Growth & Change'\

Figure 3.7 : A framewotk for constructing a Vision of Algebra

Le groupe AWG précise que les thémes sur lesquels ont été basées les transpositions
didactiques antérieures n’ont pas cessé de changer suivant les époques. Ainsi explique-
t-il:

The «new math» of the 60’s was based on structure. This was followed by
a «back to the basics» movement, based heavily on thinking of algebra as a
language. In the 90’s with the emergence of the graphing calculator, the
concepts of function and modeling have become the central point for
conceptualizing algebra (NCTM, 1997, p. 9).
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Il propose d’organiser le curriculum dalgtbre 4 Pécole selon les quatre bémes
organisaters qui figurent dans la figure 3.7 : Functions and Relations, Structure, Modeling et
Representation and Languages. (1l précise toutefois qu’il ne s’agit pas 1a nécessairement
d’une liste exhaustive. )

A propos du théme Functions and Relations, les auteurs écrivent :

The central mathematical concept of function and its varant, a
mathematical relation underlies the equations, tables, and graphs so
common to algebra. Functions, and the related concept of variable, give
organized ways of thinking about an enormous variety of mathematical
settings. (NCTM, 1995, p. 16)

Remarquons que le concept de fonction n'est pas un concept intrinséquement
alpébrique. 1l est 'un des concepts unificateurs des mathématiques — comme celui
d'ensemble ~ et il se retrouve souvent au centre de diverses activités mathématiques
non nécessairement algébriques. Le groupe de travail ne précise pas ce qu’il entend par
fonction et par relation mathématique faisant partie de Palgeébre, alors que dans notre
cadre conceptuel, nous avons été clair a ce sujet. En effet, pour nous, une fonction fait
partie de I'algébre seulement dans les trois cas suivants : 1) sa régle peut étre représentée
par une expression algébrique, 2) la fonction est elle-méme élément d’'un systéme
algébrique (espace fonctionnel sur lequel sont définies une ou plusieurs opérations, par
exemple la composition de fonctions, dans ce cas la fonction est vue globalement
comme un objet), et 3) la fonction est elle-méme une opération définie sur un
ensemble. Pour nous, une relation fonctionnelle n’est algébrique que dans le cas ou elle
peut s’exprimer au moyen d’une expression algébrique. Par exemple, y = sin(x) n’est
pas une relation fonctionnelle algébrique, car le second membre de cette égalité ne peut
jamais étre décrit au moyen d’une expression algébrique (une combinaison d’un nombre

fini de termes de variables et d’opérations) dans le systéme des nombres réels.

En ce qui concerne les thémes Structure et Modeling, les auteurs emploient le terme
structure tant6t pour signifier une structure algébrique : «Organizing algebra around
structure implies thinking about how systems operate ; for instance, what enabling



121

characteristics of a system allows fractions to be combined or equations to be solved ™
(NCTM, 1995, p. 18), tantét pour signifier la structure d’une situation mathématique
(modele, une régularité, etc.): «The study of structures is 2 means of focusing on

common aspects of many mathematical situations» (sbid.).

En ce qui concerne le théme Representation and Languages les auteurs expliquent :

Algebra can be seen as a language — with its various “dialect” of literal
symbols, graphs, and tables. For instance, algebra can be seen as a
language for generalizing arithmetic. (NCTM, 1995, p. 10)

IIs ajoutent plus loin :

Algebra is a way of thinking about and representing many situations. It
has a language and a syntax, along with tools and procedures that promote
this thinking and modeling.

(---) Its {the theme of language and representation] central feature is the
use of symbols to translate and represent situations. (NCTM, 1995, p. 19)

Dans le modéle M.LA.P.A., I'aspect langage de l'algébre est implicite. Par contre, sa
dimension syntaxique est représentée explicitement dans la composante «manipulation
d’expressions algébrique selon des régles prédéfinies».

On trouvera peut-étre remarquable la ressemblance entre les thémes organisateurs
proposés par le groupe AWG et les aspects de notre modéle M.ILA.P.A. Cette relative
similitude montre combien ces aspects sont caractéristiques de Factivité algébrique et
vient appuyer les résultats de notre analyse de I'algébre, que nous avons réalisée de

maniére tout 4 fait indépendante des travaux de ce groupe.

Par contre, il existe des différences notables entre les deux propositions. Une
différence importante réside dans Papproche épistémologique de Palgébre, de la pensée
algébrique et des liens entre les deux. Rappelons que pour nous Palgébre et la pensée
algébrique sont, comme les deux faces d’'un méme médaille, solidaires Pune de Pautre et
complémentaires. La premiére désigne un certain type d’activité mathématique, la
seconde désigne un ensemble d’habiletés intellectuelles majeures, nécessaires dans cette

activité. Pour le groupe du NCTM, en revanche, «algebra is a system of concepts and
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ways of thinking — both with these concepts and about them.» (NCTM, 1994, p. 7).
Cette maniére d’approcher Palgébre et la pensée algébrique laisserait entendre, comme
le fait remarquer Lee (1995), que la pensée algébrique vient aprés la donnée d’un
systéme de concepts. Or, il ressort de notre analyse épistémologique, que, pat exemple,
le développement du concept d'inconnue en algébre est dii principalement i la
tendance 2 penser analytiquement, une composante essenticlle de la pensée algébrique.
De méme, Pémergence du concept d’équation est issue notamment des tendances a
penser anzlytiquement et  chercher des algorithmes de résolution (donc 4 généraliser).
Cette analyse épistémologique nous a conduit @ postuler que c’est la recherche
dalgorithmes de résolutions d’équations 4 une inconnue et la nécessité de raisonner
analytiquement qui ont motivé le projet algébrique d’al-Khawarizmi ayant about
Iémergence de l'algtbre comme discipline autonome. En fait, lalgéhre et la pensée
algébrigue se développent concurremmens, chacune profitant du progris de lautre. Par exemple,
nous avons souligné au chapitre 2 que Pusage des lettres pour désigner i la fois une
inconnue et des nombres donnés a été dans lhistoire essentiellement motivée par la
tendance 4 penser analytiquement et qu'en retour, I'algébre symbolique est devenue un
terrain trés fertile pour le développement de la pensée algébrique elle-méme.

Par ailleurs, bien que le groupe du NCTM déclare que son cadre de référence fournit un
moyen pour développer le raisonnement algébrique des éléves, il n’explique pas
clairement ce qu’il entend par raisonnement algébrique ni par pensée algébrique, se
contentant d’affirmer qulils se trouvent enracinés dans des contextes («contextual
settings»). A la suite de chaque exemple, il consacre une section appelée Where is the
Algebra, o il tente de montrer comment lexemple en question «évoquer le
raisonnement algébrique.

3.6.3 La proposition de Jim Kaput

Depuis plusieurs années, cet auteur tente d’élaborer une nouvelle vision de P'algébre i

Pécole. 11 a publié un certain nombre d’écrits et présenté de nombreuses
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communications dans des rencontres internationales i ce sujet. Ses propositions
concernant la nature de algébre et de la pensée algébrique ont évolué significativement
au fil des ans. Nous discutons ici la derniére proposition qu’il a présentée, en octobre
1995, lors de la rencontre annuelle du groupe nord-américain PME-NA. Bien que sur
certains aspects, la proposition de Kaput semble voisine de notre modéle M.LA.P.A.,
nous avons é€laboré ce demier de fagon complétement indépendante, il y a de

nombreuses années.

Pour décrite I'algebre, Kaput dit qu'il est nécessaire d'envisager les mathématiques selon
une double perspective. Il écrit en effet,

Talk about mathematics often slips between mathematics as implicitly
shared cultural artifacts — objects, procedures, relations independent of
any individual ~— as when we talk about learning functions, polynomials,
factoring, ring theory, linear algebra, and so on — and mathematics as
ways of thinking — generalizing, specializing, abstracting, computmg,
analogizing, justifying, and so on. To describe algebra requires mixing
both types of talk. (Kaput, 1995b, p. 74)

Insistant sur importance de prendre en considération une variété de «significations» de
I'algébre, il en décrit cinq aspects — ou cinq formes interreliées du raisonnement
algébrique, comme il I'a écrit plus tard dans (Kaput, 1998) :

* [Kernel] Algebra as Generalizing and Formalizing Patterns and
Constraints, especially, but not exclusively Algebra as Generalized
Arithmetic Reasoning and Algebra as Generalized Quantitative Reasoning
* [Kernel] Algebra as Syntactically Guided Manipulation of (opaque)
Formalisms

* [Mathematical Topic] Algebra as the Study of Structures Abstracted
from Computations and Relations

¢ [Mathematical Topic] Algebra as the study of Functions, Relations and
Joint Variation

* Algebra as a Cluster of Modeling Languages and Phenomena-Controlling
languages. (Kaput, 1995b)

Les deux premiers aspects, dit-il, constituent le noyau du raisonnement algébrique, et se
retrouvent dans tous les autres aspects. Les deuxiéme et troisiéme aspect sont des

sujets mathématiques importants alors que le demier aspect présente Ialgébre comme
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un tissu de langages. Il précise ensuite : «all the aspects should be regarded as loosely
spun and richly interwoven — they are by no means separate» (Kaput, 1995b, p. 74)

Présentant le premier aspect, il explique que la généralisation et la formalisation sont
des caractéristiques intrinséques de la majorité des activitds mathématiques et quelles
sont utilisées en algébre pour généraliser le raisonnement arithmétique (cadre purement
mathématique) ou le raisonnement quantitatif (cadre non mathématique) :

Generalizing in arithmetic (numerical patterns, arithmagons, etc.) begins
within a mathematical system, (often) the system of integer, their
properties and operations, where understanding of the mathematical
structures plays the core constraining role; quantitative reasoning is based
in mathematizing situations and offers a different basis for generalizing
and formalizing, where understanding of the semantics of the situation
plays the core constraining role.

Both the means and the goal of generalizing is to establish some formal
symbolic objects that are intended to represent what is generalized and
render the generalizations subject to further reasoning, perhaps aided by
computation — where the computations ate at least temporarily guided by
syntax and patterns associated with the formal system rather than what is
formalized. (Kaput, 1995b, p. 74).

Le premier aspect décrit par Kaput (Algebra as Generalizing and Formalizing Patterns
and Constraints, ... ) est bien couvert par le modéle M.I.A.P.A., notamment par la
composante de la face algébre «Elaboration et application de structures (structures
algébriques, structures de situations réelles ou mathématiques) et de procédures (régles,
algorithmes, heuristiques, etc.)» ainsi que la composante de la face pensée algébrique
«Habileté a abstraire et 2 généraliser des relations, des régles, des structures algébriques,

de méme que des structures de situations réelles ou mathématiques.

Le second aspect décrit par Kaput (Algebra as Syntactically Guided Manipulation of
(opaque) Formalisms) fait référence explicitement 2 la composante «Manipulation
d’expressions algébriques selon des régles prédéfiniess de la face algibre de MIAPA
et 2 ’habileté 4 manipuler des expressions algébriques selon des régles prédéfiniesy, de
sa face pensée algébrique.
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Le trosiéme aspect (Algebra as the Study of Structures Abstracted from Computations
and Relations ) fait référence 2 la composante «Elaboration et application de structues
(structures algébriques, structures de situations réelles ou mathématiques) et de
procédures (régles, algorithmes, heuristiques, etc.)» de la face algébre de M.I.A.P.A.
Comme dans notre cadre conceptuel, Kaput utilise le terme structure dans les deux
sens : structure algébrique («structures abstracted from computations») et structure de

situation («structures abstracted from relations»).

Le quatriéme aspect décrit par Kaput (Algebra as the study of Functions, Relations and
Joint Variation) est aussi couvert par notre modéle M.LA.P.A. On rencontre les
fonctions dans diverses activités, dans la modélisation (une fonction peut €tre le modéle
d’une situation réelle ou mathématique) ou quand on fait varder les variables dans une
expression algébrique. Dans le chapitre 6, nous allons présenter une approche
didactique de P'algébre basée sur le concept de fonction.

Le cinquitme et demier aspect décrit par Kaput (Algebra as a Cluster of Modeling
Languages and Phenomena-Controlling languages) souligne I'importance en algebre de
Paspect modélisation, lequel se référe explicitement 3 la composante «Construction et
interprétation de modéles de situations réelles ou mathématiques» de la face algebre de
M.LA.P.A. Dans la présentation de cet aspect, Kaput insiste sur Putilité, d’'un point de
vue didactique, d’activités de modélisation assistées par ordinateur de phénoménes
physiques tel que le mouvement d’'un mobile, activités qui aménent les éléves a

construire des modéles algébriques de phénomeénes physiques et 2 tester leur validité.

En conclusion, il nous semble que notre modéle intégre bien les éléments de la
proposition de Kaput, et fournit des éclairages supplémentaires sur les aspects de
I'algébre et de la pensée algébrique. Kaput ne semble pas insister sur 'importance de
I’habileté a penser analytiquement, pourtant trés caractéristique de la pensée algébrique
et que d’autres auteurs ont souligné. Notre cadre conceptuel semble plus précis que

celui de Kaput, du fait que contrairement 2 lui, nous avons précisé la signification des
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termes que nous utilisons. Ainsi lorsqu'il parle de fonction, il ne prend pas la peine
d’en limiter le sens et on ne sait pas s'il inclut en algebre les fonctions trigonométriques,
différentielles, etc.

3.7 CONCLUSION

Dans ce chapitre, en nous basant principalement sur les données histotiques du
chapitre 2 ainsi que sur des réflexions personnelles, nous avons d'abord exposé notre
vision de l'algébre et de la pensée algébrique, puis nous avons présenté notre modéle
intégrateur M.LA.P.A. ou Palgébre et 1a pensée algébrique sont représentées comme les
deux faces d’une méme médaille. L’algébre apparait comme un type d’activités
mathématiques et la pensée algébrique comme un ensemble d’habiletés intellectuelles
intervenant dans ces activités. La face algebre est formée de trois composantes : 1)
Construction et interprétation de modéles algébriques de situations réelles ou
mathématiques ; 2) Manipulation d'expressions algébriques en suivant des régles
prédéfinies et 3) Elaboration et application de structures (structures algébriques,
structures de situations réelles ou mathématiques) et de procédures (régles, algorithmes,
heuristiques, etc.). La face pensée algébrique est formée de quatre composantes : 1)
habileté i penser analytiquement; 2) habileté 4 construire, a interpréter et i valider des
modéles algébriques de situations réelles ou mathématiques; 3) habileté 2 manipuler des
expressions algébriques selon des régles prédéfinies et 4) habileté i généraliser et i
abstraire des relations, des régles, des structures algébriques, de méme que des
structures de situations réelles ou mathématiques. Nous avons mis habileté 2 penser
analytiquement au centre pour souligner le caractére analytique de la pensée algébrique
et le rdle crucial qu’a joué la pensée analytique a tous les niveaux du développement
historique de lalgtbre. Chacune des trois autres composantes de la face pensée
algebrique indique une habileté intellectuelle qui intervient de fagon caractéristique
quand on fait de I'algébre dans le cadre de 'un des aspects de la face algébre. Le lien
intime qui existe entre I'algebre et la pensée algébrique dans M.ILA.P.A est ainsi tout 4
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fait manifeste. A notre connaissance, aucun autre auteur n’a caractérisé aussi clairement
Palgébre et la pensée algébrique, en les distinguant I'unc de I'autre et en précisant
explicitement les liens qui les unissent. Par rapport a notre M.LA.P.A, les propositions
de Lins, du groupe de travail AWG du NCTM et de Kaput, concernant la nature de
Palgébte et de la pensée algébrique restent partielles, mettent Paccent sur un aspect
particulier de Palgébre ou de la pensée algébrique, ou encore omettant un de leurs

aspects essentiels.



Chapitre 4

L’algeébre et 1a pensée algébrique
en tant que composantes
incontournables de I’éducation
mathématique de base
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4.1 INTRODUCTION

Ce chapitre vient compléter le cadre conceptuel de cette thése, dont Pobjectif (voir 1.4)
est de mener une étude approfondie visant 4 reconceptualiser le curriculum d’algébre
pour tous dans Péducation de base. Dans ce qui suit, nous commencerons par apporter
quelques précisions concernant la notion de P’éducation de base. Ensuite, nous
présenterons quelques arguments pour justifier I'enseignement de lalgébre dans

Péducation de base.

4,2 L’EDUCATION DE BASE A L’ECOLE

L’UNESCO définit Péducation de base (ou éducation fondamentale) comme suit :

Education destinée  répondre aux besoins éducatifs fondamentaux. Elle
comprend linstruction au premier niveau ou niveau initial sur laquelle
peut se fonder Papprentissage ultérieur; elle englobe P'éducation de la
premiére enfance et 'enseignement primaire (élémentaire) dispensé aux
enfants, ainsi que [Iéducation des jeunes et des adultes par
Palphabétisation, I'instruction générale et l'enseignement de savoir-faire
utiles; elle peut s’étendre i enseignement secondaire dans ceruains pays.
(UNESCO, 1993, p. 47)

Le Dictionnaire actuel de Péducation la définit ainsi:

Education dont lobjet est de sépondre aux besoins éducatifs
fondamentaux; premier niveau d'instruction ou niveau de base pouvant
servir d'assise 4 des apprentissages plus poussés; source méme du
développement humain. (Legendre, 1993, p. 447)

Une éducation de base répond i des besoins fondamentaux des individus :

Ces besoins comprennent a la fois les outils d’apprentissage essentiels
(lecture et écriture, expression orale, aptitude numérique et résolution de
problémes) et les contenus fondamentaux (connaissances, compétences,
valeurs et attitudes) nécessaires aux étres humains pour pouvoir survivre,
développer toutes leurs facultés, vivre et travailler dans la dignité,
participer pleinement au développement, améliorer leur qualité de vie,
prendre des décisions éclairées et continuer i apprendre. (ibid))
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Elle répond également i des besoins fondamentaux de la société. Il ne s'agit pas
simplement d’'une question de démocratie, mais également d’une question de survie et
de perpétuation de la société. En effet, pour maintenir et développer les institutions
administratives, politiques, économiques et culturelles, il est nécessaire de préparer les
hommes et les femmes a s’acquitter des tiches qui simposent. Et, pour que les
citoyens puissent participer i la gestion de la cité et aux dédisions stratégiques de la

société, il faut qu’ils soient dotés d’une éducation minimale de base.
q

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons comme synonymes les expressions éducation
de base et éducation fondamentale.

Interrogeons-nous maintenant sur les finalités de Péducation de base. D’une part,
Péducation de base a comme objectif de former le futur adulte; d’autre part elle doit
tenir compte des besoins immédiats de Penfant. En principe, elle doit assister ce dernier
dans son développernent et lui permesire d'avoir une vie riche et motivante. D’autre part, on
s’accorde généralement pour dire que 'éducation de base a pour ultime finalité que sous
les membres de la soctété atent une éducation minimale gui lewr permette de jouer pleinement leur role de
citoyens, de participer ax développement et ax progrés de leur société et de vivre une vée décente.

Il faut prendre garde de définir Péducation de base uniquement a partir d’une analyse
des besoins actuels de la société, sans tenir compte de son évolution future. Méme si
I’éducation fondamentale comporte immanquablement une part d’anticipation, un fait
demeure : au terme de cette formation, les éléves devront répondre aux souhaits et

exigences de leur société a 'époque ou ils seront actifs.

Par ailleurs, P'un des fondements de Péducation de base est son caractére d’universalité.
Clest-a~dire que sous les citoyens doivent recevoir cette éducation minimale de base.
En théore, dans une société démocratique, une éducation de base formelle est
forcément universelle, du fait que la scolarité obligatoire est généralisée, c’est-a-dire que
tous les enfants 4 un age approprié accédent 4 Pécole de base. On voit ainsi que toute

éducation fondamentale présuppose le prncipe de la généralisation de 'enseignement.
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Une éducation de base n’est donc pas une éducation d’clite. En principe, clle doit
forcément s’adresser i fous les enfants. L 'ducation de base domt il est question dans notre
travail devrait donc s'adresser d tows les enfants — sauf, bien sir, i un petit nombre d’enfants
gravement handicapés®™ qui auront besoin d’'une éducation fondamentale adaptée et
spécialisée.

Coombs introduit la distincdon suivante :

»  Education informelle. Processus relativement non organisé et non

systématique grice auquel chaque individu acquiert des attitudes, des

valeurs, des connaissances théoriques et pratiques par l'expérience

quotidienne et Iinfluence éducative de son environnement.

e  Eduatin formelle.  Processus hiérarchiquement structuré et

chronologiquement gradué qui se poursuit de I’école primaire i l'université

en passant par 'école secondaire et comprend un enseignement général,

rechnig.le et professionnel.

. ducation non formelle. Toute activité éducative organisée en dehors

du systéme scolaire i lintention d'éléves déterminés et en fonction

d’objectifs précis. (Cité dans Brooms, 1981, p. 53)
L'éducation de base s’acquiert selon ces trois modes i la fois : éducation formelle
(centres de la petite enfance, école primaire et dans certains pays une partie de 'école
secondaire), éducation non formelle {clubs et associations diverses, programmes
d’alphabétisation, etc.) et éducation informelle (par l'expérence quotidienne, par

Pintermédiaire des médias et de I'action sociale, etc.).

Dans la suite de la thése, Pexpression éducation de base sera utilisée dans le sens d’une
éducation de base formelle, prise en charge pas le systéme scolaire. En outre, nous
utiliserons Pexpression scolersté obligatoire pour désigner la période durant laquelle
P'éducation de base formelle est réalisée.

A sa sortie de I'école de base, chaque individu doit pouvoir poursuivre des études plus
poussées ou suivre une formation aboutissant i un emploi, et posséder les outls
nécessaires pour vivre et agir en acteur social éclairé. Longtemps, sauf dans de rares

exceptions, I'éducation de base était réalisée entiérement 4 Pécole primaire, soit une

5 La définiion d’un enfant gravement haadicapé n’est pas simple. Elle varie selon les endroits.



132

scolarité obligatoire de cinq ou six années d'étude, comme c’est le cas encote pour
certains pays en développement. Suite 3 la démocratisation de P'éducation, aux
bouleversements technologiques et autres changements rapides qui se produisent dans
la plupart des sociétés, la scolarité obligatoire est, dans la majorité des pays, de neuf
années d’étude, et méme au-deli pour certains d’entre eux. Ainsi, Pécole secondaire est

devenue un lieu d’éducation fondamentale.

Arrétons-nous maintenant briévernent sur les principales matiéres a enseigner dans
Péducation de base. Une lecture cursive des contenus de P'éducation de base dans
beaucoup de pays montre qu'il existe un certain consensus, au plan international, sur le
fait que 'apprentissage de la langue et celui des mathématiques font partie du noyau dur
de P’éducation de base pour tous les citoyens. Les savoir lire, savoir éctire et savoir
compter sont, en effet, des habiletés de base acceptées universellement et largement
enracinées dans la culture populaire dans toutes les sociétés. Ceux qui ne les maitrisent

pas sont considérés comme des analphabeétes.

En plus de la langue et des mathématiques, d’autres matiéres viennent contribuer a
Iéducation de base : histoire, éducation morale et religieuse, sciences naturelles, arts,
géographie, langue seconde, éducation physique, etc. Leur choix et leur importance
relative varient selon les pays et les époques, et au gré des modes et des réformes en

éducation,

Pour les besoins de notre travail, ce qu’il importe de retenir, c’est que de fagon
universelle, les mathématiques occupent une place privilégiée dans Péducation de base.

D’od la nécessité d’'une bonne éducation mathématique de base pour tous.

4.3 OBJECTIFS VISES DANS L’EDUCATION MATHEMATIQUE DE BASE

Les mathématiques font partie des disciplines scolaires traditionnellement enseignées i

Pécole. Il n’a jamais été question de bannir les mathématiques du curriculum de P'école.
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La demande des plus sceptiques est de revoir i la baisse les contenus mathématiques
enseignés et de ne pas obliger tous les éléves 3 apprendre des mathématiques dont une
minorité seulement se servira plus tard. Les points de vue i ce sujet sont largement

influencés par les conceptions que se font ces personnes des mathématiques et surtout
de leur réle dans P’école et dans la société.

Le grand public pergoit les mathématiques comme étant omniprésentes, dans les objets
techniques, Pinformatique, les laboratoires, les sondages, Péconomie, etc., sans jamais
étre trés visibles. Tous les reconnaissent comme passage obligé dans la formation des
éléves et dans Paccés a la formation 4 un emploi, tout en constatant que, devenus
adultes, ils n’en utiliseront que quelques rudiments. Pourquoi alors enseigner tant de
mathématiques 2 tant d’enfants, se demandent les plus sceptiques ? D’autant plus
qu'actuellement des machines sont disponibles — et 2 bon marché — capables d’exécuter
des calculs des plus simples aux plus compliqués. Méme dans la vie professionaelle de
la majorité des individus, peu de mathématiques sont directement utilisées; celles qui le
sont correspondent soit i quelques rudiments que 'on apprend i Pécole primaire, soit 4
des techniques spécialisées dont Pusage ne nécessite pas une compréhension

approfondie.

A notre avis, il faut prendre garde de conclure trop rapidement que, d’une part, dans
P’éducation de base on ne doit enseigner que des mathématiques dont les éléves vont se
servir plus tard et que, d’autre part, il est inutile que I'école se charge de leur apprendre
ce que des machines peuvent faite a Jeur place. Certes les machines, en Poccurrence la
calculatrice et lordinateur, sont capables maintenant d’exécuter des tiches
mathématiques, comme des calculs compliqués, des manipulations symboliques, des
représentations graphiques, qu’il serait trés ardu de faire 2 la main. En cela, elles
agissent comme des amplificatenrs culiurels, en ce sens qu'elles augmentent notre pouvoir
de faire et d’appliquer des mathématiques. Cependant, comme la disponibilité de
I'automobile ne dispense pas de la nécessité de savoir marcher, et celle des logiciels de

traitement de texte ne dispense pas du besoin de savoir écrire, les calculatrices et les
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ordinateurs, aussi disponibles et puissants qu'ils soient, ne dispenseront jamais les gens

d’avoir une certaine connaissance en mathématiques.

Par ailleurs, il faut prendre garde lorsqu’on invoque un argument basé sur une analyse
des besoins actuels de I'adulte ou de la société. En effet, le monde de Penfant lorsqu’il
deviendra adulte sera certainement différent de celui d’aujourdhui Il faut tout
particuliérement prendre en compte les reconversions professionnelles que de
nombreux individus devront affronter et qui nécessiteront souvent des connaissances
plus larges et plus approfondies en mathématiques. Dans ce sens, comme l'avance
Charnay (1996), les mathématiques utiles ne se limitent pas i celles qui seront
directement utilisées, elles doivent également fournir la base de compléments ou
d’approfondissements ultétieurs. Dans I'éducation de base, il s’agit de faire en sorte
que les éléves disposent de connaissances précises et aussi de les armer pour leur

permettre d’enrichir ces connaissances (Charnay, 1996).

Dans la communauté des éducateurs, les arguments avancés pour justifier
Penseignement des mathématiques, notamment dans le cadre de I'éducation de base,
ont varié au couts du temps. Lavoie (1994) rapporte que le discours traditionnel, qui 2
fini par passer dans Popinion populaire, affirme que les mathématiques sont enseignées
parce qu'elles formeraient lesprit, qu'elles seraiemt wisles dans la vie de tous les jours et qu'elles

serviraient dans les techniques et les sciences.

Selon cet auteur, au 19 siécle on acceptait comme allant de soi que les
mathématiques forment lesprit.  Selon des conceptions psychologiques et
pédagogiques de I'époque, le cerveau était considéré comme un muscle quil était
possible d’entrainer (gp. ). Il ajoute : «certains cerveaux étaient sans doute mieux
pourvus que d’autres puisque, sefon des théories phrénologiques, on croyait avoir
repéré la “bosse” des mathématiques 2 Pextrémité des arcades sourciliéres» (Lavoie,
1994, pp. 12-13). De nos jours encore, certains enseignants disent 2 leurs éléves que les

mathématiques forment Pesprit. Peut-étre se sentent-ils autorisés de patler ainsi en
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s’appuyant sur certaines recherches contemporaines, estime Lavoie qui poursuit : «A la
suite des travaux de Piaget, on fit en effet une analogie entre la construction du savoir
mathématique et les phases de formation de Fintelligence» (p. 14). A ce propos, il cite
Gréco, qui résume bien la situation

L1y a [...] une compatibilité totale entre Ihistoire méme de la construction
mathématique et I'histoire naturelle de Iintelligence, entre Pactivité du
mathématicien et celle du sujet; si énormes soient-elles, les différences ne
sont que de niveau (Gréco, 1984, p.118, cité dans Lavoie, 1994, p. 14).

De telles affirmations ont nourri Pidée de construire 'enseignement des mathématiques
en prenant comme canevas la genése présumée de lintelligence : mal interpréeé, le
discours parait établir un lien de cause i effet entre I'enseignement des mathématiques

et la formation de l'intelligence, conclut Lavoie.

Les mathématiques sont-elles indispensables dans la vie de tous les jours ? On peut
répondre par non en arguant que les tiches quotidiennes nécessitent peu de
mathématiques, lesquelles peuvent étre exécutées souvent 3 Paide de calculatrices
électroniques ou autres outils technologiques. Ou bien, on peut répondre par oui en
pensant par exemple aux tiches quotidiennes ordinaires qui sont dictées par le devoir
de la citoyenneté (voter intelligemment, étre un consommateur vigilant, etc.). Dans ce
cas, plus les discours s’adressant aux citoyens font appel a des mathématiques, plus
ceux-ci doivent en connaitre suffisamment pour pouvoir déchiffrer et saisir les tenants
et les aboutissants de Pinformation qu'on leur offre. Etant donné les finalités que vise
I'éducation de base pour tous, on peut sans conteste affirmer que les mathématiques
sont indispensables pour les individus dans la société d’aujourd’hui.

Un troisiéme et dernier argument classique pour justifier Penseignement des
mathématiques a tous est que ces derniéres sont utiles pour la préparation aux sciences
et aux techniques. Les sceptiques ne contestent pas Pexistence de domaines nécessitant
une formation mathématique — la physique, Pinformatique, Péconomie, etc. — mais,
avancent-ils, ces domaines sont relativement peu nombreux et concetnent en définitive

peu de gens, au demeurant des spécialistes ! (Lavoie, 1994). A cela on peut répondre
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qu'une formation mathématique demeure indispensable pour Papprentissage de
certaines disciplines scolaires ou encore constitue un préalable pour accéder i des
formations ultérieures. Car P'éléve de Pécole de base n’a pas encore une idée précise de
la formation dans laquelle il s’engagera aprés sa scolarité obligatoire, qu'elle soit
professionnelle, technique ou générale, ni par conséquent du volume et de la nature des
mathématiques qui lui seront nécessaires. L'école de base doit donc permettre a chaque
enfant de s’approprier les connaissances et les méthodes mathématiques de base qui lui
permettront de s’engager dans la formation qui lui convient et de la compléter par Ia

suite.

En définitive, une éducation en mathématiques contribue a I'éducation de base des
enfants, futurs citoyens, en visant les quatre finalités suivantes :

o Préparer le citoyen en tant qu'utilisateur des mathématiques pour qu'il
soit un acteur social et économique éclairé ;

o Préparer Penfant i de futures carriéres professionnelles ;

o Faciliter 4 P'éléve Papprentissage et la compréhension d’autres disciplines
scolaires ;

° Contribuer au développement personnel et culturel de tous les éléves, en
faisant apprécier les mathématiques en tant qu’activité intellectuelle riche,
stimulante et attrayante et en tant que discipline scientifique ayant ses
propres caractéristiques d’esthétique et de beauté.

La premiére finalité vise la satisfaction d’un besoin de la société, mais coincide aussi
avec des besoins personnels des individus. Il s’agit ici, comme F'avance Fey, de viser le
développement chez P'éléve d’habiletés mathématiques lui permettant de s’acquitter
efficacement de son devoir de citoyen et d’appréhender son environnement social et
technologique (Fey, cité dans Bell, 1979).

Le citoyen d’aujourd’hui se trouve trés sollicité 3 la fois comme consommateur et
comme participant au processus démocratique. 1l se trouve alors souvent daas une
situation ou pour faire un choix pertinent, il doit analyser et comparer différents

scénaros qui s'offrent 4 lui. Par exemple, les assurances, les banques, les compagnies
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de téléphone, etc., pour arracher des clients i leurs concurrents, proposent différents
plans; les clients ont besoin d'avoir une certaine base en mathématiques pour pouvoir
faire un choix éclairé. D’autre part, le langage mathématique est utilisé fréquemment
dans le discours politique. Pour justifier certaines décisions, les politiciens n’hésitent
pas 4 utiliser des indicateurs socio-économiques (taux d’inflation, taux de croissance,
démographie et planification familiale; hausse des salaires, colt de la vie; etc.), 4 faire
appel 4 des statistiques ou 2 se référer 4 des sondages. Une certaine base en
mathématiques est indispensable au citoyen pour comprendre ce qu'on lui présente et

pour éviter d’étre exploité.

Le monde d’aujourd’hui est défini et expliqué en termes scientifiques, mathématiques et
technologiques. 1l n’y a qu’a consulter une page d’un journal ou d’une revue pour
s’apercevoir combien les mathématiques sont utilisées dans la presse. Une certaine base
de connaissances en mathématiques parait ainsi nécessaire pour le bon exercice de la
citoyenneté. Il serait, 2 notre avis, dangereux pour les individus eux-mémes et pour le
fonctionnement méme de la société, que cette culture mathématique fondamentale soit

accessible 2 une minorité d’individus seulement.

D’Ambrosio pour sa part affitme :

Le prncipal objectif de P’enseignement des mathématiques ... est de
développer la capacité des individus 4 identifier les mathématiques dans
Pexpérience intellectuelle et i distinguer le raisonnement et la méthode
mathématique dans toutes les situations ou ils sont présents ou pourraient
s’appliquer. (Cité dans Brooms, 1981, pp. 59-60).

Selon la deuxiéme finalité, le curriculum de mathématiques doit permettre 4 chaque
éléve de maitriser les connaissances mathématiques nécessaires pour accéder i la
formation professionnelle ou pour s’engager dans des érudes plus poussées. Il faut bien
souligner que Péducation de base n’est pas une formation professionnalisante. Clest
une formation générale au bout de laquelle Péléve accéde a une formation
professionnelle de son choix ou poursuit des études. Une question s'impose alors :

quelle éducation de base en mathématiques peut permettre de préparer chaque enfant i
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accéder i une formation professionnalisante, notamment une qui nécessite des

connaissances mathématiques ?

La troisiéme finalité découle d’une contrainte du fonctionnement méme de Pécole :
enseignement des mathématiques est essentiel 2 I'enseignement d’autres disciplines
scolaires. De ce fait, il contribue aussi 2 la réalisation de la deuxiéme finalité, i Pinstar
d’'autres disciplines enseignées a2 l'école de base. Comment faire pour que
I'enseignement des mathématiques facilite aux éléves P'apprentissage d’autres disciplines
scolaires ? Inversement, comment 'enseignement d’autres disciplines scolaires peut-il
faciliter 'apprentissage des mathématiques ? Les rapports entre mathématiques et
autres disciplines scolaires (ou qui pourraient le devenir) sont loin d’étre faciles i saisir.
Dans la littérature, un grand nombre de termes est utilisé pour désigner ces rapports.
Ainsi, en francais, on parle d’interdisciplinarité, de multidisciplinarité, de
transdiciplinarité et d’intégration des matiéres, tandis qu’en anglais, on utilise les mots :
integration, connections, cooperation, coordination, correlated, cross-disciplinary,
fused, interactions, interdependent, linked, unified (Berdlin et White, 1995). A ce
propos, Charnay se demande:

Comment certaines notions mathématiques sont-clles utilisées dans
d’autres disciplines, avec quels aménagements et, i l'inverse, comment des
problémes posés en physique, par exemple, peuvent-ils étre au point de
départ d’un travail sur de nouvelles connaissances ? Faut-il avoir travaillé
préalablement sur les vecteurs pour pouvoir étudier la notion de force en
physique ou bien, au contraire, les questions suscitées par la représentation
des forces en physique peuvent-elles étre I'occasion d’un travail simultané
en mathématique et en physique ? La volonté de développer, i l'école une
véritable culture scientifique et mathématique trouverait i une occasion de
s'affirmer concrétement. (Charnay, 1996, p. 15)

Les disciplines enseignées dans P'éducation de base devraient s’articuler de fagon i
contribuer harmonieusement au développement intégré de Penfant dans Péducation de
base. Le Yearbook édité par le NCTM3 en 1995 présente les idées de différents auteurs

a ce sujet.

55 House, P. A. & Coxford, A. F. (Eds.) (1995) Connecting matbematics across the airviaulume. 1995 Y earbook.
Reston, VA: National Coundil of Teachers of Mahematics.
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Concernant la quatrieme finalité, il est généralement reconnu que les mathématiques
contribuent au développement personnel et culturel de tous les éléves. Comme

Pexplique Freudenthal:

Les mathématiques sont une activité humaine i la fois naturelle et sociale,
de méme que la parole, le dessin et I'écriture. Elles figurent parmi les
premiéres activités cognitives que nous connaissions et elles ont été la
premiére discipline a étre enseignée, mais elles ont évolué et elles se sont
transformées sous linfluence du changement sodial, tout comme leur
philosophie et la maniére de les enseigner (Freudenthal, 1979, pp. 342-
343).

Si les mathématiques sont un héritage de 'humanité et font partie de la culture
universelle, elles sont aussi une discipline scientifique ayant ses propres caractéristiques
d'esthétique. Elles continuent a fasciner un grand nombre de personnes, pour qut elles
sont la source de satisfactions personnelles profondes et Poccasion d’activités riches et
stimulantes. Cette dimension n’est pas i négliger dans Péducation mathématique de

base.

4.4 L'ALGEBRE ET LA PENSEE ALGEBRIQUE EN TANT QUE COMPOSANTES
INCONTOURNABLES DE L’EDUCATION MATHEMATIQUE DE BASE

Pendant fort longtemps, l'éducation mathématique de base se composait
essentiellement de [l'arithmétique, des mesures et de rudiments de la géométrie
enseignés au primaire. Dans plusieurs pays, suite au prolongement de la scolarité
obligatoire, d’autres sujets enseignés autrefois a I'école secondaire sont devenus
récemment des composantes de I'éducation mathématique de base. Clest le cas,
précisément, de I'algebre, et aussi de chapitres de la géométrie, comme la géométrie
déductive et la géométrie analytique. Plus récemment encore, soit depuis une vingtaine
d’années, on discute I'opportunité d’inclure dans 'éducation mathématique de base, une
initiation 4 la géométrie i trois dimensions et i I'étude mathématique du phénoméne du

hasard.
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Revenons au cas plus spécifique de algébre. Comme nous venons de le souligner, elle
est devenue généralement une composante des mathématiques enseignées dans
I'éducation de base et un préalable indispensable pour I'étude de thémes mathématiques
importants par la suite comme les fonctions, la géométrie analytique, le calcul vectoriel

et matriciel.

Insistant sur limportance de l'algébre dans les mathématiques de I'école, certains
auteurs vont jusqu’a affirmer que Palgébre ne doit pas étre vue comme une matiére
scolaire isolée, mais plutdt comme une maniére de traiter les autres matiéres
mathématiques enseignées a l'école.

I also need to remark that I do not see algebra as an identifiable course,
separate form other branches of mathematics, but as appearing
throughout the mathematics course, its symbolism, concepts, and methods
being used wherever appropriate in the other fields — in expressing
arithmetical generalization, solving geometrical problems, denoting
unknown elements, solving equations and establishing relations in
trigonometry, as formulas for use in statistics and mensurations, and so
on. This is, I believe, correct from both epistemological and pedagogical
standpoints. (Bell, 1996, p. 167)

Le point de vue de Kaput est encore plus tranchant :

Algebra as a course is simply wrong: As an expressive language it needs to
be used for many years across, many situations, as 2 means to extend and
generalize quantitative reasoning and to serve the development of multiple
strands of mathematics. As an important set of structures, it should grow
out of and help contextualize arithmetic, and later (in high school) should
grow out of work with polynomials and other objects in a spirit of
conjecture and justifications, setting the stage for further learning at the
college level. The intrinsic embeddedness of algebraic reasoning is
violated by treating it as a course. (Kaput, 199X, p. Xx)

Par ailleurs, l'algébre est aussi un préalable indispensable 4 I'apprentissage d'autres
disciplines scientifiques de I'école secondaire, comme la physique et les sciences
naturelles. Usiskin va encore plus loin; il explique 2 des ¢léves la nécessité d’apprendre

P’algebre comme suit :

Without a knowledge of algebra,

. you are kept from doing many jobs or even entering programs that
will get you a job;
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*  you lose control over parts of your life and must rely on others to
do things for you;

*  you are more likely to make unwise decisions, financial and
otherwise; and

* you will not be able to understand many ideas discussed in
chemistry, physics, the earth sciences, economics, business, psychology,
and many others areas. (Usiskin, 1995, p. 31)

L'algébre 2 toujours posé un probléme particulier dans la problématique de
Penseignement des mathématiques pour tous. En effet, si I'enseignement de
Parithmétique pour tous a depuis longtemps fait Punanimité, méme auprés du grand
public, il n’a pas été de méme pour celui de P'algébre, laquelle reste pergue, 3 cause dit-
on de son langage formel, comme étant hautement abstraite et donc hors de portée de
Iz majorité. Dans le cas de la géométrie, on a fini par se mettre daccord sur un
ensemble minimum de sujets 4 enseigner i tous, 2 savoir : périmétres, aires, volumes;
nom et proprétés de quelques figures géométriques usuelles; etc. Dans le cas de
Ialgebre, le probléme reste entiérement posé. Il découle en partie du fait que Fon a
tenté d’enseigner 2 tous, selon les mémes méthodes, ce qu'on enseignait en algébre 3
une minorité. Cela a occasionné le genre de problémes cités dans le chapitre 1, et C’est
pour cette raison qu’il existe autant de travaux de recherche et de développement a
propos de I'enseignement et Papprentissage de Palgébre dans I'éducation de base.

Retragant Pévolution de I'enseignement de Parithmétique a Pécole — d'abord il a été
limité 2 une minorité, ensuite il a été étendu i une majorité d’éléves; maintenant il
rejoint tout le monde — Usiskin avance que lenseignement de Palgébre va

probablement suivre une évolution semblable dans P'avenir. A cet effet, il avance trois
types d’arguments :

Following the history of arithmetic, the first component in the question of
algebra of all would have to be a perceived need by society for that
algebra. I believe the general view of the nonmathematical public is that
algebra is certainly required for future engineers or scientists or for work
with computers, statistics, economics, or any field that seems dependent
on numbers; or for any field that uses science, such as medicine. The
general public might also realize that the building trades, such as carpentry
or plumbing, use algebraic formulas. It may well be that this is enough to
ensure that algebra should be and will be taught to all



142

A second argument for major attention to algebra and higher mathematics
for the entite populace has appeared recently in the policy arena of the
advanced industrislized countries. It goes somewhat as follows: The
economic well-being of a country must be based on having jobs for its
people. The new jobs in the 21* century will be based on achievements in
sectors such as biotechnology, telecommunications, computers and
software, robotics and machines tools, and microelectronics. Better
products in these areas require statistical quality control To have
statistical quality control, workers need to understand it, which requires
that they have studied statistics and operations research, and for these 2
person needs a considerable amount of mathematics. Thus, whereas, in
the past, knowledge of this mathematics has been seen as an indioidual
need, now the knowledge is seen as a soqefa/ need. That makes it even
more likely that algebra will be for all students.

For a couple of hundred years there has existed the mathematical language
and tools that make universal competence in algebra a reasonable
expectation. Worldwide we use the Latin alphabet in elementary algebra;
we use coordinate graphs to picture functions. The big change —within
the past 7 years — is that there now exists technology that makes the
graphing of functions and data, and even curve-fitting and data analysis
accessible to all, with the ability to be taken anywhere one has a pocket,
and user-friendly enough so that one does not need to know huge
amounts of mathematics in ordet to use the technology. (...) I believe that
algebra will become a subject for all but not the same algebra that we now
teach, and with it will come many of the concepts of elementary analysis
and calculus. (Usiskin, 1994, pp. 320 -321)

Dans cette citation, notons en particulier qu'Usiskin insiste, lui aussi, sur le fait que
P'algébre pour tous sera trés différente de Palgébre actuellement enseignée.

Comme on le verra plus tard, on a maintenant tendance a avoir une vision plus large de
l'algebre et, dans P’éducation de base, 3 mettre Paccent sur le développement de la
pensée algébrique, notamment d'habiletés intellectuelles trés importantes comme
penser analytiquement, généraliser, abstraire, etc. Puisque ce développement se fait sur

une longue période, # y a donc lien de commencer assez, 16t dans le cursus scolaire.

En conclusion, l'algébre et la pensée algébrique sont de toute évidence des
composantes incontournables dans I'éducation mathématique de base, méme s’il n’est

pas facile de les rendre accessibles i tous les éléves.



FORMULATION DES QUESTIONS
DE RECHERCHE



Chapitre 5

Obijectif, questions et méthode de
recherche
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5.1 RETOUR SUR L’OBJECTIF VISE

Rappelons que notre objectif de recherche est: Mener une étude approfondie viiamt i
reconceptualiser le curviculum de ['algébre pour tous dans l'éducation de base. Dans la deuxiéme
étape de cette thése, nous préciserons cet objectif au moyen de questions de recherche.
Mais auparavant, nous allons briévement clarifier les notions d’approche didactique de
Lalgébre et de curriculum d'algébre posr tous.

5.2 LA NOTION D’APPROCHE DIDACTIQUE DE L’ALGEBRE

Nous avons vu au chapitre 3 que Palgébre posséde de multiples aspects. Un de ces
aspects ou une certaine combinaison dentre eux peut étre 4 la base d’options
curriculaires de l'enseignement de lalgébre 4 Pécole.  Ainsi, une transposition
didactiqueé de I'algébre peut étre élaborée en prvilégiant un aspect de I'algébre plutot
qu'un autre, ce qui aura des conséquences didactiques importantes concernant les
odentations et le contenu du curriculum en question. Ainsi, si I'accent est mis sur
I'algebre en tant qu'étude de structures algébriques, nécessairement il en résultera une
certaine structuration du contenu i enseigner et le curriculum véhiculera une certaine
conception de lalgébre chez les enseignants et les éléves. Ces conséquences
didactiques seraient différentes de celles qui découlent de I'option privilégiant l'aspect
modélisation de Palgébre.

Nous désignons alors par gpproche didactigue de I'algebre une telle option curriculaire.
Dans leur livre sur les approches de Palgébre, Bednarz, Kieran et Lee (1996) parlent
elles aussi d’options curriculaires pour définir ce qu’est une approche de I’algébre. Se

56 Due initialement & Verret (1975), reprise et approfondie par la suite par Chevallard (1984), la notion
de transposition didactique caractérise le décalage entre les sapoirs de riférence (savoirs savant et culturel de la
société), le savorr d enseigner et le savoir enseigné (Tavignot, 1993). Au sens strict, le terme de transposition
didactique désigne “le passage d'un contenu de savoic i une version didactique de cet objet de savoir”
(Chevallard, 1985).
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référant a différentes maniéres d’introduire l'algébre élémentaire ayant caractérisé
certains curriculums anciens ou qui ont été récemment proposés par certains

éducateurs, elles affirment, en effet:

Thus, different options for introducing algebra have appeared over time,
options that are again coming to the fore in new programs throughout the
international community. These curricular options determine to a2 large
extent the algebraic conceptions the students develop, (..), the poor
strategic decision they make, and, in 2 more general way, the relationship
they continue to maintain with algebra several years after having been
introduced to it. (Bednarz, Kieran et Lee; 1996; p. 3)

5.3 LA NOTION DE CURRICULUM D’ALGEBRE POUR TOUS

Le terme curmiculum est utilisé dans une variété de significations. Il peut désigner une
liste de contenus spécifiques d’'un programme d’étude, ou i lautre extréme, il peut
désigner n’importe quelle idée ou habileté que les éléves acquiérent effectivement en
classe (Ahlegren et Garfield, 1991). Ces auteurs distinguent cinq niveaux de curriculum
différents:

Le curriculum souhaité: C'est le plan écrit pour le systéme scolaire et qui
spécifie ce qui doit étre enseigné, en quelle séquence et i quel age. Il peut
aussi inclure des suggestions de méthodes d’enseignement et de moyens
d’évaluation des acquis des éléves. Le curriculum planifié peut étre évalué
essentiellement 4 partir de la lecture de documents.

Le curriculum enseigné: Clest ce que les enseignants réalisent
effectivement en classe — quel cours ils donnent, quelles questions ils
posent et quels problémes ils assignent. Ce curriculum peut étre évalué
par les rapports d’enseignants, ou, mieux, par des observations de classes.
Le curriculum appris: Ce sont les idées et les habiletés que les élévent
ont effectivement apprises @ partir de leurs expenences en classe et de
leurs travaux i Ia maison. Ce curriculum peut étre évalué en testant les
éléves 4 la fin d’un cours ou de sections de cours.

Le cutriculum retenu: Ce sont les idées et les habiletés dont les élévent
se souviennent encore aprés la fin de leur instruction. Par exemple,
combien ils vont se rappeler d’un cours passé alors qu'ils en commencent
un autre ou les connaissances précédentes sont supposées acquises.

Le curtriculum appliqué: Ce sont les idées et les habiletés que les élévent
mobilisent dans un cours ultérieur au cours ou elles ont été enseignées.
L’utilisation de ces connaissances peut étre dans leur vie personnelle, dans
leur travail ou au cours d’une scolarisation ultédeure. (Ahlegren et
Garfield, 1991, pp. 113-114; traduction libre).
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Dans notre travail, nous considérons uniquement le cumicwlum soubaité, appelé aussi
quelquefois curmiculum officiel. Sauf mention du contraire, le terme curriculum signifiera

donc toujours le curriculum souhaité par la suite.

Apres avoir précisé ce que 'on entend par curriculum, intéressons-nous maintenant aux
éléments qui composent un curriculum d’algébre dans Péducation de base. A cet effet,
nous adaptons un modéle général de curriculum proposé par Eraut?.

Obijectifs généravx
de l'éducation
mathématique de base

Objebtifs généraux et spécifiques de
V'enseignement de I'algébre pour tous
(7 compis les objectifs de contenu)

Approche didactique |
de l'algébre dans
I'éducation de base

) Orieatations méthodologiques
adoptées et moyens prévus dans
l'enseignement de Ialgebre pour tous

Evaluation des apprentisages en l'algébre
dans 'éducation de base

Figure 5.1: Modéle du curriculum d’algébre pour tous adapté du modéle d’Eraut (1990)

57 Nous avons choisi ce modéle parce qu’il permet de saisir de maniére simple et claire les composantes
d’un curriculum officiel ainsi que les liens entre elles.
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Si nous faisons provisoirement abstraction du curriculum de mathématiques, c'est
d’abord pour des raisons de commodité de la présentation de notre travail; mais aussi,
nous pensons que compte tenu du fait que nous sommes dans un domaine qui
comporte beaucoup de difficultés, ol le poids d’une longue tradition d’enseignement de
P'algebre est fort pesant, pour sortir des sentiers battus, il est utle de commencer
d’abord par réfléchir a un curriculum souhaitable d’algébre pour tous et par la suite de
se demander de quelles fagon il faut I'intégrer dans le curriculum de mathématiques
pour tous. Dans ce sens, on peut voir le modéle du curriculum d’algébre pour tous
comme, en fait, la partie spécifique a I'algébre du modéle du curmriculum de

mathématiques pour tous.

Le modéle original d’Eraut utilise une représentation pyramidale, ou, briévement, le
sommet représente les objectifs généraux, et les quatre éléments de la base représentent
respectivernent, la matiére i enseigner, Iévaluation, les objectifs et finalement les
orientations et moyens méthodologiques. L’élément représentant notre modéle
théorique M.I.A.P.A ne figure pas dans le modéle original d’Eraut; nous expliquons un

peu plus loin pourquoi nous 'avons ajouté.

Au sommet de la pyramide on trouve les objectifs généraux de [’éducation
mathématique de base. Ces objectifs ont été formulés dans la section 4.3, ils sont
normalement subordonnés aux objectifs de I'éducation de base pour tous et aussi 2 une
certaine philosophie concemnant les mathématiques, les mathématiques enseignées,
I'enseignement, I'apprentissage et I'évaluation. Ceci est schématisé par des traits en
pointillé reliant le sommet aux quatre autres éléments formant la base de la pyramide.
De plus, ces objectifs doivent aussi tenir compte du contexte local dans lequel le

curriculum est réalisé, comme lindique la bande hotizontale CONTEXTE LOCAL.

Les quatre éléments de base de la pyramide sont reliés i I'élément représentant notre
modele M.LA.P.A. Nous voulons signifier par cette représentation que I'approche
didactique de I'algebre, les objectifs généraux et spécifiques de lenseignement de



149

l'algebre, les moyens et orentations pédagogiques ou encore le mode d’évaluation
privilégié dans le curriculum, reposent sur certains choix curriculaires faits par rapport
au modéle MLAPA. Clest de cette maniére que Papproche didactique de Palgébre
sera en cohérence avec le modéle théorique, lequel constitue, rappelons-le, un cadre
théorique de référence pour la formation du contenu algébrique a enseigner. Cet
élément correspond, sans le traduire exactement dans le cas de l'algébre, i Pélément
matiére d enseigner du modéle orginal. Les considérations plus spécifiques concernant le
contenu a enseigner sont décrites dans I'élément Objetifs générasee et spécifiques de
Venseignement de ['algébre pour tous de notre modéle.

Le trait en poindllé liant Pélément Approche didactigue de {ajgébre dans l'éducation de base
avec I'élément au sommet de la pyramide, signifie qu’une telle approche doit étre
choisie en harmonie et en cohérence avec les objeciifs généraux de I'éducation

mathématique de base.

Par ailleurs, le choix d’une approche didactique de I'algébre ne permet pas encore
d’expliciter un contenu algébrique spécifique a enseigner ni les objectifs d’apprentissage
a viser, ni encore les orientations méthodologiques 2 suivre ou la maniére d’envisager
Pévaluation. Ces objectifs et ces otientations, ainsi que les considérations en rapport
avec Pévaluation, sont représentés respectivement par les trois autres éléments du
quadrilatére de base de la pyramide: Objectffi généramcc et spécifigues de emsesgnement de
lalgébre pour tons, Orientations méthodologigues adoptées et moyens prévus dans l'enseignement de
[ aigébre pour tous et, Evaluation des apprentissages de ['algébre a réaliser dans Véducation de base.
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5.4 QUESTIONS ET METHODE DE RECHERCHE

54.1 Premiére question de recherche et moyens retenus pour y

répondre

Reconceptualiser le curriculum d’algébre dans Pécole de base nécessite en premier lieu
de définir une approche didactique de Palgébre, produit d’une transposition didactique,
a partir d’'un cadre théorique de référence de Palgebre et de la pensée algébrique. Ce
cadre théorique peut étre explicite ou non. Dans notre cas, ce cadre théorique de
référence est le modéle M.LA.P.A. ainsi que les explications et les précisions qui
I'accompagnent. 1l est explicite et les approches didactiques de I'algébre et de la pensée
algébrique que nous pouvons imaginer sont alors des prises de position par rapport a ce

modeéle théorique. Notre premiére question de recherche s’énonce alors ainsi.
o Quelle approche didactigue usiliser dans l'enseignement de l'ajgébre dans 'éducation de base ?

Pour répondre 2 cette question de recherche, nous procédons en deux temps. Dans un
premier nous tentons de transposer des approches didactiques possibles de notre
modéle M.I.A.P.A,, sans nous préoccuper de leur pertinence ni de leur faisabilité. Dans
un deuxiéme temps, nous procédons i une analyse de diverses approches didactiques
de T'algébre, tant traditionnelles que nouvellement proposées dans la communauté
didactique. Nous ferons aprés une synthése et nous présenterons notre réponse a notre

premiére question de recherche.

54.2 Deuxiéme question de recherche et moyens retenus pour y

répondre

Le choix d’une approche didactique ne permet pas encore de définir le curriculum
d’algeébre dans I'éducation de base. Il reste encore des choix i faire concernant chacun
des autres pdles formant le modéle du curriculum d’algébre pour tous (fig. 5.1). L est
tout a fait clair que définir un tel curriculum en détail est une tiche qui dépasse
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largement les limites de cette thése. En revanche, nous pouvons proposer un certain
nombre de principes quun curriculum d’algébre pour tous véritablement adapté 2
I'éducation de base devrait satisfaire. De tels principes devraient étre cohérents avec
notre cadre conceptuel concernant l'algebre et la pensée algébrique et notamment avec
le modéle M.LAPA.

Dans ce sens, notre deuxiéme question de recherche s’énonce ainsi :

®  Sur quels principes pest-on se baser pour évaluer ou construtre un curviculum d'ajpibre pour
tous véritablement adapté @ l'éducation de base ?

Pour répondre 2 cette question, nous allons nous baser sur notre cadre conceptuel ainsi

que sur une analyse critique de travaux en didactique de Palgébre. Chacun de ces

principes sera justifié par une analyse personnelle argumentée, le plus souvent et dans la

mesure du possible, par les points de vues d’autres éducateurs.

Les principes que nous cherchons 4 formuler ne peuvent pas étre directement utilisés
pour construire ou analyser un curriculum d’algébre pour tous. Chacun d’eux, en effet,
devrait étre accompagné d’un indicateur qui le rend plus opérationnel. La nature de tels

indicateurs sera précisée dans le chapitre 7.



ETUDE ET REPONSES AUX
QUESTIONS DE RECHERCHE



Chapitre 6

Les approches didactiques de
Palgébre dans ’éducation de base
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6.1 INTRODUCTION

En vue de répondre a notre premiére question de recherche (Quelle approche
didactique utiliser dans P'enseignement de I'algébre dans I’éducation de base ?), dans ce
chapitre, nous allons présenter quatre approches didactiques possibles de Palgébre
qu'on peut imaginer a partir de notre M.LA.P.A : I'approche «angage», I'approche
«structures», ’approche «nodélisation» et 'approche «fonction». (La notion d'approche
didactique a déja été précisée dans 5.2.) Par la suite, nous analyserons quelques
approches didactiques traditionnelles ainsi que d’autres récemment proposées dans la
communauté didactique pour enseigner I'algébre d I’école. Daas la demniére section du
chapitre, nous préciserons [l'approche didactique que nous retenons pour

l'enseignement de l'algebre dans I'éducation de base.

6.2 APPROCHES DIDACTIQUES POSSIBLES DE L’ALGEBRE DANS L’EDUCATION
DE BASE

Différentes approches didactiques théoriques de I'algébre peuvent étre transposées de
notre modéle ML A.P.A,, les unes mettant I'accent sur un aspect explicitement cité dans

le modéle et d’autres sur des combinaisons de deux aspects ou plus mentionnés dans
MIAPA.

Nous nous intéressons ici a des approches #iéorignes, sans nous occuper de leur
pertinence et de la possibilité des les implanter. Ce n’est que dans le chapitre 7 que
nous tenterons de préciser les caractéristiques d’'un curriculum moderne d’algebre pour
Yéducation de base. Les approches didactiques que nous allons présenter ici laissent
donc ouvert un ensemble de choix cutriculaires nécessaires pour les concrétiser en des
curdculums effectifs d’algébre. En pratque, il existe différentes maniéres de

concrétiser chaque approche didactique théorique de Palgebre.
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6.2.1 L’approche «langage»

Dans les activités de modélisation algébrique de situations réelles ou mathématiques, de
résolution de problémes ou de recherche de «généralisationsy, le travail consiste, en fin
de compte, 4 exprimer symboliquement des relations — ot interviennent des opérations
— et 2 les transformer en des formes qui révélent des aspects nouveaux de ces relations.
Pout cela, lalgébrste conduit son activité dans un espace de calcul algébrique,
disposant ainsi d’un moyen pour représenter des variables, exptimer des relations et les
transformer selon des régles syntaxiques. Dans ce sens, I'algébre posséde un langage,
que nous appellerons Zngage algebrigue. Ce langage a deux fonctions essentielles : une
fonction représentative et descriptive propre i tout langage et une fonction trangformante et
&nérative de la connaissance, plus spécifique 4 Palgébre. Ces deux fonctions du langage
algébrique sont expliquées dans notre cadre conceptuel concernant l'algébre et la
pensée algébrique, notamment dans les sections 3.3.1.2, 3.3.2, 3.3.3, 3.4.2 et 3.4.3.

L’approche didactique «angage» fait référence en premier liew i la composante
manipulation d’expressions algébnigues selon des rigles prédéfinies de la face algébre de M.IA.P.A.
en ce qui concerne la fonction transformante et générative du langage algébrique. Elle
fait référence également aux deux autres composantes de la face algébre du M.LA.P.A.
relativement 2 la fonction représentative et descriptive du langage algébrique. Elle se

trouve ainsi théoriquement fondée.

D’un point de wue didactique, elle tire son fondement aussi du fait que tout
apprentissage de P'algebre doit aborder assez vite celui du langage algébrique. En effet,
sans une certaine maitrise conceptuelle et technique de ce dernier, algébre ne peut pas
étre vértablement utilisée, particuliérement pour résoudre des problémes. On peut,
cependant, se demander a quel degré cette maitrise est nécessaire et quel genre de
performance est souhaitable en calcul algébrique.
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Dans cette approche, une grande importance est donnée 2 I'apprentissage du langage
algébdque dans ses dimensions représentative et descriptive, d’une part, et
transformante et générative de la connaissance, d’autre part. Expliquons plus en détails
deux objectifs de 'apprentissage de I'algébre qui en résultent.

Un premier objectif consiste 3 apprendre la syntaxe du langage algébrique, c'est-a-dire
apprendre a lire et 4 former des écritures algébriques (les éléments de Pespace de calcul
algébrique dans lequel est conduite I'activité) de maniére syntaxiquement valide. I
consiste aussi 2 apprendre la sémantique du langage algébrique, c’est-a-dire 4 apprendre
2 exprimer algébriquement des relations et i interpréter les écritures algébriques
obtenues dans divers types d’activités (résolution de problémes, modélisation,
recherche d’une régularité, etc.) et de contextes. Clest la nature de Pactivité et le
contexte de la situation 2 P'étude qui déterminent la maniére de représenter et
d’interpréter une écriture algébrique. Par exemple, comme l'expliquent Sfard et
Linchevsky dans Ia citation qui suit, une expression algébrique peut avoir différentes
significations, tout dépendant de la situation en jeu et de la nature de Pactivité.

When you look at an algebraic expression such as, say, 3(x + 5) + 1, what
do you see? It depends. In certain situations you will probably say that
this is a concise description of a computational process. 3(x + 5) + 1 will
be seen as a sequence of instructions: Add 5 to the number at hand,
multiply the result by 3 an add 1. In another setting you may feel
differently: 3(x + 5) + 1 represents a certain number. It is the product of
a2 computation rather than the computation itself. Even if this product
cannot be specified at the moment due to the fact that the component
number x is unknown, it is still 2 number and the whole expression should
be expected to behave like one. If the context changes, 3(x + 5) + 1 may
become yet another thing: a function ~ a2 mapping which translates every
number x into another. This time, the formula does not represent any
fixed (even unknown) value. Rather, it reflects a change. The things look
stll more complicated when a letter appears instead of one of the
numerical coefficients, like in a(x + 5) + 1. The resulting expression may
now be treated as an entire family of functions from R to R. Alternatively,
one may claim that what hides behind the symbols is a function of two
vadables, from R® to R. There is, of course, 2 much simpler way of
looking at 3(x + 5) + 1: it may be taken at its face value, as a mere string
of symbols, which represents nothing. It is an algebraic object in itself.
Although semantically empty, the expression may still be manipulated and
combined with other expressions of the same type, according to certain
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well-defined rules (Sfard & Linchevsky, 1994, p. 191, In Kieran, 1994, pp.
158-159).

Cet exemple montre, ajoutent ces auteures, qu'une expression algébrique peut étre
interprétée, selon les cas, comme un processus de calcul, un nombre fixé mais inconnu,
une fonction, une famille de fonctions ou encore une chaine de symboles. Savoir
recounr a différentes interprétations d’une expression algébrique devrait aussi faire
partie de I'apprentissage du langage algébrique. En particulier, I'éléve devrait étre
capable de distinguer et d’exploiter différents statuts de la variable : un nombre connu,
une inconnue, une variable qui vare, un paramétre, une marque sur le papier, etc. Dans
cette dimension représentative et descriptive du langage algébrique, le but de Pactivité
pourrait étre, par exemple, la détermination de la valeur d’une inconnue, la recherche

d’une formule ou d’une régularité numérique.

Un second objectif de I'apprentissage de I'algebre, consiste, de maniére succincte, a
apprendre 2 manipuler le calcul algébrique de manséres formellement valides et fonctionnellement
pertinentes, comme nous I'avons déja expliqué dans les sections 3.3.3 et 3.4.3. Comme
pour tout autre langage, en effet, il ne suffit pas de savoir former des mots et des
phrases qui soient syntaxiquement valides. Il est nécessaire que ces mots et ces phrases
aient un sens, expriment une certaine connaissance et visent un certain but. Ainsi, s’
est utile d’avoir des connaissances de base dans la mécanique du calcul algébrique, il est
indispensable de savoir utiliser ce calcul dans divers types d’activités et de contextes.

La maitdse du langage algébrique doit alors étre fonctionnelle, et les domaines de
fonctionnalité du langage algébriques sont divers. Les plus classiques sont, entre autres,
la résolution de problémes (d’équations, en particulier), la recherche de formules, la
modélisation, la recherche de régularités, la généralisation de régles ou de procédures.
Il est important que les activités algébriques couvrent un large éventail de domaines
mettant en jeu différents statuts de la variable. Comme nous I'avons souligné en 3.3.2,
l'activité de modélisation nécessite des connaissances propres au systéme modélisé, elle

implique donc I'acquisition d’un nombre croissant de champs sémantiques (Lee, 1995).
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Le choix de ces champs sémantiques et des domaines de fonctionnalité du langage
algébrique est dicté aussi par d’autres aspects du curriculum, comme la nature des buts
poursuivis, les outils d’aide i P'apprentissage udlisés (par exemple les moyens
technologiques), etc. Nous reviendrons sur ce point dans le prochain chapitre.

Pour atteindre les objectifs de I'apprentissage du langage algébrique, il est nécessaire
que les éléves développent certains aspects de la pensée algébrique tels que décrire
algébriquemnent les relations entre les variables pertinentes dans divers types de
situations et de contextes, interpréter des écritures algébriques (formules, équations,
inéquations, etc.) dans différents contextes, manipuler des expressions algébriques selon
des régles prédéfinies, etc. Ces habiletés intellectuelles ont été expliquées dans 3.4.

Faisons temarquer que le développement de ces habiletés intellectuelles nécessite au
préalable celui de Thabileté & penser analyiquement. Comme nous l'avons déja
souligné dans la présentation de Palgébre symbolique de Viéte (2.5.5), la tendance i
penser analytiquement et a généraliser (des régles, des procédures de résoluton de
probléme, etc.) renforce la tendance 4 symboliser. En effet, la tendance i opérer sur
quelque chose d’inconnu pousse 4 commencer par le nommer, le représenter par un
symbole pour pouvoir opérer sur ce symbole comme s'il éait une quantité connue. De
méme, la tendance i généraliser une régle, et 4 communiquer ou i justifier
mathématiquement cette généralisation, pousse 3 utliser des symboles qui représentent
une large classe d’objets mathématiques.

Par ailleurs, nous avons expliqué en 3.3.3 la nécessité de disposer despaces de calcul
algebrique.  L’apprentissage du langage algébrique doit s’accompagner de la
construction d’espaces de calcul algébrique. Ici se pose un probléme didactique
important. Car quand l'algébre est introduite suffisamment t6t dans le cursus scolaire,
Péleve ne dispose pas encore entiérement de tels espaces de calcul Sur quoi alots
fonder et employer le calcul algébrique ?
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Une premiére solution, traditionnelle, consiste i utiliser le domaine des nombres i la
fois comme le mobile et le fondement de I'étude du langage algébrique. Sauf dans de
rares exceptions, en effet, les curriculums traditionnels d’algébre fondent le langage
algébrique sur le langage arithmétique tout en P'exploitant principalement pour étudier
des questions portant sur les nombres. Dés les débuts de Palgébre, on se heutrte alors
au fait qu'il faut disposer des nombres entiers négatifs, au moins, pour pouvoir
effectuer un calcul algébrique aisé. Dans beaucoup de manuels anciens, Penseignement
de Palgébre commence, en effet, par Pintroduction de cette catégorie de nombtes, et
I'extension des opérations arithmétiques et de leurs propriétés. Clest le cas par exemple
du curriculum d'algébre en vigueur au Maroc. Mais cette introduction, essentielle pour
Pexposé du calcul algébrique, pose 2 son tour un probléme didactique intéressant. Car,
comme le souligne élégamment Chevallard, des nombre négatifs s’introduisent dans la
pratique mathématique non pas i l'instar des entiers naturels, c’est-d-dire comme des
nombres servant 4 compter soit 4 mesurer des ensembles finis, mais comme moyen de
calcul, comme un artifice de calcuby (Chevallard, 1989b). D’ou le paradoxe suivant : les
nombres entiers négatifs sont utilisés dans les curriculums traditionnels comme moyen
pour exposer un calcul algébrique dont ils tirent leur justification !

En fait, tout se passe comme si le systéme des nombres entiers naturels, dont les
caractéristiques opératoires fournissent les régles du calcul algébrique n’était pas
suffisant pour fournir assez de nombres sur lesquels le calcul algébrique poutra opérer
de maniére satisfaisante. Par exemple, dans 'ensemble des entiers naturels, Pexpression
a - b n'est pas toujours valide, ce qui contraint le déploiement du calcul algébrique. En
effet, si par exemple 4, 5 et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls tels que 2 < 4 et
b - a < ¢, Pexpression ¢ + a - b, valide dans N, doit étre conceptualisée uniquement
comme le processus de calcul consistant 2 effectuer d’abord la somme ¢ + 4 et ensuite 2
retrancher le nombre & du résultat trouvé. Clest la nécessité de I'extension du calcul
algébrique qui motive l'introduction des nombres entiers négatifs et non linverse. De
maniére générale, le calcul algébrique défini 2 partir des régles de calcul des opérations

arithmétiques usuelles va nécessiter I'extension de son domaine d’emploi, jusqu'a sa
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cloture algébrique, soit Pensemble des nombres algébriques.®® Autrement dit,
I'extension se poursuivra jusqu’a ce que I'on obtienne un espace de calcul algébrique oi

ce dernier pourra se déployer de maniére optimale.

Une deuxiéme solution théorique au probléme du développement du calcul algébrique
est sa présentation de maniére formelle, Cest-d-dire la présentation du calcul littéral.
Mais dans ce cas, pour appliquer le calcul algébrique on doit nécessairement 'appliquer
sur des nombres et donc disposer des systémes de nombres. Dans une telle approche,
on procéde plutét d’'une maniére déductive : les régles du calcul algébrique sont
déduites d’un certain nombre de régles préalables; les exemples numériques ne sont
utilisés que pour illustrer le calcul algébrique et Parithmétique perd sa valeur heuristique
dans lintroduction de I'algébre.

Une troisiéme solution théorique au probléme de Yintroduction du calcul algébrique
consiste 4 présenter d’abord les structures algébriques et 4 déduire ensuite les régles du
calcul algébrique des axiomes et des théorémes qui en découlent. La différence avec les
deux approches précédentes est que dans le calcul algébrique, les lettres ne représentent
pas un nombre “déguisé” mais un éément d’un systéme algébrique abstrait. Il s’agit
dans ce cas de I'approche «structures» que nous allons présenter dans la prochaine

section, plutdt que de 'approche alangage» proprement dite.

Enfin, une quatriéme et detniére solution contourne le probléme de la justification des
régles du calcul algébrique en utilisant un outil technologique, un systéme symbolique
mathématique, par exemple, comme Mg/ ou un autre plus adapté i Dalgébre
élémentaire. Mais dans ce cas aussi, on prend généralement appui sur les propriéeés des

opérations arithmétiques sur les nombres, qui font partie de la théotie de l'outil

58 Soit Pensemble des nombres complexes qui sont racines de polynémes dont les coefficients sont des
nombres entiers relatifs.
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Finalement, une caractéristique de Papproche didactique «langage» est que
Papprentissage du langage algébrique est le principal objectif de I'enseignement de
Palgebre. Plus précisément, il s’agit d’apprendre 2 :

] accepter de représenter algébriquement des variables et des relations

entre variables et d’opérer algébriquement sur ces représentations; en
particulier, apprendre i penser de maniére analytique;

° lire et former des écritures algébriques de maniére syntaxiquement valide;

] exprimer algébriquement des relations et interpréter des écritures
algébriques dans divers types d’activitds et de contextes (tout
particuliérement, cerner les différents statuts de la varable: une
inconnue, une varable qui varie, un paramétre, une marque sur le papier,
etc.);

o manipuler le calcul algébrique de maniére formellement valide et
fonctionnellement pertinente (dans la résolution de problémes, la
modélisation algébrique, Pexpression et la justification de généralisations,
etc.).

6.2.2 L’approche «structures»

Cette approche didactique de I'algebre est basée sur la composante élaboration et
application de structures (structures algébriques, structures de situations réelles ou
mathématiques) e# de procidures (régles, algorithmes, heuristiques, etc.) de la face algebre
du modéle M.I.A.P.A.

Les structures algébriques telles que le monoide, le groupe, 'anneau, le corps, Pespace
vectoriel, etc. sont définies 4 Paide d’un systéme d’axiomes que doivent vérifier la ou les
opération(s) algébrique(s) en jeu®. Ces axiomes, et les théorémes qui en découlent,

permettent de justifier les régles du calcul algébrique valides dans ce type de structures.

Ces structures peuvent étre ordonnées selon un ordre de filiation (par exemple :

monoide — groupe —> anneau - corps). Les axiomes de la structure de monoide font

39 Une structure algébrique peut contenir #ussi  c6té d'une ou de deux opérations algébriques un autre
type de relation, une relation d'ordre par exemple. Dans ce cas, des axiomes de compatibilités viennent
s'ajouter 2 la liste d'axiomes purement algébriques.
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logiquement partie des axiomes définissant celle de groupe qui, 4 leur tour, font
logiquement partie des axiomes de la structure d’anneau et ainsi de suite. Autrement
dit, tout corps est un anneau qui est lui-méme un groupe, qui est lui-méme un monoide.
Ainsi, lorsqu’on se déplace dans le sens indiqué dans cette chaine, on doit 4 chaque pas
ajouter des axiomes supplémentaires. Cette filiation des structures a été popularisée
surtout par le groupe Bourbaki. Elle incite 4 structurer le contenu algébrique i
enseigner de maniére analogue : on part d’une structure algébrique simple, comme celle
de monoide, dont on étudie les propriétés tout en mettant en place une terminologie
spécifique (fermeture de I'opération, commutativité, distributivité, élément neutre,
élément symétrique, etc. ), puis, on ajoute progressivement des axiomes et on définit de
nouvelles structures. C’est une telle approche qu'on utilise dans Penseignement de

Palgébre 4 Puniversité basée sur la méthode axiomatique.

Nous pensons qu’une telle approche didactique présentant Palgébre comme une théorie
axiomatisée n’est pas pertinente dans ’éducation de base. Par approche «structuresy,
nous entendons une approche qui vise P'élaboration et l'application de structures
algébriques spécifiées et de structures de situations algébrisables. Dans les sections
3.3.4 et 3.4.4, nous avons expliqué la composante de I'algébre sur laquelle se base cette
apptoche, ainsi que Pensemble des principales habiletés qu'elle nécessite.

Faisons observer que dans cette approche, nous incluons aussi la mise en évidence de
structures de situations algébrisables, par exemple celle d'une régularité numérique.

Considérons, par exemple, le probléme suivant :

Suite 1 : 1, 4, 1, 10, 13, ?
Suite 2 : 1, 2, 4, 8, 16, ?
Suite 3 : 2, 6, 11, 18, 29, ?

1. Pour chacune des suites de nombres, calculer le terme suivant.
2. Pour chacune des suites de nombres, calculer le terme de rang 100.

Pour simplifier exposé, désignons par U, Vet W les suites 1, 2 et 3 respectivement.
Dans un premier temps, 'appréhension des régularités, que I'on pourrait exprimer par :
Uani=Ui+3; Vin=2Vi; W.=U.+V.: suffisent pour répondre i la premiére question.
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Ces régularités peuvent étre interprétées comme des structures de ces situations, et
peuvent ne pas étre représentées symboliquement. Cependant, elles sont insuffisantes
pour répondre 3 la deuxiéme question. Il est en effet indispensable d’exprimer ces
structures de fagon 4 ce que I'on puisse calculer le 100é™ terme de chaque suite de la
maniére la plus simple possible. Pour cela, on ne peut éviter d’expliciter les formes

syntaxiques : Urn=143n ; Vin=2"; Wen=1+2"+3n.

Penser en terme de structure n’implique pas obligatoirement exprimer la structure
abstraite sous forme symbolique. La structure d’une situation peut, en effet, ne pas
pouvoir étre traduite en une expression algébrique. Par exemple, soit le probléme
suivant :

Quels sont les entiers naturels dont le nombre de diviseurs est impair ?
Ce probléme® peut étre certainement tésolu de plusieurs maniéres. Mais, penser en

terme de structure pousse 4 appréhender la structure de 'ensemble des diviseurs d’un

entier naturel donné. Si 4 est diviseur de a, alors m=§~est aussi un diviseur de »

(puisque dm = n). Il s'ensuit que d et m sont situés de part et d’autre de Jn dans
Pintervalle [1 , 7 (d < Jr Smoums< i < d). En se centrant sur I'ensemble des
diviseurs de » dans sa totalité, on découvre alors cette propriété de sa structure : les
diviseurs de # se répartissent deux 2 deux par rapport i Jn. On en déduit que le

nombre des diviseurs de n n’est impair que lorsque Jr est lui-méme un diviseur de n,

C’est-a-dire lorsque # est un carré parfait.

Par ailleurs, la construction d’espaces de calcul algébrique, notamment ceux
correspondant aux systémes de nombres, peut étre réalisée parallélement i I'édlaboration

des structures algébriques spécifiées.

® Nous nous plagons ici dans P'espace de calcul algébrique associé au systéme des nombres naturels
muni de la relation de divisibilite.
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En résumé, dans l'approche didactique «structures», il apparait qu'on doit viser
notamment les objectifs d’apprentissage suivants :
° Appréhender la notion générale d’opération. Plus particuliérement,
développer :

- Vhabileté G identifier des opérations ainsi que les relations entre elles dans diverses
situations,

= [lhabileté @ reconnaitre et utiliser des propriétés des apérations dans divers types de
Ssttuations

° Abstraire et généraliser des structures algébriques. Plus particuliérement,
développer :

-~ [habileté G reconmaitre des caractiristigues communes @ plusieurs systimes
algébrigues et, en particulier, identifier dewx systémes aigébrigues isomorphes ;

- ['habileté a voir une structure algébrigue comme une abstraction ou comme une
généralisation obtenue d partir de situations particulséres

° abstraire et généraliser des structures de situations algébrisables. Plus
particuliérement, développer :

- [habileté & reconnaitre des caractéristiques communes @ plusicurs situations
alpébrisables e¢t, en partiulier, reconnaitre dewx situations algébrisables
isomonphes; géinéraliser des rigles et des procédures algébrigues.

Comme caractéristiques de cette approche, on peut telever Futilisation de différentes
spécifications de structutes algébriques assez t6t dans le cursus, la focalisation sur les
propriétés des opérations, P'abstraction de structures a partir de diverses situations
algébrisables avant leur utilisation. Par exemple, plusieurs situations algébrisables ont
comme structure commune une équation algébrique. Dans les curriculums
traditionnels d’algébre, on enseigne la résolution d’équations polynomiales a2 une
inconnue d’abord de degré un, puis de degré deux, sans dépasser toutefois le troisiéme
degré (sauf dans des cas trés particuliers). Cependant, I'éléve n’a pas I'occasion
d’effectuer le travail d’abstraction conduisant 3 la mise en évidence de ces structures
syntaxiques que sont les équations polynomiales, 4 partir de relations entre variables de
sitvations  algébrisables isomorphes. 1l doit se contenter de les manipuler

syntaxiquement. Dans P'approche «structures», au contraire, on doit d’abord viser i ce
yntaxiq PP! y

que léquation ax’+bx+c=0, par exemple, soit perque comme une abstraction d’une
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classe de situations algébrisables isomotphes avant d’entamer P'enseignement d’une

procédure générale de sa résolution.

6.2.3 L’approche «modélisation»

Cette approche didactique de I'algehre repose principalement sur la composante
consiruction et intespretation de modéles de situations réelles ou mathématiques de la face algébre de
MIAP.A. Elle référe aussi 2 la composante mamipulation d'expressions algébrigues selon des

régles prédéfintes. Elle est ainsi fondée théoriquement.

Sa principale particularité est qu'elle offre le moyen d’acrimer les mathématiques au
monde réel. Ce qui, pense-t-on, rendrait I'enseignement des mathématiques plus

significatif pour les éléves et moins replié sur lui-méme.

Elle consiste 4 apprendre P'algébre en pratiquant la modélisation algébrique, processus
que nous avons expliqué dans 3.3.2. Apprendre i modéliser est rarement un objectif
important dans les curticulums traditionnels d’algébre. Pour les besoins didactiques, les
auteurs de manuels traditionnels “fabriquent” des problémes artificiels sur lesquels les
éléves vont développer leur savoir algébrique. De ce fait, une grande partic du travail
de modélisation ne sera pas traitée par les éléves, notamment ce que Pollak appelle
Panalyse de la situation réelle et la formulation de la question idéalisée. La stratégie qui
sera le plus souvent utilisée consiste 2 amener P'éléve a résoudre des exercices
algébriques scolaires et, par la suite, a appliquer cet apprentissage a la résolution de
problémes en dehors des mathématiques. Mais méme dans ce cas, les situations
réalistes utilisées sont souvent artificielles.

L’approche «modélisation», par contre, utilise la modélisation algébrique trés tt dans le
cursus comme outil pour étudier diverses situations ou phénoménes réels, et aussi,
comme outil pour la mise en place du calcul algébrique. La premiére fonction de la
modélisation est familiére, la seconde l'est beaucoup moins. Comme lexplique
Chevallard (1989), la modélisation est un processus réversible, le systéme modélisé peut
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apparaitre, a rebours, un modéle de son modéle. Par exemple, la notion de vecteur est
un modéle de la notion de force en physique. Mais cette derniére peut étre vue comme

un modeéle de la notion de vecteur et étre un point de départ de linitiation 4 Palgébre

linéaire.

Cette maniére d'utiliser la modélisation peut étre efficace pour approcher des concepts
ou des procédures trés complexes pour les éléves d’'un certain niveau. Par exemple, il

est clair qu'un éléve en début de secondaire ne dispose d’aucun moyen mathématique

formel pour établir que :

11,11, 1 A -1-1 :
2T etE ettty 1 2,,ponrtoutneN,

et découvrir I'idée que le terme de gauche de P'égalité s’approche de plus en plus de 1

lorsque # devient de plus en plus grand. Considérons le probléme suivant.

Alain décide de manger sa pizza de la maniére suivante: A 'étape 1, il commence par en
manger la moitié, 4 I'étape 2 il mange la maitié du reste, i 'étape 3 il mange la moitié du
reste de I'étape 2, et ainsi de suite.

Quelle est la part de pizza qu’Alain aura mangé a I'étape 100 ?

1l n'est pas difficile pour les éleves de dresser le tableau suivant:

Etpes Nouvelle part | Part restante
mangée

olm | Sajr | N]—
@i | =] N

sesasessrsreseens ersnesesrarsnssses | sessescesseccesses

100
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A Létape 100, Alain aura donc mangé : %+%+% +....+2+,, de sa pizza. Il lui restera

alors 5,1—0; de sa pizza, c'est-i-dire qu'il aura mangé en tout jusqu’i cette étape (1 -2%)
de la pizza. D’od I'égalité : %+}+%+...+3}5=1-3%. On peut alors dite que
cette situation fournit un modéle de cette égalité complexe. De L, il n'y 2 qu'un pas

pour que P'éléve arrive a la généralisation : %+%+%+'”+—217=1-—21'" qui montre

que 'on s’approche de plus en plus de 1, lorsque # est de plus en plus grand. L'éléve

approcherait cette idée non pas en se basant sur le fait que la suite de terme général

1 —%;est croissante et tend vers 1 lorsque # tend vers l'infini, mais en se basant sur la

situation réaliste de Pexemple du probléme de la pizza. En effet, il n’est pas hors de
portée de Iéléve de comprendre que plus le nombre d’étapes augmente, plus la part de
pizza restante est petite, et donc plus la part totale de la pizza mangée par Ahin
s’approche de 1.

Dans une activité de modélisation, 'objet du travail revient a étudier algébriquement la
structure de la situation (idéalisée), soit 2 décrire et 3 transformer le systéme de relations
entre les variables a I'aide d’une ou plusieurs formes algébriques, lesquelles permettent

de fournir les éclairages voulus relativement au systéme de rapports entre ces variables.

Comme caractéristiques de cette approche didactique de Palgébre, on peut relever
Putlisation importante d’activités de modélisation algébrique de situations réelles ou
mathématiques et ce trés t0t dans apprentissage de I'algébre, Putilisation de multiples
contextes, Iexploitation des sémantiques de situations algébrisables dans I'élaboration
du calcul algébrique et dans la construction d’espaces de calcul algébrique.

Remarquons que si I'approche modélisation doit étre utilisée tot dans le cursus, elle
nécessite alors l'utilisation de moyens d'aide 4 I'apprentissage permettant i éléve de
pallier son manque de compétence mathématique 4 résoudre des équations algébriques
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complexes, 4 exécuter cemains calculs algébriques complexes, i représenter
graphiquement une relation fonctionnelle 4 partir de son écriture algébrique ou
linverse, 4 générer une fonction a partir d'un tableau de données numériques, etc. Le
recours i des moyens technologiques semble donc inévitable pour utiliser efficacement
cette approche a I'école. Il permet d'étudier assez tot des modéles de diverses situations
dont la représentation algébrique est complexe, ce qui est le cas de nombreuses
situations du monde réel, alors que traditionnellement on est forcé de se restreindre 2
étudier les formes algébriques simples, en l'occutrence les formes polynomiales, ne

dépassant pas le second degré sauf dans des cas trés particuliers.

6.2.4 L’approche «fonction»

Cette approche didactique de Falgébre référe principalement a la composante construction
et interprétation de modéles algébrigues de situations réelles ou marhématiques de la face algébre du
M.LA.P.A. En effet, le modéle de situations mathématiques ou phénoménes du monde
réel peut étre représenté par une relation fonctionnelle. Elle peut aussi toucher les deux
autres composantes de la face algebre sitot que l'idée de variaion est présente.
Toutefois, elle va 4 I'encontre du courant historique du développement de P'algebre,
puisque le concept de fonction y est venu trés tard. En effet, comme le fait remarquer
Kieran :

From the preceding historico-psychologico analysis, reinforced by the

available research literature, we see not only that functional algebra was

late in developing historically, but also that students appear to have a great
deal of difficulty with this advanced kind of algebra. (Kieran, 1994, p.162)

L’objectif dans cette approche n’est pas d’érudier les fonctions, comme on le fait
généralement en analyse, mais d’apprendre 2 décrire, 2 manipuler et a interpréter des
relations fonctionnelles algébriques, c’est-a-dire celles pouvant étre représentées pat des
expressions algébriques. La principale caractéristique de cette approche est que dans le
type de relations qu'on éwudie, il y a l'idée de samafion. Une expression algébrique

comme 2x + 1 est interprétée comme une relation fonctionnelle entre la varable x, qui
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en est Pargument, et la variable y = 2x +1 qui en est la variable dépendante. Les lettres
x et y désignent donc ici des variables qui varient. Plus précisément, une fonction met
en jeu trois ingrédients : le domaine qui est le lieu de I'argument x; le domaine qui est
celui de la variable dépendante y et enfin une relation fonctionnelle qui traduit la nature

de la dépendance entre les deux variables.

Remarquons que le concept de fonction n’est pas un concept intrinséquement
algébrique. 1l est un des concepts unificateurs des mathématiques — comme celui
d’ensemble, par exemple — et il se retrouve souvent au centre de diverses activités
mathématiques non nécessairement algébriques. Quand, alors, peut-on dire que le
concept de fonction reléve de l'algébre et non de I'analyse, par exemple 7 Rappelons
qu'il Pest dans les trois cas suivants : soit que la relation fonctionnelle peut étre décrite
par une expression algébrique, soit que la fonction est elle-méme élément d’un systéme
algébrique (un espace fonctionnel sur lequel sont définies une ou plusieurs opérations,
par exemple la composition de fonctions), et alors elle est considérée globalement
comme un objet, soit enfin que la fonction est elle-méme 'opération, unaire, définie
dans le systéme algébrique. En algébre élémentaire, ces deux derniers cas ne sont

presque jamais considérés.

Fey et Good (1985) voient dans ce qui suit les questions-clés sur lesquelles on peut
baser étude de algébre suivant cette approche :

For a given function f(x), find__

1. f(x) for x = a;

2. x so that f{x) =

3. x so that maximum or minimum values of f{x) occur;

4. the rate of change in f near x = 2;

5. the average value of f over the interval (a, b). (Fey et Good 1985, p. 48)

Les deux premiéres questions sont aussi traitées dans d’autres approches didactiques de
l'algébre. En effet, dans la premiére il s’agit simplement de calculer la valeur prise par
une expression algébrique pour une certaine valeur; la deuxiéme peut étre interprétée
comme la résolution d’'une équation. Remarquons que dans une approche «fonction»,

la résolution d’équations devient un cas particulier de la recherche de la valeur de
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Pargument pour laquelle deux variables prennent une valeur identique : trouver x, tel
que fix) = gx). De plus, de telles équations peuvent étre résolues par des méthodes
graphiques. Les trois derniéres questions sont plus spécifiques i Papproche «fonctionn,

car contrairement aux deux premiéres, clles tenferment l'idée de variation.

L'idée de variation d’une fonction est traditionnellement interprétée comme une idée
d’analyse et non d’algébre. 1l nous semble que cette idée peut étre abordée par le biais
de I'algébre, du moment que la relation fonctionnelle est algébrique et que 'on ne fait

pas intervenir la notion de limite, restant dans le cadre de processus finis seulement.

Dans ce sens, cette approche de P'algébre peut étre interprétée comme une préparation
2l e. En effet, en éudiant les varations d’'une fonction, elle permet d’étudier
localement le comportement de la fonction au voisinage de certains points, préparant
ainsi le passage i la notion de limite. Mais cette étude nécessite une trés bonne maitrise
du langage algébrique. Dans les curriculums classiques d’algebre, cela n'est
généralement possible que vers les derniéres années de Pécole.

Si 'approche «fonction» est utilisée tot dans le cursus, elle nécessite alors P'utilisation de
moyens d’aide a4 Papprentissage permettant i l'éléve de pallier son manque de
compétence mathématique 2 résoudre des équations algébriques complexes, 2 exécuter
certains calculs algébriques complexes; i représenter graphiquernent une relation
fonctionnelle 4 partir de son écriture algébrique ou linverse, 4 générer une fonction 2
partit d'un tableau de données numérques, etc. Le recours a des moyens
technologiques semble donc incontournable pour utiliser efficacement cette approche d

école.

L’usage d’outils technologiques permet d’érudier assez tot des questions qui sont hors
de portée d’une approche plus classique, par exemple la recherche de minima ou de
maxima de fonctions ~ et plus généralement, toutes les questions faisant appel 2 la
notion de taux de vadation d’'une fonction ou la résolution d’équations ou d’inéquations

ou 'expression algébrique est complexe.
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Finalement, comme caractéristiques de I'approche «fonction», relevons Iimportance
qu’occupent les concepts de fonction, de variation et de variable dépendante dans le
contenu algébrique i enseignet. Ces notions sont introduites trés tot dans le cursus
avant méme que le formalisme du calcul algébrique ne soit mis en place. Trois formes
de représentation sont utilisées, littérales, graphiques, tableaux de données, et le passage
d’une forme de représentation a une autre fait partie des objectifs de 'enseignement de
Palgébre. L'utilisation de supports technologiques est indispensable pour générer des
tableaux de valeurs, tracer des graphes et raisonner sur ces graphes (méthode graphique
de résolutions d’équations ou d'inéquations, par exemple), passer d’'un mode de
représentation 4 un autre (ajustement de coutbes, par exemple) ou encore effectuer un

calcul algébrique complexe (systéme symbolique mathématique).

6.2.5 Proposition d'une approche didactique «mixte» de I'algébee dans

I'éducation de base

Les quatre approches didactiques de I'algébre que nous venons de présenter demeurent
théoriques; chacune d'elles insiste sur un aspect particulier mais néanmoins important
de apprentissage de l'algébre. En pratique, durant la période de I'éducation de base,
l'enseignement de l'algébre a I'école touche a plusieurs de ces approches didactiques,
mais sans nécessairement les intégrer. Ainsi, dans le cas du curriculum d'algébre
marocain en vigueur depuis les années 1980, les trois premiéres années de
I'apprentissage de l'algébre sont réservées essentiellement 4 la mise en place du calcul
algébrique et aux extensions successives des systémes de nombres classiques. Durant
cette période, on utilise une combinaison de certains aspects des approches «langage» et
wtructuresy. Dans les classes supérieures, on étudie les fonctions et ce n'est

qu'exceptionnellement que I'on traite de la modélisation algébrique.

Par approche didactique «mixte» de Palgebre, nous entendons une approche qui intégre

de fagon cohérente les approches «dangage», «structures», «modélisation» et «fonction»
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(figure 6.1). Clest une telle approche que nous proposons d'utiliser dans l'enseignement
de l'algébre dans l'éducation de base .

Une approche «mixte» incarne la vision pluraliste de l'alpébre que nous adoptons. En
effet, rappelons que nous avons vu au chapitre 3 qu'il existe plusieurs aspects
caractéristiques de l'algébre. En tant que discipline scientifique, 'algébre ne peut se
résumer 2 un seul de ces aspects essentiels. Par suite, toute transposition didactique de
I'algébre doit tenir compte de tous ces aspects 2 la fois. Seule une approche didactique

«nixte» satisfait a ces exigences.

Figure 6.1: Approche didactique mixte de I'algebre

Actuellement, de plus en plus d’éducateurs sont partisans d'une approche didactique
«mixte» de l'algébre dans I'éducation de base. Présentant différentes approches
didactiques proposées dans un ouvrage collectif récent, Bednarz, Kieran et Lee (1996)
affirment:
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In the international community, the teaching and learning of algebra have
recently received a great deal of research interest, and different approaches
aimed at making this learning meaningful for students have been
proposed: generalization of numerical and geometric patterns and of the
laws governing numerical relations, problem solving, equation solving
aided by the use of concrete models, introduction of functional situations,
and the modeling of physical and mathematical phenomena. (p. 3)

Wheeler de son coté, commentant quatre approches didactiques de Palgébre, fait

remarquer :

One cannot doubt that the four topics can claim a place in all but the most
basic mathematics curriculum, and each makes an important contribution
to mathematical literacy (Wheeler, 1996, p. 321).

Pour sa part, le groupe de travail du NCTM chargé de proposer un cadre de référence

pour construire une vision de I'algébre pour tous affirme dans son rapport :

Recognizing that algebra is continually shifting in its scope, focus, and
applications implies a multi-dimensional approach to school algebra.
(NCTM, 1995, p. 20).

A leur tour, les auteurs du document «Prnciples and Standards for School
Mathematics» de 2000 du NCTM écrivent :

Algebra can be thought of in many ways — as patterns, functions, and
relations; as language, representation, as structures based on generalized
arthmetic; or as a tool for modeling mathematical ideas and problems. All
of these views of algebra are found in the middle grades. (...) they would
be interwoven in a quality school mathematics program.

(NCTM, 1998, p. 221)

Dans notre perspective, une approche didactique «mixte» peut se concrétiser de
plusieurs fagons, tout dépendant de la maniére d'intégrer les quatre approches
didactiques théoriques et du degré de cohérence de leur intégration. Le fait de
combiner plusieurs approches didactiques de I'algébre pose le probléme de cohérence
du curriculum, auquel les didacticiens des mathématiques et les concepteurs de
curriculums apportent différentes solutions. En effet, les curriculums différent par le
type de thémes organisateurs (ou «organisateurs conceptuels») choisis pour assurer une
cohérence a I'approche didactique privilégiée (NCTM, 1997). Au cours de lhistoire de
I'enseignement de I'algébre, différents thémes organisateurs ont été utilisés, par exemple
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celui de structure dans les “mathématiques modernes™ des années 1960, celui d’algébre
comme langage dans le cadre du mouvement “retour aux bases™ (“Back-to-Basics”) qui

a suivi, celui de fonction avec P'amrivée des calculatrices graphiques dans les années
1990.

Chaque option choisie pour organiser le curriculurn implique une maniére de structuzer
le contenu algébrique 2 enseigner. Ainsi, dans I'algébre des «mathématiques modernes»
le contenu algébrique i enseigner est structuré selon la filiation des structures
algébriques, une logique disciplinaire. Un autre type de solution consiste 4 structurer le
contenu en adoptant une certaine orientation méthodologique, par exemple, en basant
I'apprentissage de Ialgébre sur la résolution de problémes, sur la généralisation de

I'arithmétique ou sur Pétude de certains thémes mathématiques importants.

L’approche didactique mixte de Palgébre entend réaliser une certaine intégration
cohérente des apprentissages reliés 4 chacune des quatre approches didactiques :
dangagey, «structuresn, «modélisation» et «fonction» que nous avons soulignées
précédemment. Naturellement, cela ne signifie pas que les quatre approches doivent
apparaitre 4 tout moment du cursus, en méme temps et avec le méme degré
d'importance. Il est possible qua un moment de Papprentissage de ['algebre on
emploie une approche de fagon plus partculiére. I existe ainsi plusieurs maniéres de

concrédser une approche didactique «mixte».

Faisons observer que pour initier I'éléve i I'algébre, on doit 'amener 2 appréhender la
notion générale d’opération. Sans une prise de consdence de 'opération, il n'’y a pas
d’algtbre. Au tout début de I'apprentissage, on doit familiariser 'apprenant avec de
multiples situations ou figurent des opérations. En utilisant des situations concrétes
spécifiant des structures algébriques (voir les exemples donnés dans 3.3.4), I'apprenaat
peut s’initier 2 comparer les propriétés des opérations et 4 identifier les structures
algébriques isomorphes. La recherche de régularités est un théme qui peut aussi étre
abordé au début de I'apprentissage de I'algébre. Voila deux exemples de Putilisation de
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Papproche «structures». 1I est important d’utiliser des contextes différents, pas toujours
numériques.  L’apprentissage du langage algébrique doit étre une préoccupation
constante et se faire progressivement et parallélement au développement des autres
aspects de l'algébre. Quand l'enseignement de l'algébre commence assez t6t dans le
cursus, on ne doit pas utiliser le formalisme algébrique, mais un langage qui s’approche
du langage naturel de Iéléve. La notion d’équation peut étre abordée aprés la
familiarisation avec des structures abstraites de diverses situations algébrisables et
Iinitiation 4 la notion d’inconnue et a la pensée analytique. Elle peut aussi étre vue
comme le produit d’'une modélisation algébrique. L’approche «modélisation» s’intégre
bien avec I'approche «fonction». En effet, une relation fonctionnelle peut étre le
modéle de plusieurs situations réelles ou mathématiques. La connaissance de propriétés
de certaines fonctions permet de modéliser algébriquement plusieurs situations réelles
ou mathématiques. Inversement, la connaissance de certains aspects d’une situation
algébrisable peut donner des éclairages sur la fonction qui la modélise.

Dans la section qui suit, nous allons examiner certaines approches traditionnelles de

l'algébre pour les comparer 2 notre proposition d'une approche didactique «nixte».

6.3 QUELQUES APPROCHES DIDACTIQUES UTILISEES TRADITIONNELLEMENT
DANS L’ENSEIGNEMENT DE L’ALGEBRE

6.3.1 L’approche «arithmétique généraliséen

Selon Kieran et Wagner (1989), Palgébre peut étre vue comme une anthmetique généralisée
de deux maniéres différentes :

On the one hand, we think of algebra as gemeralized arithmetic, in which
case we focus on the link between algebra and its numerical referents. On
the other hand, we can think of algebra as generalized arithmetic, in which
case we focus on the structural aspects of the number system. (Kieran et
Wagner, 1989, p. 221)
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La premiére signification de Falgébre en tant quarithmétique généralisée est sans doute
la plus ancienne. Les extraits suivants, issus de deux manuels anciens, décrivent
succinctement cette approche :

L’algébre a pour objet de généraliser les calculs de Parithmétique; de

donner des régles simples pour la résolution des problémes numériques et

de fournir des formules représentant, sous une forme condensée, le

résultat d’un type de problémes.

Pour atteindre ce but, elle emploie les lettres et les signes.

[..] Les lettres servent a représenter les nombres.

Au lieu de raisonner, comme en arithmétique, sur des nombres: 4, 5, 2/3,

etc. , on raisonne sur des lettres: a, b, ¢, ..., X, ¥,... censées représenter des

nombres connus ou i connaitre. Les résultats auxqucls on parvient ainst

offrent une grande généralité, car, comme on ne précise pas sur quels

nombres on opére, ils sont vrais pour tous les nombres. (Bourlet, non
daté, p.1)¢

Le but de algébre est la simplification et la généralisation des questions
sur les nombres. La simplification résulte de I'emploi de signes pour
indiquer les opérations, et de lettres pour désigner les nombres cherchés.
La généralisation résulte de lemploi de lettres pour représenter les
nombres donnés. (Vacquant et Lépinay, 1922, p.5)

Cette approche se distingue, nous semble-t-il, plutot par son aspect méthodologique :
obtenir I'algébre en généralisant I'arithmétique, en utilisant des lettres pour représenter
des nombres et des signes pour représenter les opérations. L’arithmétique est de portée
assez limitée, son outil essentiel est le langage ordinaire augmenté du calcul sur les
nombres; son arsenal logistique est constitué de formulettes, établies pour mémoriser
des schémes de calcul parfois forts habiles (tégles de la fausse position, par exemple)
(Combier et al, 199G), pour traiter une classe de problémes types mis en évidence 2
travers des formulations stéréotypées et quelques variantes. Présentée
traditionnellement comme P'heureuse rivale de Parithmétique, Ialgébre est au contraire
de portée illimitée. Le fait de représenter par des lettres les quantités connues permet
de se débarrasser de la «numérosité» des nombres et d’accéder ainsi 2 un langage

(littéral) de portée générale. D’un autre coté, le fait de représenter par des lettres les

61 La version consultée du manuel est la 13éme édition. Comme il y est mentionné, elle est conforme
au programme offidel francais du 4 mai 1912.
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quantités inconnues donne la possibilité de raisonner analytiquement et de disposer

ainsi d’un puissant outil de résolution de problémes, arithmétiques en particulier.

A titre d'illustration de cette approche traditionnelle, référons-nous i un manuel
d’algebre datant de 1922 (Vacquant et Lépinay, 1922). Le plan d'introduction de
P'algébre de ce manuel est le suivant:

1) Emploi des signes pour indiquer les opérations arithmétiques

2) Emploi de lettres pour représenter les inconnues et les données d’un

probléme

3) Comparaison de la résolution d’un probléme par arithmétique et par

I'algébre

4) Nombres arithmétiques avec un signe (entiers et fractions);

5) Nombres algébriques

6) Extension des opérations sur les nombres arithmétiques aux nombres

algébriques

7) Opérations sur les mondmes et polynémes

8) Equations, systémes d'équations, inéquations
Les trois premiéres sections sont destinées 2 motiver lintroduction de Falgébre en
montrant que celle-ci constitue un outil de résolution de problémes plus puissant que
I'arithmétque. Dans une section préliminaire, les auteurs commencent par préciser les
buts de l'algébre, expliquer Pemploi des signes pour représenter les opérations a Paide
d’exemples numériques, puis présenter quelques notations et conventions (puissance
d’un nombre, racine n-iéme, relation d’égalité, signes plus grand que et plus petit que,
etc.). Aprés cette section préliminaire, les auteurs abordent le théme “Emploi des
signes pour indiquer les opérations et des lettres pour représenter les inconnues.” lis
expliquent:

Pour simplifier la résolution d’une question d’arithmétique, il y a souvent
avantage 4 représenter les nombres inconnus par des lettres, et i indiquer
au moyen de signes les opérations i effectuer sur les nombres donnés et
sur les nombres inconnus. (Vacquant et Lépinay, 1922, p. 9)

L’avantage présumé de [a méthode algébrique sur la méthode arithmétique est illustré
au moyen de deux exemples. Nous n’en reproduisons que le premier.

Probléme  Trouver deux nombres connaissant leur somme 17 et leur
diffécence 3.



Pour résoudre cette question sans le secours des signes nous dirons: La
somme 17 des deux nombres cherchés se compose du plus petit de ces
deux nombres plus le grand, c’est-i-dire le plus petit augmenté de Pexcés 3
du plus grand sur le plus petit. Le nombre 17 est donc égal 3 deux fois le
plus petit nombre cherché, plus 3. Donc 17 moins 3, ou 14 est le double
du plus petit nombre cherché; donc enfin, la moitié de 14, ou 7, est le plus
petit nombre cherché. L'autre est 7 plus 3, ou 10.

Reprenons la méme question en indiquant les opérations par des signes, et
en représentant par la lettre x le plus petit des deux nombires cherchés. Le
plus petit des deux nombres étant x, 'autre qui surpasse celui-ci de 3, est x
+ 3; et, comme la somme est 17, on a:

x+x+3=17

ou
2+ 3=17,

ou encore, en retranchant 3 de part et dautre,
2x = 14,

ou enfin, en divisant de part et d’autre par 2,
x=17.

Le second nombre est x+ 3, ou 7 + 3, ou 10.
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Apreés avoir exposé la résolution d’un deuxiéme probléme en suivant la méme méthode,

les auteurs concluent: «La marche suivie pour résoudre ces deux problémes est

absolument la méme dans les deux cas; mais, tandis que la premiére solution,

embarrassée par de longues périphrases, fatigue Pesprit et ne peut étre suivie sans peine,

la seconde apparait claire et précisen (b, p. 11).

Les auteurs abordent ensuite Pexplication de I'emploi des lettres en alggbre pour

représenter les données et énoncer les formules algébriques. Pour justifier I'usage des

lertres, ils reprennent les exemples traités précédernment et attestent:

Toutefois, si dans les problémes précédents nous sommes arrivés
rapidement au résultat demandé, ce résultat trouvé, nous n'avons gardé
aucune trace des calculs effectués pour y parvenir; et, pour traiter une
question toute semblable, ne différant de la premiére que par la grandeur
des données numériques, il faut tout recommencer i nouveau. On fait
disparaitre cet inconvénient en désignant par des lettres les données de 1
question, comme les inconaues. On emploie ordinaitement les premiéres
lettres de I'alphabet, A, B, C..., ou 1, b, c..., pour représenter les données, et
on réserve les derniéres, x, y, 2, pour représenter les inconnues. (i, p.
11)

généralisées. Le premier, par exemple, est réécrit de la fagon suivante:

Les auteurs reprennent alors les deux problémes initiaux et en donnent des versions
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Trouver deux nombres, connaissant leur somme a et leur différence b.

Ce probléeme est alors résolu, selon les mémes étapes qui ont été suivies dans la

tésolution de sa version particuliére, mais en raisonnant cette fois-ci sur les nombres

littéraux a et b au lieu des nombres anthmétigues 17 et 3. Les expressions: x = (a ;b) et
(a - b) » . Iy
y=— sont appelées formuies, car précisent ces auteurs, elles font connaitre les

opérations 4 effectuer sur les nombres donnés pour en déduire les nombres recherchés.

Les auteurs présentent alors les formules pour résoudre «toutes les questions d’intérét

(p- 14).

Les sections 4, 5 et 6 sont consacrées 2 Pextension des opérations arithmétiques et de
leurs proprétés sur les nombres arithmétiques (nombres entiers 2, 3, etc, et leurs
fractions, 2/3, etc. non affectés de signes, soit les nombres rationnels positifs) aux
nombres algébriques (nombres entiers et leurs fractions affectés d’un signe + ou d’un

signe -, soit les nombres rationnels, positifs et négatifs).

Aprés avoir prolongé le calcul arithmétique a Pensemble de tous les nombres rationnels,
positifs et négatifs, on aborde de front, 2 la section 7, le calcul sur les polynomes (i.e.:
I'algebre des polynomes). Un polyndme est congu comme «un ensemble de nombres,
de lettres et de signes indiquant une suite d’opérations a effectuer sur les nombres et sur

les nombres représentés par des lettres» (Vacquant et Lépinay, 1922, p. 83).

Une fois exposé le calcul algébrique, on peut étudier les équations, les systémes

d’équations et les inéquations (section 8).

Notons, comme il ressort de I'analyse de Chevallard (1984), que longtemps les textes
d’enseignement adoptaient le plan d'exposition suivant: Nombres algébrigues, calowl
algébrigue, équation, résolution d'équations et, selon Chevallard, cette tradition remonterait 4
Euler.
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Cette approche didactique de Palgébre est ancienne et a prévalu longtemps dans
I'histoire de Penseignement de P'algtbre. Elle est fondée sur 'idée que Penseignement et
'apprentissage de Palgebre doivent étre basés sur les apprentissages réalisés en
arithmétique.

Les origines de ce fait sont d’abord d’ordre historique. Car dés ses débuts, l'algébre a
été influencée par l'arithmétique. Bien que la géométrie ait aussi contrbué i
Pémergence et au développement de I'algebre, le courant arithmétique a été dominant.
Il débuta avec le projet danitbmétisation de 'algébre de P'école d’al-Karaji, au onziéme
siécle, comme nous I'avons expliqué dans le chapitre 2.

Prendre I'arithmétique comme prérequis 4 I'apprentissage de l'algébre est aussi un
argument d’ordre didactique qui met en avant la dialectique de Pancien et du nouveau,
permettant ainsi de créer, espére-t-on, une certaine continuité dans Penseignement des
mathématiques. En outre, cette approche apporte une solution au probléme de la mise
en place du calcul algébrique; I'arithmétique fournit en effet a la fois le fondement et le
mobile du calcul algébrique.

A notre avis, cette approche didactique de Palgébre ne tient pas suffisamment compte
des aspects modélisation et fonction. Par ailleurs, de nombreux travaux empiriques
montrent les difficultés qu'éprouvent les éléves dans Papprentissage de l'algébre comme
arithmétique généralisée.

La deuxiéme signification de l'algébre en tant qu'arithmétique généralisée mentionnée
par Kieran et Wagner (voir la citation au début de la présente section 6.3.1) est celle de

Pétude des structures des systémes de nombres.

Comme exemple de cette approche, on peut citer un manuel d’algébre en vigueur aux
Etats-Unis d’Amérique dans les années 1960. Les auteurs nous expliquent dans ce qui
suit 'approche utilisée dans leur manuek:
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The objectives of this First course in algebra is to help the student develop
an understanding and appreciation of some of the algebraic structure
exhibited by the real number system, and the use of this structure as a
basis for the techniques of algebra. More specifically, we are interested in
an exploration of the ptoperties of addition and multiplication of real
numbers and their order properties. Later in the course we have occasion
to consider polynomials, which, as a class, also exhibit an algebraic
structure which derives from the fact that they satisfy some (but not all) of
the above set of properties. (SMSG, 1961, p. ix)

Dans P'annexe A, on peut consulter la table des matiéres de ce manuel. Elle permet
d’illustrer, en effet, que si Pobjectif avoué est d'amener les éleves a développer une
compréhension de quelques aspects de la structure algébrique (mixte) du systéme des
nombres réels, un objectif inavoué est d'introduire les concepts et la terminologie
spécifique a I'algébre abstraite. En fait, les véritables objets d’étude sont non pas les
nombres mais les opérations, non pas les systémes de nombres mais les structures
algébriques abstraites qui les caractérisent. Remarquons que dans cette approche
didactique de Palgebre, les aspects «modélisation» et «fonction» ne sont pas considérés.
La conception de I'algébre comme une arithmétique généralisée a fortement marqué
P'algébre enseignée a Pécole. Ce n’est que derniérement que I'idée de s’éloigner de cette
tradition d’enseignement de Palgébre a commencé i recueillir une relative unanimité

aupres des éducateursé2

6.3.2 L’approche basée sur les extensions successives des systémes de

nombres

Cette approche didactique de I'algébre intégre de fagon cohérente i la fois I'aspect
érude de structures algébriques des systémes de nombres et I'aspect «angage» de
Palgebre, et peut étre interprétée comme une approche particuliére de type arithmétique

62 Vers le début des années 90, on remarque dans le champ de la recherche didactique sur Palgébre la
prédominance de sujets ayant trait 2 'élaboration d’approches altematives de I'algebre 2 'école. Clest
un courant de recherche fort présent aux Etats-Unis ainsi que dans d’autres pays comme le Canada,
PAngleterre ou encore I'Australie. Dans dautres pays, comme la France, on aborde encore cette
question de maniére traditionnelle. Dans Kieran, (1992) on trouvera une synthése des articles de
recherches sur I'enseignement de P'algébre, recherches dont Ia plus grande partie a pour objet Pétude
d’un probléme particulier des curriculums d’algebre.existants.
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généralisée. En effet, d’'un c6té, le corpus algébrique 3 enseigner est structuré selon la
filiation des structures algébriques, 'un des objectifs principaux étant Pétude des
structures algébriques des systétmes de nombres. D’un autre coté, les systémes de
nombres sont utilisés comme espaces de calcul algébrique a partir desquels on expose,
formellement, le calcul algébrique abstrait.

Certains curriculums ont été particuliérement inspirés par cette approche. C’est le cas
par exemple, de tous les programmes d’algebre en vigueur au Maroc depuis les années
1970, au moins. Dans un tel cas, le corpus algébrique enseigné est structuré selon la
logique suivante: étant donné un systéme de nombres S dont les propriétés en tant que
structure algébrique mixte (propriétés des opérations adthmétiques usuelles et de la
relation d’ordre) sont connues, on étend ce systéme de nombres i un autre systéme S’
en y adjoignant les nombres qui y «nanquent et en prolongeant a S’ les propriétés des
opérations valides sur S, selon le «principe de permanences. On étudie ainsi
successivement et dans lordre, Pensemble des nombres naturels, ’ensemble des
nombres relatifs, ('ensemble des nombres décimaux® dans certains curriculums),
Pensemble des nombres rationnels et, enfin Pensemble des nombres réels®. Une
variante de cette approche consiste 3 commencer par les nombres positifs (naturels
décimaux et fractionnaires) et i introduire ensuite les nombres négatifs, en prolongeant

des premiers aux seconds les propriétés des opérations.

Nous avons souligné plus haut que dans cette approche, le corpus algébrique est
organisé selon une logique de la discipline, ce qui lui donne un certain fondement.
D’un autre c6té, elle se justifie par des raisons a la fois épistémologiques et didactiques,

comme nous allons l'expliquer maintenant.

63 Soit I'ensemble des nombres rationnels doat l'écriture décimale est finie.

¢ En fait, 'extension algébrique i partir du systéme des nombres rationnels définit le corps des
nombres algébriques et non celui des nombres réels. Le prolongement des opérations et de leurs
propriétés aux nombres transcendants est basé sur des arguments de nature non algébaque faisant
appel aux notions de limite et de contiguité.
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Le concept de nombre est sans doute 'un des plus importants en mathématiques. 11
est, sous une forme ou sous une autre, présent dans les activités mathématiques les plus
reculées dans Phistoire. Son développement et son élargissement sont le résultat de
longs processus d’abstraction et de généralisation. Les entiers naturels ont été les
premiers nombres connus, utilisés et étudiés en mathématiques, suivis par les nombres
rationnels positifs, les réels positifs, puis les négatfs, les imaginaires, les

hypercomplexes, etc.

Si les nombres réels positifs sont nés plutor de la nécessité de mesurer des grandeurs,
en revanche lalgébre a joué un role de premier plan pour I'émergence d’autres
catégoties de nombres. Ceci apparait clairement, nous semble-t-il, dans le cas des
nombres entiers négatifs et des nombres complexes. Dans ce dernier cas, en opérant
sur des objets imaginaires (les racines des nombres négatifs) selon les régles du calcul
algébrique valides jusque 1a sur Pensemble des nombres réels, les nombres complexes
s'introduisent dans la pratique mathématique comme moyen de calcul — ou comme
«artifice de calcub pour s'exprimer comme Chevallard le fait 4 propos du cas analogue
des nombres entiers négatifs (1989b).

Par ailleurs, nous avons signalé 4 plusieurs reprises que P'initiation 2 'algébre nécessite
Pinitiation au calcul algébrique. Et, pour que P'on puisse déployer ce caleul, il v 2
nécessité de se placer dans un espace de calcul algébrique. Aussi, le développement de
l'algébre s’accompagne-t-il nécessairement du développement d’espaces de calcul
algébrique. Vu l'importance du concept de nombre en mathématiques et dans leurs
applications, la construction des espaces de calcul algébrique liés aux différents

systémes de nombres est tout aussi importante.

Dans le chapitre 2, nous avons mis en évidence que le développement de Ialgébre
élémentaire et celui des systémes de nombres sont dialectiquement solidaires : d'un cété

le calcul algébrique se développe a 'image du comportement des nombres relativement
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aux opérations arithmétiques usuelles; d'un autre c6té, 'extension du calcul algébrique

abstrait permet la conceptualisation de nouvelles catégories de nombres.

Finalement, sur le plan didactique, cette approche se propose de baser I'enseignement
de P'algebre sur les apprentissages faits en arithmétique, en tentant d’utiliser avec profit
la dialectique de I'ancien (arithmétique) et du nouveau (algébre). Elle consiste 2 fonder
le langage algébrique sur le langage arithmétique, a étendre successivement les différents
systémes de nombres, parallélement au développement du calcul algébrique.

Ainsi, dans une telle approche didactique, on étudie 4 la fois le langage algébrique et les

structures algébriques des systémes de nombres.

A notre avis, tout comme Papproche arithmétique généralisée, 'approche basée sur les
extensions successives des systémes de nombres n’accorde pas suffisamment

d’importance aux aspects «fonction» et «modélisation» et n’aborde que les structures

numénques.
6.3.3 Exemples traditionnels de ’approche «langage»

L’aspect langage est généralement présent dans toute approche didactique de algébre,
puisque le langage algébrique est un ingrédient essentiel i Papprentissage et a
l'utilisation de l'algébre. Certains curriculums au cours de l'histoire de enseignement
de l'algebre sont allés méme jusqu’a réduire Palgébre i Papprentissage de son langage.

Comme exemple de cette approche, nous prenons un manuel datant des années
soixante, rédigé par un ensemble de professeursé® dont le plan suivi structurant le texte
d’exposition est a cet égard trés illustradif.

“1. Les définitions, le vocabulaire relatifs 3 I'algébre :

Cette science, comme toutes les autres sciences a un langage, des mots 4
elle : si I'éléve emploie ce langage et ces mots au hasard, il manquera de

©Cours d’algébre. Par un groupe de professeurs sous la direction de Emile Gérard. Editions
pédagogiques de Pécole normale secondaire. Montréal: Beauchemin, 1961.



185

précisions, de clarté; souvent méme les raisonnements qu'il essaiera de

faire en seront faussés.

2. Les régles de Pécriture algébrique :

Cette écriture cherche, au moyen de conventions et de symboles, i

exprimer les idées sous une forme abrégée mais claire; il faut connaitre et

ces conventions et ces symboles. (...)

3. Les données des théorémes, I'énoncé des principes:

Ces théorémes, ces principes sont des vérités dont nous constaterons ou

démontrerons la justesse : ils serviront de base au calcul algébrique.

4. Les régles d’opération:

Ces régles sont, d’ordinaire, la mécanisation d’un raisonnement qu'il n’y a

aucun intérér i répéter indéfiniment : elles permettent d’écrire directement

le résultat cherché, sans parcourit chaque fois les étapes du raisonnement

qui le justifie.” (Gérard, 1961, p. 13)
Les titres des sections de la table des matiéres illustrent cette nécessité d’introduire les
nombres entiers négatifs pour exposer le calcul algébrique, stratégie dont nous avons
discuté auparavant. La premiére partie est consacrée 2 étude du calcul algébrique; eile
est formée des titres suivants : Lz nombre alpébrigue; opérations sur les nombres algébriques; les
expressions algébrigues, égalités, identstés, équations. La seconde partie, intitulée Compléments de
calcul algébrigue, est formée quant i elle des deux titres suivants: équations et systémes

d'équations du premier degré; équations et systémes d'équations.

Cette approche peut étre interprétée comme une arithmétique généralisée, mais elle est
en réalité fondée sur Paspect «angagen de Ialgébre, Parithmétique étant utilisée
justement comme moyen pour exposer ce langage.

Dans ce type d’approche, on utilise généralement une méthode inductive : on induit les
régles du calcul algébrique des régles du calcul arithmétique. Dans le manuel que nous
venons de citer, par exemple, on expose le calcul sur les nombres dits algébriques
(nombres entiers et leurs fractions affectés d’un signe + ou d'un signe -, soit les
nombres rationnels, positifs et négatifs ) en se basant sur le calcul avec les nombres dits
arithmétiques (nombres entiers 2, 3, etc., et leurs fractions, 2/3, etc. non affectés de
signes, soit les nombres rationnels positifs) et en justifiant, 4 I'aide de situations
concrétes, la pertinence de calculer avec des nombres entiers négatifs comme on le fait
avec les nombres positifs. Le calcul algébrique proprement dit (calcul lirtéral) est
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obtenu en remplagant dans le calcul sur les nombres algébriques, un nombre algébrique
par une lettre. Les auteurs de ce manuel soulignent en effet, « (...) en algébre une lettre
remplace le nombre algébrique tout entier, signe et valeur absolue» (Gérard, 1961, p.
91). Plus loin dans le texte, ils tiennent 2 faire la remarque suivante :

Un des premiers pas dans I'étude de P'algébre consiste 2 acquérir de la
sureté, de l'aisance dans les calculs ou des lettres se substituent aux
nombres. Cette sireté, cette aisance s'acquiérent, facilement quand on a
compris que ces calculs “obéissent” aux théorémes établis pour le calcul
des expressions numériques: les lettres en algébre, sont en quelque sorte
des nombres “déguisés”. L’étude des théorémes a été poussée jusque dans
les détails pour qu'il nous soit possible de justifier la plupart des calculs
littéraus.

En calculant, éléve doit prendre 'habitude de répondre i deux questions:
“Qu’est-ce que j'ai a faire?”

“Quel est “Poutil pour le faire #”

L™outl” sera le plus souvent un théoréme; parfois une définition, une
régle d’écriture ou une régle de calcul. (Gérard, 1961, p. 91)

D’autres manuels utilisent une approche déductive pour Pexposé du calcul algébrique.
Pour illustrer cette approche, nous allons prendre un manuel d’algébre anciens. La
partie relative 4 Palgébre comprend quatre parties:1) Calcul algébrique; 2) Equations du
premier degré; 3) Equations du second degré et 4) Progressions, logarithmes, intéréts
composés et annuités. Dans lintroduction qui est consacrée i des notions
préliminaires, les auteurs précisent de maniére succincte le vocabulaire et les
conventions qui vont étre utilisés en algébre : signes algébriques; coefficient; exposant,
expression algébrique, formule; termes’; monéme, binéme, polynéme; ordonner un
polynéme; termes semblables; et finalement, valeur numérique d’une expression
algébrique.

Dans |2 premiére partie, le calcul algébrique est présenté de maniére formelle, mais il est

illustré sur les nombres. Dés le départ, les auteurs présentent les régles des opérations

86Petit manuel d'algebre et de trigonométrie, par une réunion de professeurs: Paris : Gigord 216 p.
(Année inconnue)

§7 “Un terme est toute expression algébrique dont les parties ne sont pas séparées par les signes + ou -*
®-3)
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de 'addition, de la soustraction, de la multiplication et de la division en utilisant des
lettres. Void par exemple la régle de I'addition (p. 5):

Régle. Pour additionner plusieurs quantités algébriques, il suffit de les
écrire les unes 4 la suite des autres en conservant les signes de leurs termes;
on fait ensuite, ¢il y a lieu, la téduction des termes semblables.

Et ensuite celle de la soustraction (p. 6):

Régle. Pour faire la soustraction algébrique, on écrit les deux quantités
l'une 2 ]a suite de l'autre, en changeant les signes de la quantité i soustraire.
On fait ensuite, s'il y a lieu, la réduction des termes semblables.

Soit 8a - 5b i retrancher de 32% on écrira: 3a* - 8a + 5b.

La rigle des signes se trouve impliciternent énoncée dans cette régle. Celle-ci suppose la
donnée des nombres entiers négatifs, que les auteurs n’ont pas introduits. Mais trés
vite, ils ne tardent pas a s’apercevoir que la valeur numeérique d’une expression
algébrique peut étre négative. En affrontant ce probléme, ils soulignent (p. 8) :

La valeur numérique d’un polynome étant la différence qui existe entre la
somme de ses termes positifs et celle de ses termes négatifs, si cette
différence est un nombre positif, le polynome a une valeur déterminée; si
c’est un nombre négatif, le polynéme a une valeur dont on ne peut se faire
une idée bien nette, car nous ne savons pas ce qu'est un nombre négatif.
Cependant, on a l'habitude de regarder les nombres négatifs comme étant
moindre que zéro, et de dire qu’ils sont d’autant plus petits que leur valeur,
abstraction faite du signe, est plus grande.

Remarquons que dans les deux approches précédentes, tout le soin est mis dans la
présentation d’un langage minutieux et précis, a travers lequel sont présentées les régles
de la syntaxe du calcul algébrique, puis un grand nombre d’exercices, pour que, disent
ces auteurs, «la mécanique» du calcul algébrique soit a la fois intelligente, prompte et
sire» (Gérard, 1961, p. 11). L’intelligibilité du calcul proviendrait de la «conscience» et
de la «référencen, en cas de besoin, au principe ou 2 la régle qui est i la base de la
transformation de expression algébrique utilisée. Le calcul algébrique est par la suite

exploité dans I'étude des équations et de leurs résolution.

Cette approche didactique traditionnelle de I'algébre insiste fortement sur la maitrise de
I'aspect syntaxique du langage algébrique. On ne peut, certes, contester Pimportance de
Papprentissage de cet aspect du langage algébrique, mais il ne doit pas étre une fin en
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sol. En effet, comme pour tout autre langage, on ne peut détacher la syntaxe du
langage algébrique de sa sémantique, 3 moins de voir 'algébre comme un jeu formel
avec des lettres, qui n’est odenté vers aucun but précis. La maitrise du langage
algébrique ne doit pas seulement étre formellement valide, elle doit aussi étre
fonctionnellement pertinente. D’un autre coté, commencer Papprentissage du langage
algébrique par celui de la syntaxe de ce demier et ensuite apprendre i 'appliquer pour
résoudre des problémes et modéliser des situations réelles ou mathématiques va dans le
sens contraire du développement historique de l'algébre et nous semble une erreur
pédagogique. En effet, rappelons qu’historiquement, au commencement de 'algébre, le
calcul algébrique était une sorte d’arithmétique de P'inconaue (soit un calcul sur des
expressions polynomiales 4 une variable qui est Pinconnue et dont tous les coefficients
sont des nombres spécifiques). Or, manipuler ces polynémes suppose accepter
d’opérer sur l'inconnue et donc suppose penser de maniére analytique. De plus, ce
calcul algébrique suppose une compréhension préalable des concepts algébriques

fondamentaux, d’opération, d’inconnue et d’équation.

6.4 QUELQUES APPROCHES DIDACTIQUES PROPOSEES RECEMMENT POUR
L'ENSEIGNEMENT DE L’ALGEBRE DANS L’ECOLE DE BASE

6.4.1 Approches proposées dans un ouvrage collectif récent

Publié en 1996 sous la direction de Nadine Bednarz, Carolyn Kieran et Lesley Lee,
Pouvrage Approackes to algebra : perspectives for research and teaching, présente quatre
approches différentes de I'enseignement de l'algébre proposées par différents auteurs.

Nous présentons et discutons chacune de ces approches.
6.4.1.1 La perspective «généralisation» dans l'introduction de Palgébre

L'un des fervents défenseurs de cette approche ces derniers temps est sans aucun doute

John Mason. Pour lui, la généralisation est au cceur des mathématiques :
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«Generalization is the life-blood, the heart of mathematics» (Mason, 1996, p. 74). Selon
lui, généraliser est une activité tellement centrale dans toutes les mathématiques que les
mathématiciens professionnels n’en remarquent pas la présence, parce qu'elle est pour
eux éémentaire. Conséquemment, Penseignement des mathématiques, ajoute-t-il,
consiste fondamentalement i rendre les éléves sensibles i la nature de la généralisation
mathématique et, de maniére duale,  la particularisation. Il congoit I'algébre comme le
langage qui permet d'exprimer et de manipuler des généralités et il avance :

() of the four principal roots of algebra we identified:

Expressing generality

Possibilities and Constraints (supporting awareness of variable)
Rearranging and Manipulating (seeing why apparently different
expressions for the same thing do in fact give the same answers)
Generalized Arithmetic (traditional letters in place of numbers to express
the rules of arithmetic).

expression of generality is of paramount of importance precisely because it
is so often overlooked and under-played. (Mason, 1996, p. 66)

I1 est vrai que le processus de généralisation joue un rdle important en algébre — comme
d’ailleurs dans toutes les mathématiques. Mason l'illustre bien au moyen de multiples
exemples. Cette observation vaut tout aussi bien pour I'abstraction, un autre processus

de pensée faisant partie de la face pensée algébrique de notre M.LA.PA.

Selon nous, généraliser et chercher des généralités, ne caractérise pas l'algébre. Comme
lexplique Mason lui-méme, «Yet every discipline is concemed with expressing
generality, with differences only in what is the generality is about, and how generalities
are justified» (Mason, 1996, p. 74). Mais il n’explicite pas cette affirmation dans le cas
de I'algebre.

Pour sa part, Lee préfére patler de I'algébre en tant que cuiture; elle pense que I'on peut
introduire I'algébre via les fonctions, la modélisation ou la résolution de problémes,
mais, selon elle, seules les activitds de généralisation permettent d’initier éléve i la
culture algébrique. Elle ajoute:

Nor is it much of a challenge to demonstrate that functions, modeling,
and problem solving are all types of generalizing activities, that algebra and
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indeed all mathematics is about generalizing patterns. (Lee, 1996, pp. 102-
103)

A notre avis, 4 linstar de Lee et surtout de Mason, certains auteurs accordent i la
généralisation une importance exagérée en algébre tout en oubliant de souligner
'importance d’autres composantes de la pensée algébrique. Car abstraire et penser de
maniére analytique, par exemple, nous apparaissent tout aussi importants en algéebre.
De plus, il existe des activités algébriques ot le processus de généralisation ne joue pas
un role central. Par exemple, dans la modélisation algébrique, la manipulation
d’expressions algébriques de maniére syntaxique, P'abstraction d’une structure ou la
résolution d’un probléme, d’autres processus sont en jen de maniére plus importante.
Pour sa part, Radford (1996, p. 111) fait remarquer avec justesse: «The generalization
way of thinking and the analytic way of thinking that characterizes algebraic word
problem solving are independent and essentially irreducible, structured forms of
algebraic thinkingp.

6.4.1.2 La perspective «résolution de problémes» dans l'introduction de I'algébre

La résolution de problémes est une perspective a prendre au sérieux dans lintroduction
de Palgébre, estiment Bednarz et Janvier (1996). Elles avancent les raisons suivantes.
D’abord historiquement, disent-elles, la résolution de problémes a joué un réle capital
dans le développement de I'algébre. Elle était au ceeur des travaux de Diophante, de
méme que de I'algebre arabe, et explicite dans le cas de Viéte qui cherchait a trouver
une méthode générale pour résoudre les problémes. Ensuite, la résolution de

problémes a aussi joué un role important dans P'enseignement de P'algébre.

Dans Papproche qu’elles proposent, une bonne base de connaissances en arithmétique
est supposée acquise chez les éléves. L’introduction de I’algébre dans un contexte de
résolution de problémes les conduit alors 4 chercher les types de problémes qui
faciliteraient le passage de P’éléve d’un mode arithmétique 2 un mode algébrique de
résolution. Pour analyser les problémes que I'on retrouve traditionnellement dans des
manuels d’arithmétique et dans ceux d’algébre, de méme que pour érudier les types de



191

problémes qui poseat des difficultés aux éléves, elles ont élaboré un cadre d’ € qui
se base sur la nature du «calcul relationnel» dans la représentation et la résolution de tels
problémes : la nature des relations entre les quantités en jeu dans le probléme, connues

et inconnues, et le lien entre ces relationsss.

A ditre d'illustration, elles donnent Pexemple du probléme suivant:

380 students ate registered in three sports activities offered during the
season. Basketball has 3 times as many students as skating and swimming
has 114 more students than basketball. How many students are registered
in each of the activities ?

Le schéma suivant montre la structure générale de ce probléme (Bednarz et Janvier,
1996, p. 119).

(Total number of
380 participants)

Number of

Number of

participants in participants in
basketbail
(Unknown) x3 (Unknown)

Figure 6.2 :Structure générale d'un probléme

% Vergnaud, G. (1982). A classification of cognitive task and operations of thought involved in
addition and subtraction problems. In T.P. Carpenter, ].M. Moser, & T.A. Romberg (Eds.), Addition
and sublraction : A cognifive perspective (pp. 39-59). Hillsdale, NJ: Lawrence Edbaum.
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Ce diagramme montre, estiment-elles, qu’il n’est pas facile d’établir le lien entre deux
données connues. Les éléves qui n’ont pas été initiés 4 Palgébre peuvent éprouver des
difficultés 2 résoudre ce type de problémes, parce que «Arithmetic procedures are
generally organized through the processing of known quantities, by attempts to create
links between them in order to operate on them. The unknown quantities then appears
at the end of the process.» (Bednarz et Janvier, 1996, p. 119).

Le tableau suivant illustre les difficultés qu'éprouvent des éléves® agés entre 12 et 13

ans 3 faire le lien entre les données dans des problémes de différents types de

structures.

69 La taille de Péchantillon est de 132.



THE PROBLEMS

a) 380 students are registered in three sports
activities offered during the season. Basketball has
76 more students as skating and swimming has
114 more students than basketball How many
" students are regjstered in each of the activities ?

b) 380 students are registered in three sports
actvities offered during the season. Basketball has
3 times as many as students as skating and
swimming has twice as maay as basketball. How
many students are registered in each of the
activities?

c) 380 students are registered in three sports
activities offered during the season. Basketball has
3 tmes as many as students as skating and
swimming has 114 more students than basketball.
How many students are registered in each of the
activities?

d) 441 students are registered in sports activities
offered during the season. Basketball has 27 more
students than skating and swimming has 4 times
as many students as basketball How many
students are registered in each of the activities?

€) Three children are playing marbles. Together
they have 198 marbles. Pierre has 6 times as many
as marbles as Denis and 3 nmes as many as
Georges. How many marbles does each child
have?

Figure 6.3: Résolution de problémes de différentes structures

PROBLEM STRUCTURE
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SUCCESS
RATE

5.21%

15.6%

2.78%

11.82%

5.56%
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f) Three children are playing marbles. Together El@

they have 198 marbles. Pierre has 6 times as many

marbles as Denis and Georges has 2 times as 31.59%
many as Denis. How many marbles does each

child have? D

N2 g S

g Three children are playing marbles. Together [193|

they have 198 marbles. Georges has 2 times as

many as Denis and Pierre has 3 times as maay as 19.44%

Georges. How many marbles does each child

have ? D
2] 2]

Figure 6.3 (suite): Résolution de problémes de différentes structures

En analysant la nature des relations entre les quantités d’un probléme et la maniére dont
ces quantités sont liées entre elles, les auteures ont pu distinguer les problémes que I'on
rencontre généralement en arithmétique et ceux que 'on rencontre en algébre. Elles

avancent:

In arthmetic, the problems that are generally given to students are
problems that we will label « connected » : A relationship can easily be
established between two known data, thus leading to the possibility of
arithmetical reasoning (from the known to the unknown quantity at the
end of process) (...)

On the contrary, in algebra the problems that are generally given to
students are ones we label « disconnected »: no direct bridging can be
established between the known data, as was the case in the problems in
Table 1. (Bednarz et Janvier, 1996, p. 123)

La figure suivante illustre la structure de ces deux types de problémes (#47d, p. ):
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Problems generally presented Problems gene resented in algebra
ix;8 an'thmzuc (involving the s?n“z rype of relationships)

7 i

]
\/Ej> O
L [ :

"connected"

Figure 6.4 : Probléme arithmétique vs algébrique

L’analyse des procédures de résolution utilisées par des éléves ne connaissant pas
encore I'algébre dans des problémes dits déconnectés (généralement rencontrés en algébre)
leur a révélé que ces demiers tentent de rendre ces problémes commectér en essayant de
créer des liens entre les données pour étre capables d’opérer sur elles 4 partir d’une
donnée connue. Bednarz et Janvier ont regroupé les raisonnements utilisés par les

éléves en quatre catégories.

Dans la premiére, on trouve les raisonnements qui prennent comme point de départ de
la résolution I'état connu dans le probléme («take the known state in the problem as the
starting poinm). L'éléve cherche un état initial connu a partir duquel il peut générer les

inconnues du probléme et suit une procédure ecronée.

Un deuxiéme type de raisonnement consiste 4 créer un état initial en utdlisant un
nombre fictf («create a starting state by using a fictional numbem). On trouve ici les

procédures du type « essais-erreuts ».

Un troisiéme type de raisonnement («share and then generaten) est celui qui consiste &
partager la quantité totale connue en autant de parts égales que le nombre d'inconnues
constituant cette totalité, puis de générer @ Paide du nombre obtenu, les valeurs des

inconnues. Bednarz et Janvier expliquent ce raisonnement ainsi :
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Others students create 2 known state, allowing them to generate the
various relationships involved, by invoking a frequently used numeric
strategy of equal sharing, which involves dividing the only known state of
the problem (the whole) by the number of parts (composing this whole).
The number thus obtained then serves as generator and for the
reconstituting of the various unknowns quantities. (Bednarz et Janvier,
1996, p. 126)

Le quatriéme et dernier type de raisonnement est d’'un niveau plus élevé et consiste 2 se
baser sur la structure du probléme («take the structure into accounty). A titre
d'illustration de cette méthode, Bednarz et Janvier commentent la solution de Déléve
Eléonore au probléme (g) (Voir Tableau 6.3).

Thus Eléonore, in problem (g) writes: 198 + 9 = 22 (she seems to see 1
share, 2 shares and 6 shares).
She thus obtains Denis’ share and then figures out the two others :

22x2 = 44 (Georges)

44x3 = 132 (Pierre) (Bednarz and Janvier, 1996, p. 127)
Dans cette stratégie, Eléonore opére sur les relations entre les quantités et transforme
complétement le probléme initial en un probléme plus global ou il est possible de faire

les calculs.

En udlisant aussi des entrevues d'éléves, Bednarz et Janvier ont identifié les obstacles
suivants dans le passage des éléves d’un raisonnement arithmétique 4 un raisonnement
algébrique:

To directly generate using a single unknown is a process that appears to be
extremely complex for these students. (...)

Substitution, which requires the passage to a single unknown, appears to
be equally difficult for the students. (...}

For certain students, these difficulties are accompanied by a refusal to
operate on the unknown. (...}

The symbolism used to present the reladonship in the equation creates
difficulties for some students. (...} (Bednarz et Janvier, 1996, p. 134)

Les travaux de Bednarz et Janvier ont le mérite de mettre en évidence les difficultés
quéprouvent les éléves dans le développement de la pensée algébrique, et tout
particuliérement dans le développement de P'habileté 4 penser analytiquement, dans le
cadre des approches didactiques de ’algébre prenant appui sur 'arithmétique. Ces deux
auteures semblent penser, elles aussi, que le passage d’un mode arithmétique 2 un mode
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algébrique de résolution de problémes, est lié au fait de raisonner analytiquement. Si
Ion veut introduire P'algébre dans le cadre de la résolution de problémes, la porte
d’entrée est alors Pinitiation 4 la pensée analytique. Dans ce cas, les auteures suggérent
d’utiliser les problemes dits décommectés (figure 6.4), dont la structure ne permet pas
Pétablissement d’un lien direct entre deux données connues du probléme. De tels
problémes incitent 4 opérer sur une quantité inconnue et donc a raisonner de maniére
analytique. De plus, ces travaux montrent que habileté 2 appréhender la structure de
tels problémes facilite la tendance 2 raisonner analytiquement.

Les recherches de Bednarz et Janvier ont été réalisées auprés d'éléves ayant déja une
bonne expérience en arithmétique. Un certain nombre d'études empiriques laissent
penser qu'un long apprentissage de Parithmétique peut faire obstacle 4 I'introduction de
lalgébre (Kieran, 1992) et notamment i raisonner de maniére analytique. Nous
pensons alors qu'il est peut étre plus profitable d’initier les éléves a la pensée analytique

4 un age plus précoce.

Pour sa part, Rojano présente aussi une approche basée sur la résolution de problémes,
mais avec le support d’un outil technologique (un tableur : preadsbess). Pour elle,
Pinitiation a l'algébre s’effectue en tentant de faire passer I'éléve de lutilisation de
procédures «pré-algébriques» i Putilisation de procédures algébriques dans la résolution
de problémes. Selon elle, les procédures pré-algébriques sont celles qui sont orentées
de ce qui est connu 4 ce qui est inconnu, 4 Popposé des procédures algébriques ou I'on
opére sur l'inconnue pour déterminer sa valeur. Pour Rojano, linitiation a Ialgébre
coincide avec I'initiation 4 la pensée analytique. L'approche didactique qu'elle propose
suppose que I'arithmétique est connue. De plus, elle postule 1) qu'il existe une coupure
didactique le long de la ligne d’évolution de la pensée arithmétique de I'enfant 2 la
pensée algébrique, et 2) qu'un environnement technologique peut étre un bon support
pour aider I'éléve a formuler des généralisations mathématiques (Rojano, 1996).
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Une idée plus précise de l'approche de Rojano ressort de lexamen de son
expérimentation auprés d’éléves 4agés de 10-11 ans n'ayant pas encore regu un
enseignement formel de I'algébre. Les objectifs d’apprentissage visés pour le groupe
expérimental sont 2 cet égard significatifs :

Block! : Function and inverse function

Within this sequence pupils were introduced to the following spreadsheet
and mathematical ideas : entering a rule; replicating a rule; function and
inverse function; symbolising a general tule; decimal and negative
numbers.

Block 2 : Equivalent algebraic expressions

Within this sequence pupils were introduced to the ideas of equivalent
algebraic expressions (e.g.. 5n and 2» + 3n).

Block 3 : Word problems

Within this sequence pupils were introduced to solving a word problem in
a spreadsheet by representing the unknown with a spreadsheet cell,
expressing the relationships within the problems in terms of this
unknown, and varying the uaknown to find a solution. (Rojano, 1996, p.
139)

Il apparait alors clairement que le véritable début de I'algébre consiste a initier les éléves
a se familiariser avec quelques aspects du langage algébrique, une expression algébrique
étant interprétée comme une relation fonctionnelle (Biock 1 et Block 2). La résolution
de problémes (Blok 3) ne vient qu’aprés que I'éléve ait été initié au langage algébrique et
au logiciel informatique. Selon Rojano, il existe une relation dialectique entre deux

composantes de la pensée algébrique, qui sont :

[TThe development of operativity (purely syntactic component) and its use
in modeling and solving problem situations (semantic component). One
cannot speak of a significant evolution in one of these without 2 basis in
the other.

[.] These considerations lead to the contemplation of teaching proposals
that do not just include different ways of introducing the student to
algebraic thought, but also maintain it in constant evolution through the
above mentioned components, such that the student can become a
competent user of algebraic language. (Rojano, 1996, p. 145).

Nous partageons avec Rojano cette analyse, et nous croyons que le développement du
langage algébrique doit constamment étre un objectif et progresser dans le sens d’une
plus grande formalisation et sophistication. A ce propos, Phistoire de P'algtbre révéle
que la recherche d’une langue algébrique bien adaptée aux problémes étudiés, aux
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méthodes et aux techniques élaborées a été constante chez les algébristes. Avant méme
Pavénement de Palgébre symbolique de Viéte, on savait nommer la plupart des
concepts algébriques et on avait développé un symbolisme — tel celui des tableaux
urlisé par al-Samaw’al — pour que le calcul algébrique puisse étre effectué et présenté
convenablement. Et c’est 13 un fait que nous avons remarqué tout au long de notre
revue de lhistoire de Palgébre : plus celle-ci se développe, raffine ses méthodes,
complexifie ses techniques et dégage plus clairement ses concepts, plus son langage se
précise et s'enrichit et plus son symbolisme s’affirme. Loin de s’arréter avec Viéte ou
Descartes, le développement du symbolisme s'est poursuivi parallélement i celui de
Palgébre. L’algébriste cherche toujours un systéme de notation qui se préte facilement
aux manipulations et dont la syntaxe renseigne sur la structure des problémes étudiés.

Finalement, précisons que Pactivité de résolution de problémes est une caractérstique
de l'activité mathématique en général. Le travail du mathématicien ne consiste-t-il pas
justement 4 formuler et 4 résoudre des problémes ? Pour nous, 'option de conduire
Papprentissage de Palgébte dans le cadre de la résolution de problémes est d'ordre
méthodologique et non une approche didactique de P'algébre.

6.4.1.3 La perspective fonctionnelle dans lintroduction de I'algébre

Deux exemples d’une telle approche sont proposées dans I'ouvrage. Le premier est
présenté par Kathleen Heid et le second par Carolyn Kieran et al Les deux utilisent
des moyens technologiques. Nous présenterons d'abord le projet Computer Intensive
Algebra (C.1.A) de Heid et al., un véritable curriculum d’algébre destiné 2 des débutants
en algébre et qui a déja fait objet d’une expérimentation (Heid et al., 1994).

L’approche C.IA se centre sut les concepts de variabie et de fonction et met Paccent sur la
modélisation de situations réalistes et sur lutilisaion continuelle de multiples
représentations (numériques, graphiques, symboliques) des variables et relations d’une

situation. Dr’ailleurs, dés le premier chapitre, toutes ces notions sont introduites.
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Le concept de fonction est central dans cette approche, comme le montre le libellé des

ttres des chapitres qui forment le contenu i enseigner.

Chapter 1:  Variables and Functions;

Chapter 2:  Calculators, Computers, and Functions;

Chapter 3:  Properties and Applications of Linear Functions;
Chapter 41 Quadratic Functions;

Chapter 5:  Exponential Functions;

Chapter 6:  Rational Functions;

Chapter 7 Algebraic Systems: Systems of Functions and Equations;
Chapter 8:  Symbolic Reasoning: Equivalent Expressions;

Chapter 9:  Symbolic Reasoning: Equations and Inequalities.

(Heid, 1996 ; p. 240)

Le concept de sariable est introduit de maniére informelle; d’abord comme une quantité
dont on peut controler la valeur et qui affecte les résultats dans la simulation par
ordinateur d’une situation réaliste, et ensuite comme une quantité spécifique telle la

moyenne du poids des femmes américaines ou la distance parcourue dans une course™.

Le concept de fonction est introduit comme une relation entre des variables numériques.
La valeur d’une variable « input » ('argument) détermine une valeur correspondante de
la variable « output» (a variable dépendante). La plupart des fonctions rencontrées
sont 2 une seule variable. Elles peuvent étre représentées de trois maniéres différentes:
des tables, des graphes et des rigls. Les familles de fonctions linéaires, quadratiques,
exponentelles et rationnelles sont étudiées car, précisent Heid et al,, elles constituent
des modéles raisonnables de situations réalistes. L’apprenant étudie ces familles de
fonctions et leurs propdétés a travers des situations réalistes, analyse le sens de taux de
variation de diverses fonctions, les maxima et minima ainsi que le comportement

asymptotique de ces fonctions dans des situations réalistes.

Par ailleurs, Heid (1996) explique ce que signifie dans cette approche comprendre le
concept de fonction:
In this approach to algebra, understanding the concept of function

requires being able to solve problems using multiple representations and
to reason within and among graphical, numerical, and symbolic

70 Exemples utlisés dans le manuel CLA.
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representations of function. It requires understanding properties of basic
families of functions and how those properties can be seen in each of the
different representations. It requires the ability to recognize function
families and their properties within real world settings, as well as the ability
to answer questions about those real settings using function families and
their properties. (Heid, 1996, pp. 239-240)

Le CILA ne sollicite pas des éléves des manipulations d’expressions algébriques
complexes, affirment les auteurs. Les éléves vont simplifier 3 la main quelques
exptessions en se basant sur les propriétés des équations, mais la pratique d’exercices
sur la factorisadon de trindmes ne fait pas partie du curticulurn. Ceci refléte le fait,
ajoutent les auteurs, que dans certains cas effectuer un calcul ou une manipulation 2 la

main ou mentalement est plus efficace que utilisation d’un outil informatique.

Afin de micux saisir les caractéristiques de cette approche, voici un aperu du matériel
produit par le projet C.I.A., basé sur la description qu'en fait Heid (1996).

Le premier chapitre introduit dés le départ les concepts de variable et de fonction a
l'zide d’une situation réaliste simulée par ordinateur. Dans cette simulation, Fapprenant
contréle un certain nombre de valeurs imputs et, en faisant fonctionner la simulation,
pour différentes combinaisons des valeurs des variables, il peut voir Peffet direct sur les
valeurs des variables dépendantes (ofpa#s). Le reste du chapitre vise 4 familiariser
I'apprenant avec les représentations graphiques, numériques et symboliques de diverses

fonctions a une seule variable.

Le second chapitre introduit 4 Putilisation de Pordinateur pour générer des tables et des
graphes & partir de régles de fonctions. A P'aide de cette habileté Papprenant s'entraine
a répondre 2 certaines questions du type:

What are the function’s output values or range of values for a specified
input value or range of input values?

For which input value(s) or range of values does the function attain
specified output values or range of output values?

For which input value(s) does the function attain the output value of 0?
What are the trends in output values?

For which input value(s) does the function attain 2 maximum or a
minimum?  (Heid, 1996, p. 241)



202

Les quatre chapitres qui suivent sont consacrés 2 P’étude des familles de fonctions,
linéaires, quadratiques, exponenticlles et rationnelles, respectivement, 2 partir de
Pexploration de ces familles de fonctions et de leurs propriétés essentielles, souvent 3
partir de leurs régles symboliques ou en exploitant leurs représentations graphiques ou
tabulaires. Ces fonctions sont rencontrées dans des situations réalistes. Quelquefois,
Papprenant doit lui-méme trouver la régle d’une foncton en jeu dans une situation
réaliste, 3 partir d’'un ensemble de données numériques et en utilisant un logiciel
d’ajustement de courbes («fitting curves programn). Il peut aussi explorer Peffer du
changement de valeurs des parameétres d’une fonction sur les graphes et les tables de

valeurs correspondants.

Dans des activités de synthése, apprenant est engagé dans des activités de
modélisation. Il doit cueillir des données, générer des régles de fonctions, comparer
puis évaluer comment de “bonnes” fonctions choisies parmi différentes familles de

fonctions permettent de modéliser la situation réaliste.

Bien que ces chapitres portent essentiellement sur Pérude de familles de fonctions 4 une
variable, I'apprenant est appelé quelquefois 3 résoudre des systémes d’équations ou
d’inéquations pour répondre 2 des questions du type: pour quelles valeurs de x a-t-on:
f(>) = g(x) ? Pour quelles valeurs de x a-t-on f{(x)}<g(x) ? Pour quelles valeurs de x a-t-
on f(x)>g(x) ?

Les chapitres 8 et 9 sont destinés 4 développer chez Papprenant le sens du symbolisme
(«symbol sensen). Le chapitre 8 vise les objectifs suivants:

. developing graphical, numerical, contextual, and symbolic meaning
for the concept of equivalent expressions;

. transforming functions rules into more familiar form;

*  recognizing expressions that are not in familiar form; and

e  getting different information of equivalent forms” (Heid, 1996, p.

245)

L'apprenant rencontre des expressions algébriques équivalentes lorsquil cherche i

construire des représentations alternatives pout exprimer la relation fonctionnelle entre
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deux variables. Il développe des techniques graphiques et numériques pour justifier
Iéquivalence ou la non-équivalence de plusieurs expressions algébriques. Cela Faméne
par conséquent, estime Heid, 4 voir la nécessité d’établir des régles générales pour
produire des expressions algébriques équivalentes. Ainsi, au lieu de les faire pratiquer
longuement i appliquer les régles de manipulation du symbolisme algébrique pour
produire des expressions algébriques équivalentes, le curriculum C.I.A améne les
apprenants 34 bien comprendre pourquoi de telles régles sont nécessaires et ce que

signifie graphiquemnent et numériquernent P’équivalence d’expressions algébriques.

Il nécessite la disponibilité continuelle d’une calculatrice scientifique et d’un ordinateur
muni de quatre logiciels:

Un tableur (Function tables programy) : produisant des tableaux de valeurs de
fonctions. Les éléves peuvent utiliser des tableurs s’ils sont familiarisés avec ce type de

logiciels.

Un graphenr (Function graphing programy): permettant de tracer a la fois un ou
plusieurs graphes de fonctions usuelles, de faire des changements d’échelle et de lire les

coordonnées des points sur la coutbe en y pointant le curseur.

Un logiciel d'ajustement de courbes («Curve fitting programy»): permettant d’ajuster la régle

d’une fonction i un ensemble de paires ordonnées de valeurs (input, output).

Un logiciel de caleul algébrique contenant un solvewr («Computer algebra programy»): permettant
d'exécuter des manipulations algébriques, de simplifier des expressions algébriques et de
résoudre des équations symboliquement.

L'approche didactique utlisée dans le projet C.I.A. est bien une approche «fonction», et
accorde une certaine importance aux aspects modélisation et langage de I'algébre. Selon

les auteurs, les fonctions utilisées et étudiées le soat parce qu’elles sont des modéles
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raisonnables de situations réalistes, y compris des fonctions qui ne sont pas de nature

algébrique, comme les fonctions trigonométriques ou exponentielles.

Comme lindique son titre méme, le C.LA. recourt d’'une maniére intensive a ka
calculatrice scientifique et au micro-ordinateur. Il ne propose pas un enscignement
spécifique des manipulations algébriques 4 la main ne se justifie que dans le cas ou elles
sont nettement plus efficaces que l'utilisation de la calculatrice ou du micro-ordinateur.
En revanche, les notions de fonction, de varable et de modélisation sont introduites
dés le début du programme, alors que traditionnellement elles ne figuraient que trés
rarement dans les premiers moments d'apprentissage de l'algébre.

Cette maniére d'introduire P'algébre, qui passe outre, avons-nous dit, 3 la nécessité d'une
certaine maitrise technique du calcul algébrique, n'est possible qu'avec P'utilisation de
supports technologiques. Car 'algébre étant fondamentalement dynamique, il n’y a pas
véritablement d'algébre sans une dynamique des opérations. Dans I'approche utilisée
dans le C.LA., une expression algébrique est interprétée comme la régle d’une relation
fonctionnelle, autrement dit comme le modéle algébrique d’un systéme de relations
entre des vatiables d’une certaine sitnation. A défaut des justifications syntaxiques, les
justifications des transformations de ces expressions ne peuvent plus théoriquement
étre faites qu'avec l'aide de la sémantique de la situation, ou en recourant a un outl
technologique. La premiére solution est didactiquement difficile au début de
lapprentissage de Palgébre car elle nécessite des connaissances approfondies de la
situation & modéliser (c’est linconvénient de toute approche utilisant la modélisation).
Plus précisément, elle suppose que soit appréhendé le systéme de relations entre les
vatiables ainsi que les transformations qu’il peut subir suite 4 une variation de 'une ou

plusieurs de ces variables.

La seconde solution fait appel i différents outils informatiques pour justifier les
ttansformations 4 partir d'une représentation tabulaire, graphique ou symbolique de la
relation fonctionnelle. A ce niveau, en plus d'étre le médium dans lequel se déroule
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Pactivité algébrique, Pordinateur offre une panoplie d’outils, notamment pour calculer
algebriquement. Les auteurs affirment que l'éléve doit choisir outil adéquat pour
résoudre la situation. Ces outils informatiques sont utilisés pour générer des
heuristiques mais aussi pour venir supporter la théorie ". Ainsi par exemple, dans la
section 6 du chapitre 1, l'ordre des opérations est introduit dans le contexte de la
calculatrice. On explicite les régles de calcul sur la calculatrice: 1) exécuter les
opérations i l'intérieur des parenthéses, 2) calculer les puissances, 3) calculer de droite 2
gauche les multiplications et divisions, 4) calculer de droite 4 gauche les additions et
soustractions. Voici un autre exemple de Putilisation du micro-ordinateur tiré de la
section 4 du chapitre 1, dans laquelle 'éléve est initié a représenter symboliquement une
fonction. L’objectif de la legon est de le rendre capable d’écrire la régle d’une fonction
dans une forme symbolique 4 partir d’'un tableau de valeurs de la fonction. Pour cela
Péléve udlise le logiciel FINDING RULES TO RELATE VARIABLES qui posséde 40 régles de
fonctions simples (34 fonctions finéaires dont une fonction constante, 4 fonctions
quadratiques, 2 fonctions linéaires en 1/n, une fonction exponentielle). L'ordinateur
fournit un rableau de valeurs d’une fonction cachée que l'éléve ne connait pas. Ensuite,
il propose une sére de valeurs inputs, 'éléve doit découvrir les owspats correspondants.
A chaque essai de Péléve, Pordinateur approuve par Yes ou désapprouve par No sa
réponse. A partir d’un nombre fini de valeurs de la fonction, I'éléve doit conjecturer la
régle de la fonction 72

A ce propos, nous voulons faire une mise en garde contre lutilisation doutils
technologiques. En effet, par exemple, dans une activité de modélisation 2 I'aide de
lordinateur, Péléve peut générer un tableau de valeur de la relation fonctionnelle
modélisant la situation, représenter graphiquement ces valeurs, trouver i P'aide d’un

logiciel d’ajustement de courbes le graphe d’une fonction possédant la méme

"t Dans ce sens, Pordinateur j joue, dans Pintroduction de I'algébre, un réle heuristique analogue 4 celui
de l’anthrneuque daas la conception de Palgebre comnme aritbwétigue généralisés.

7 A notre connaissance, il a'existe aucun moyen algébrique pour découvrir une fonction transcendante,
comme la fonction exponentielle, & partir d'un nombre fini de ses valeurs. Il faut au moins ajouter la
condition de continuité.
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représentation tabulaire, et finalement découvrir une représentation littérale de la
fonction 4 laide d’un autre logiciel. Dans une telle activité, Péléve doit proposer des
valeurs numérques comme inpuss, faire fonctionner des outils informatiques, et utiliser
des raisonnements de type essais-erreurs, mais il ne semble pas contraint 4 raisonner de

maniére analytique.

Le second exemple d’une approche «fonctionneller donnée dans I'ouvrage est une
proposiion de Kieran et al Il s'agit d'une introduction i Palgébre dans
Penvironnement technologique CARAPACE (Contexte d’Aide 2 la Résolution
Algorithmique de Problémes Algébriques dans un Cadre Evolutif), un logiciel
développé spécialement pour la résolution de problémes basés sur des situations
fonctionnelles. L'environnement CARAPACE utilise des représentations tabulaires,
algorithmiques et graphiques. L’approche fonctionnelle de Kieran et al. a pour objectif
d’initier les éléves au ngage algébrigue. Ce demier est défini de la maniére suivante:

One can describe it {algebraic language] as the domain of general
statemnents of algorithmic functional relationships based on arithmetic.
Thus, when we say that "the cashier got the total price by adding the
prices of all the articles,” we are in the presence of a stwement (whose
formal symbolism goes beyond the secondary level) of the algebraic
language. On the other hand, we consider that “the cashier got the total
price by adding the prices of all the articles given the discount and

applicable taxes” is not an algebraic statement because the arithmetic
relationships that are involved are not sufficieatly explicit. (Kieran et al,
1996, p. 278).

Dans une premiére étude, les auteurs ont utilisé 'environnement CARAPACE comme
outil d'aide 2 la résolution de problémes algébriques par essais successifs («guess-and-
test). Supposons, par exemple, le probléme suivant :

A town is inhabited with 256 434 people. Because of pollution, many
people leave the town to five in the country. Each year the population
decreases by 1 623 persons. In how many years will thete be only 128217
people left in this town ? (Kieran et al,, 1996, p. 262)

L’éléve commence 2 le résoudre sur papier. Il choisit des valeurs numériques de

Pargument (dnputs») et calcule & /& man les valeurs de la varable dépendante
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(«outputs»). Par la suite, il passe 4 ordinateur qui se charge de calculer pour lui les
valeurs de la variable dépendante. La figure suivante illustre les essais de P'éléve ainsi
que les valeurs de la variable dépendante générées par Pordinateur (Kieran et al., 1996,
p. 262):

INPUTS OUTPUTS
Number of years Remaining population
95 102249
98 97380
96 100626
9% 103872
93 105495
89 111987
88 113610
86 116856
80 126594
19 128217

Figure 6.5. : Résolution par essais successifs

Kieran et al,, s'appuyant sur une opinion de Fey, estiment que la présence de la
technologie rend la stratégie par essais successifs plus attrayante parce que la phase de
calcul des valeurs de la variable dépendante est considérablement plus coutte et que les
éléves ont l'occasion de lier la résolution de problémes en algébre avec leurs savoirs et
leur expérience antérieurs en arithmétique. Ceci est fort compréhensible car la stratégic
par essais successifs met en jeu des raisonnements synthétiques plutét qu'analytiques
comme c’est souvent le cas en algébre. En effet, I'éléve doit partir des données

connues pour découvrir la valeur de Pinconnue; il n'opére jamais sur une inconnue.

Notons que le probléme précédent est modélisable par la fonction affine
y=—1623 x+256434 , ou l'argument x représente des nombres entiers (nombre
d’années) et la valeur dépendante y la population apres x années. Le membre de droite
de l'égalité peut étre interprété comme un algorithme de calcul qui permet de générer
des valeurs de la variable y étant donné des valeurs de la variable x. Lorsque I'éléve

effectue les calculs 4 la main, le processus de calcul qu'il utilise doit étre théoriquement
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équivalent 2 cet algorithme, sinon les calculs seront erronés. On peut alors supposer
que éléve a une certaine compréhension procédurale de I'algorithme, et donc de la
reladon foncdonnelle. En revanche, dans I'environnement CARAPACE, la formation
des valeurs y se trouve complétement 3 la charge de Pordinateur. L’éléve n’a pas ainsi
l'occasion d’étre en contact avec la relation via sa représentation algorithmique. Sa
tiche se réduit 4 chercher un invariant (la relation fonctionnelle) A partir d’une table de
valeurs comme celle de la figure 6.5. L’éléve peut arriver i trouver la solution sans
avoir vraiment été en contact avec la forme de la relation entre les variables. Dans la
sithation donnée en exemple, P'éléve choisit des valeurs numériques de /7mpwt jusqu’a ce
que la valeur de /ousput générée par I'ordinateur coincide avec la valeur témoin 128217.
Le seul mérite de I'éleve consiste a ajuster ses choix des valeurs input en fonction de I2
comparaison de la valeur ousput et de la valeur témoin. Métaphoriquement, la charge
cognitive imposée a I'éléve dans cette activité est analogue i celle dans une situation de
la pesée du poids d’un objet avec une balance 4 deux plateaux. La tiche consiste 2
mettre 'objet i peser dans un premier plateau de la balance et 4 ajouter des tares dans le
second plateau jusqu’a ce que le témoin de P'équilibre soit dans sa position verticale.
Lorsque le peseur choisi une pesée, la mesure de I'angle formé par la position du
témoin et la position d’équilibre (la verticale), indique, selon le cas, s’il s’agit d’un excés
ou d'un manque. Le peseur diminue ou augmente alors le poids total de la pesée, selon
le cas, d’une grandeur compatible avec la mesure de 'angle de pesée et de I'expédience
qu'il a de ses essais antérieurs. A priod, la stratégie utilisée est la suivante : si lors d’une
pesée, la fleche témoin pointe du c6té du plateau contenant Pobjet, diminuer le poids
de la pesée; si, par contre, dans une pesée, la fléche témoin pointe du coté du platean
contenant les tares, augmenter le poids de la pesée. Kieran et al ont, de leur coté,
trouvé que les éléves utilisent des stratégies semblables, basées uniquement sur ordre
des relations et la reconnaissance de régularités. IIs ont identifié les deux stratégies
suivantes, qualifiées respectivement de croissance et de décroissance. La premiére est

opérante quand les variables x et y varient dans le méme sens, cest-d-dire quand la
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relation fonctionnelle qui les lie est une fonction croissante™. Elle peut étre résumée
ainsi :
si le résultat est plus petit que celui désiré, augmenter la valeur d'essai;

si le résultat est plus grand que celui désiré, diminuer la valeur d’essai.
(Kieran et al., 1996, p.262, traduction libre)

La seconde stratégie est opérante quand la fonction est décroissante. Elle peut étre
résumée ainsi :
si le résultat est plus petit que celui désiré, diminuer la valeur d'essai;

si le résultat est plus grand que celui désiré, augmenter la valeur d’essai.
(Kieran et al., 1996, p.263, traduction libre)

Cette métaphore est pertinente pour nous seasibiliser au fait que Poutil utilisé (la
balance ou lordinateur) pour résoudre ce type de problémes est un amplificateur
cognitf trés puissant, en ce sens qu'il permet d’augmenter la capacité 3 résoudre des
problémes, mais sans nécessiter un grand effort cognitif. Cela nous rappelle un
principe général: la charge cognitive nécessaire pour la réalisation d’une tiche est
inversement proportionnelle i la puissance de Poutl utilisé, étant entendu que ce
dernier est approprié pour la réalisation d’'une telle tiche. Bien qu'elle soit
cognitivement simple, la stratégie par essais successifs, couplée avec la puissance
calculatoire de lordinateur, s’avére éwe trés efficace pour la résolution de tels
problémes; le recours 4 d’autres types de démarche semble alors étre superflu pour les

éléves.

Le genre d’activités dont nous venons de discuter peut aider I'éléve a trouver certains
types de régularités numériques, 2 approcher les concepts de variable et de variable
dépendante, et suttout 4 augmenter sa capacité i résoudre certains types de problémes.
Ces notions sont certes importantes en algébre, mais le gente d’activités proposées se

situe davantage dans un registre arithmétique qu’algébrique.

73 Clest le cas de la situation de pesée; interprétée comme une situation fonctionnelle, elle est
modélisable par la fonction identité : y =x qui est bien une fonction croissante.
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Dans une deuxiéme étude, Kieran et al. ont tenté d’amener les éléves i représenter les
reladons fonctionnelles sous forme d'algotithmes de calcul  L'environnement
CARAPACE utilise un langage s'approchant du langage naturel. Les seules opérations
permises sont les quatre opérations arithmétiques en plus de Pexponentiation. Ce
langage peut étre enrichi 2 un niveau syntaxique plus élevé au fur et 2 mesure que
Papprentissage progresse. CARAPACE accepte les expressions usuelles de I'algébre

élémentaire telle que: ax? +bx+c¢ gives ¥ mais n’utilise pas encore le signe égalité.
q

L'apprenant est au départ confronté 4 une situation fonctionnelle, comme la suivante:

Carine travaille 4 temps partiel au voisinage de sa demeure. Elle vend des
abonnements i une revue. Elle gagne §20 par semaine, plus un bonus de
$4 par abonnement vendu. (Kieran, 1996, p. 280, traduction libre)

La question «combien d’abonnements doit-elle vendre si elle veut atteindre le gain de
$124 en une semaine ? n’est pas posée tout de suite avec la situation, expliquent Kieran

et al.,, pour que Iéléve ne résolve pas le probléme en effectuant les opérations inverses™
(124-20 T 20 ), démarche typiquement arithmétique. Kieran et al. s'appuient 2 cet effet sur
une remarque d’Usiskin :

In solving problems such as "When 3 is added to 5 times a certain
number, the sum is 40, many students have difficulty moving from
arithmetic to algebra.  Whereas the arithmetic solution involves
subtracting 3 and dividing by 5 [ie, using inverse operations], the
algebraic form 5x +3 = 40 involves multiplication by 5 and addition of 3
[ie., using forward operations]. That is, to set up the equation, you must
think precisely the opposite of the way you would solve it using arithmetic.
(Usiskin, 1988, p. 13; cité dans Kieran et al., 1996, p. 265-266)"

Pour aider I'éléve 2 comprendre L situation, Kieran et al. lui demandent de répondre 2
des questions nécessitant des calculs numériques simples du type: «si Carne vend 5

abonnements par mois, quel serait son profit ™.

74 [nverses au sens ol elles apparaissent dans le texte de la situation probléme.
75 Les précisions a l'intérieures des parenthéses sont ajoutées par Kieran et al.
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En élaborant un programme (suite d'instructions) dans CARAPACE pour représenter
Palgorithme de calcul, Péléve est poussé 4 représenter les opérations dans le méme
ordre qu'elles figurent dans Pénoncé du probléme, et donc il se trouve forcé de
raisonner d’une maniére analytique. La figure 6.6 montre la production d’un éléve
(Kieran et al,, p. 259). Deés la premiére ligne de son programme, I'éléve représente

Pinconnue par 'expression Number of subscriptions et plus bas il opére sur cette inconnue.

Program #1

Request values for :

Number of subscriptions

Carry out these calculations :

Number of subscriptions x gives bonus
20 + bonus gives salary

show values of :

salary

Figure 6.6 : Programme élaboré par un éléve avec CARAPACE

Selon Kieran et al,, les éléves ne semblent pas trouver de difficultés dans de telles
activités méme quand I'équation modélisant la situatdon contient l'inconnue dans les
deux membres de I'équation (e.g.: ax=b+cex;axtb=cxtd)’; de plus, ils peuvent
interpréter, selon le contexte, une lettre ou des mots, comme variable ou comme une

inconnue.

76 Selon Filloy et Rojano (1984), les problémes dont la résolution se raméne i ce type d’équation
marquent une coupure didactique car, n'étant pas résolubles facilement par Parithmétique, ils
nécessitent d’opérer sur I'inconnue.
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Une activité de ce genre nous apparait tout a fait pertinente dans lintroduction de
lalgébre. En effet, il est indéniable qu'elle peut aider Péléve 3 s'initier 2 la pensée
analytique, ce qui nous parait souhaitable dés le début de 'apprentissage de l'algébre.

Dans une troisitme étude, Kieran et al. ont tenté de faire passer les éléves de
représentations algorithmiques 32 des représentations algébriques plus standard de
relations fonctionnelles:

[...] students [are] attempted to make the transition from the procedural
representation of CRAPACE to the more traditional forms of algebraic
notation for equation (but without the equal sign) and to deal with the
associated use of parentheses, order of operations, shortening of variables
names, and the conventions for implicit multiplication. (Kieran et al.,
1996, p. 265-266)

Une étude de Luckow (1993), dans le cadre du méme programme de recherche, a révélé
que les éléves ne semblent pas avoir de problémes a utiliser une lettre pour remplacer
une phrase par des mots, ou utiliser des parenthéses pour grouper une expression, ou
encore a omettre Pécriture du signe de multiplication (#4/4). En revanche, rapportent
Kieran et al., les éléves ont éprouvé des difficultés 3 utiliser 1a méme variable plus d’une
fois sur une méme ligne. Par exemple :

In condensing the following two-line program :

Price of pen X 3 gives price of watch

Price of pen + price of watch gives total cost

Into a one-line program :

price of pen + (price of pen X 3) gives total cost

the students had the tendency to suggest :

(price of pen X 3) + price of watch gives total cost

in order to avoid having the same variable mentioned twice on the same
line. Which looked incorrect to them (Kieran et al., 1996, p. 266)

Ils ont également eu des difficultés i remplacer une variable (ou une expression
représentant une variable) par une variable équivalente plus d’une fois dans la
représentation algorithmique d’une relation fonctionnelle. Par exemple, pour réduire le
nombre de lignes d’un programme du gente :

x+ 80 gives y
6 gives 7
x+z gives g
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J-3 gives b
I'éléve écrit :
(>+ 80)/6 gives 2z
x+ 7 gives a
J=z gves b

semblant incapable de remplacer y par (x+80) partout ol y apparait. Mais la simplficarion
a été la difficulté la plus importante rencontrée par les éléves et identifiée par Luckow.
Les éléves semblaient incapables d’utiliser spontanément quelques transformations
syntaxiques pour simplifier la représentation algorithmique d’une relation entre des
variables d’un probléme i contexte. Kieran et al. donnent Pexemple suivant :

For example, the problem :

A group of girl guides went on a 3-day bicycle trip which covered a total
distance of 256 km. On the second day, they covered 23 km more than
the first day. On the third day, they did 30 km less that the second day.
How many km did they cycle on the first day ?

led to functional algorithm such as:

x+ (x+23) + ((x+23) - 30) gives T

When asked if they could write this in a shorter way, they removed the
parentheses. But said that they could not abbreviate it any further. Yet a
follow-up interview involving similar expressions in 2 non-contextualized
setting that reminded them of the algebra they were doing in class
suggested that they could simplify further, as long as the expression was
not tied to a particular context. (Kietan et al., 1996, p. 267)

Ces auteurs avancent que la smplification requiert Pabandon de la signification
contextuelle de I'expression, chose que les éléves ne semblent pas encore capables de
réaliser. Nous avons déja souligné ce type de difficulté lorsque nous avons parlé de
Phabileté 4 manipuler des expressions algébriques (3.3.3): lorsqu'on manipule une
expression algébrique, I'attention doit étre portée uniquement sur les régles du calcul
algébrique que I'on applique, indépendamment de la signification des variables et des
opérations en jeu. (Ainsi, dans le probléme ci-dessus, il faut arriver 4 oublier que x
représente «le nombre de kilométres parcouru le premier jour» pendant que Fon

transforme les expressions algébriques.)

Dans une quatriéme étude, Kieran et al se sont intéressés i l'udlisation des

représentations graphiques comme outil de résolution de problémes. L’environnement
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CARAPACE permet de représenter dans un repére cartésien les points dont les
coordonnées sont formées des imputs et des owsputs d’une relation fonctionnelle. L'éléve
a la possibilité de changer d’échelle ou de faire un «zoom» et de visualiser l'effet produit
sur le graphe initial Kieran et al ont conclu notamment que la représentation
graphique est plus efficace que la représentation tabulaire dans le cas ou il s'agit de

trouver de multiples solutions de relations fonctionnelles non linéaires.

Dans une cinquiéme étude, Kieran et al. ont identifié plusieurs difficultés rencontrées
pas les éléves dans des activités ou il s'agit de produire, modifier ou interpréter des
graphes. Ils ont observé qu’au début les éléves n’établissaient pas de liens entre Ia
représentation graphique et la représentation algorithmique de relations fonctionnelles.
De méme, ils n’ont pas immeédiatement utilisé la stratégie d’approximations successives
comme ils I'avaient fait dans le contexte numérique. Ces auteurs ont aussi noté la
tendance des éléves a se baser sur I'apparence du graphe et i extrapoler i partir de ce
qui est visible. Comme dans le cas des représentations tabulaires, les éléves utilisent des
stratégies de résolution de problémes en se basant uniquement sur Pordre des relations
et la reconnaissance de régularités. Ce qui pousse Kieran et al. 2 affirmer : «It seemed
that when the student moved from the explicit computational representation to another
in which the computations were less explicit, they had a tendency initially to generate
other testing mechanisms» (Kieran et al, 1996, p. 276).

Kieran et al. ont mené une sixiéme étude a propos des difficultés des éléves 2 agir
syntaxiquement sur des expressions algébriques ayant une connotation sémantique. Ils

rapportent exemple de Kim, un éléve de 14 ans, non encore initié au langage formel
algébrique :

He was asked to enter the program "3(x+5) gives k" and to try to create
another program without parentheses that would give the same graph. He
thought for a while and then began to write down a table of values (with
inputs of 0, 1, 2, 3). He calculated the differences between successive
output values and thus was able to come up with the program "15 + x x 3
gives k". When asked by the interviewer if he could go directly from
"3(x+5)" to "15 + x X 3," he said he could not. (Kieran et al , 1996. p.
273)
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Et les auteurs de conclure :

This example suggests quite dramatically that students who have not yet
learned to carry out some basic symbol manipulation might be hampered
in their explorations of alternate forms of expressions and in their
attempts to generate equivalent expressions of a function. (#bid.)

En conclusion, dans I'ensemble des travaux, Kieran et al. proposent une approche
«fonction» de I'algébre en tentant d'y intégrer approche ddangagen. Le fait d'initier les
éléves 3 une forme du langage algébrique s’approchant du langage naturel nous apparait
une idée pertinente. Toutefois, cette approche met surtout l'accent sur le rdle
représentatif et descriptif du langage et pas assez sur son rdle transformant et

générateur:

We think that the activities involving the translation of functional
situations into algebraic language, followed by numeric and graphical
analysis, can be an interesting candidate for minimal algebraic knowledge.
When one thinks about it, the knowledge and abilities thus acquired
constitute an acceptable base for the majority of personal and professional
needs. The practice of symbolic manipulation techniques could be left to
students who are more specifically intezested in a scientific career, it being
understood that the potential role of computer symbolic manipulation
systems needs also to be taken into consideration. (p. 292)

A notre avis, ne pas entrainer les éléves 2 la manipulation d'expressions algébriques au
tout début de I'apprentissage de I'algebre (surtout lorsqu'il a lieu tot dans le cursus
scolaire) peut étre compréhensible, mais il arrive un moment ou les éléves doivent, au
minimurn, savoir réaliser un calcul algébrique dans des cas simples (par exemple :
simplifier I'expressions algébrique : 1 + x + 2 — x = 3 ) sans recourr 4 un outl
technologique. On comprend que la maitrise du calcul algébrique n'est pas facile i
réaliser par les éléves, mais elle reste un aspect important de lalgébre qu'il faut

considérer sérieusement.

Par ailleurs, comme nous I'avons souligné précédemment, une utilisation intensive
d'outils technologiques dans des activités de résolution de problémes n'incite pas les

éléves i raisonner de maniére analytique; et, par conséquent, elle ne favorise pas le
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développement de la pensée analytique, une composante essentielle de la pensée
algébrique.

Méme s'ils favorisent une approche basée sur le concept de fonction, Kieran et al
soulignent la multiplicité des aspects de I'algébre :

[A]lgebra is more than a tool with which to solve problems — it is a
notation, a set of transformations, a way of mathematizing situations, ..
But algebra is again more than all of this, for its notations hide underlying
concepts, such as unknown, variable, function, equation and so on. Thus,
introducing algebra in a function-oriented, problem-solving environment
provides students with only part of the picture of algebra. (Kieran et al.,
1996, pp.277-278)

6.4.1.4 La perspective amodélisation» dans l'introduction de algébre

Toujours dans le méme 'ouvrage collectif, Nemirovski propose une approche basée sur
la notion de réat mathématigue, laquelle serait, selon lui, au cceur de la modélisation

mathématique. Le mot réa? est ici entendu au sens de Labov :

We define narrative as one method of recapitulating past experiences by
matching a verbal sequence of clauses to the sequence of events which (it
is inferred) actually occurred. (Labov, 1972, p. 359; cite dans Nemirovski,
1996, p. 198)

Un récit mathématique est alors, selon Nemirovski, un réa? articulé avec des symboles

mathématiques (fbid). 1l en donne 'exemple suivant :

(a) First it rained mote and more and it started to become steady (pointing
to piece 2 of Graphl).

(b) then it rained steadily (making piece b of Graph 1)

(c) then it rained more and more (pointing to piece ¢ of Graph 1)
(Nemirovski, 1996, p. 199)

Amount of
1 rain per day
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Sans étre une chronologie, un récit est une suite d’épisodes ordonnés temporellement,
scindant ainsi 'événement 4 «racontenr. Ainsi, dans 'exemple précédent, trois épisodes
forment le récit. Selon Nemirovski, de telles activités construction de récits mathématiques
sont pertinentes dans introduction de I'algébre, parce qu'elles initient les éléves i la
généralisation mathématique. Se demandant quel rapport elles ont avec Falgébre, il
affirme :

If we frame our understanding of the nature of algebra by the dialectic
between mathematical generalization and specialization (Mason, 1996), it
becomes clear that easly algebra must have its roots in the experential
domains that childten bring to the meaningful encounter with
mathematical generalization. It is through the construction of
mathematical narratives — our interpretation of modeéing — that children’s
experiences with change, that is, with the different ways change occurs,
become the subject of mathematical generalization. (Nemirovski, 1996, p.
217)

En conclusion, l'idée de construction de récits mathématiques est intéressante pour
initier les éléves 4 la modélisation algébrique. L'approche proposée par Nemirovski

reste toutefois limitée en ce qui concerne les autres aspects importants de I'algebre.
6.4.2 Une approche proposée par Yves Chevallard

S’intéressant 4 la problématique du passage de I'arithmétique a P'algébre au collége en
France”’ (Chevallard, 1985, 1989, 1990), Chevallard formule le probléme de la maniére

suivante :

est-il possible de définir un &at du systime d'enseignement (C’est-i-dire un

curriculum) qui détermine un rapport officiel 2 Palgébrique plus /doine aux

tiches auxquelles Palgébrique sera employé notamment au lycée ?

(Chevallard, 1989, p. 49)
Autrement dit, Chevallard cherche i déterminer un curriculum d’algébre qui permettrait
4 Péléve de maitriser le langage algébrique formel d’une maniére fonctionnelle. 11 fixe
alots les deux objectifs suivants pour I'enseignement de Palgébre au collége:

7 Le collége en France correspond i la période scolaire s'étalant de la sixiéme année primaire a la
deuxiéme année secondaire dans le systéme québécois, ou de la sixiéme i la neuviéme années de
I'enseignement fondamental marocain.
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Premier objectif, cet enseignement doit assurer un maniement forme/
satisfaisant du calcul algébrique, soit, dans sa version la plus développée,
du calcul dans le corps R(x) des fractions rationnelles — objectif
spécialement important pour les éléves qui poursuivront leurs études au-
deli du collége. (Chevallard, 1989, p.52)

Il dent & préciser que la maitrise formelle du calcul algébrique n’est en rien synonyme
d’'un enseignement «formeb ou dformaliste» du calcul algébrique. 11 ajoute que ce
dernier ne peut s'accomplir que par le moyen d'extensions successives des systémes de
nombres, ce qui 'améne i préciser le second objectif :

La maitrise de la dialectique entre maniement formel du calcul algébrique
(.} et connaissance des systémes de nombres constitue alors un second
objectif de l'enseignement de l'algebre au collége. Cet objectif dérive
d’'une double observation : i ne peut y avoir maitrise du calcul algébrique
fonctionnel sans que I'on fasse droit aux emplois du calcul algébrique sans
que s’instaure une dialectique entre numérique et algébrique. (Chevallard,
1989, pp. 52-53)

Chevallard trouve alors en la modélisation, la notion-clé pour assurer le développement
par 'éleve d'une maitrise formelle du calcul fonctionnel (jbid.). 11 avance que ce processus est
récurrent:

{..] tout objet mathématique est le fruit d’une modélisation (éventuellement
intramathématique). Cet objet mathématique peut i son tour étre pds
pour mathématisé dans une étude de niveau supérieur, appelant d’autres
outils d’étude. On aboutit ainsi 4 une succession de modélisations et 4 une
suite de modéles. (Chevallard, 1989, p. 57)

Il ajoute plus loin:

La fonctionnalité du calcul algébrique quunc perspective  de
renouvellement curriculaire doit viser suppose ainsi, précocement, empioi
de paramétres, suscite la réappropriation de la notion de formu/e (en mettant
en avant autant leur production que leur mise en auvre); et conduit i
envisager la familiarisation, précoce tout autant avec la notion de forction.
(Chevallazd, 1989, pp. 65-66)

Finalement, 'approche que Chevallard entend promouvoit pour Penseignement de
P'algébre au collége tient compte d’'un ensemble d’options curriculaires, notamment les
suivantes: 'enseignement de Palgébre doit se baser sur Parithmétique; I'introduction du
calcul algébrique formel doit se faire de maniére dialectique avec les extensions

successives des systémes de nombres; la modélisation algébrique doit étre wutilisée
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comme outil méthodologique pour développer le calcul algébrique formel lui-méme et
pour employer le calcul algébrique pour I'étude d’objets mathématiques ou non — ce qui
garantit, pense Chevallard, que la maitrise du calcul formel sera fonctionnelle; la
pratique de la modélisation appelle 4 s’intéresser assez t6t a apprentissage des concepts
de paramétre et de fonction.

1l apparait donc que I'approche de Chevallard entend combiner 2 la fois les approches
dangage», «amodélisation» et «structuresy. L’idée est, d’une part, de construire les
espaces de calcul algébrique liés aux systémes de nombres de maniére progressive selon
Pextension des systémes de nombres et, d’autre part, d'utiliser la modélisation

algébrique afin que la maitrise du calcul algébrique soit fonctionnelle.

L’élargissement de la noton de modélisation chez Chevallard (voir 2 ce sujet la section
3.3.2), sa caractéristique d’étre un processus récurrent et le fait que la relation entre
systéme et modéle soit réversible, permettent d’envisager la modélisation comme un
moyen pour traiter I'algébre 2 la fois comme objet et comme outil d’étude. Ainsi
élargie, I'utlisation de la modélisation mathématique comme /itmotiv du cutriculum
permet d’envisager un curriculum d’algebre intégré & d'autres branches mathématiques,
voire méme 4 d’autres disciplines scolaires. Par exemple, un systéme de deux équations
du premier degré i deux inconnues peut étre modélisé par deux droites du plan; il vient
alors que ce systéme posséde une solution, une infinité de solutions ou aucune solution
selon que les droites sont sécantes, en un point, confondues ou paralieles disjointes,
respectivement. A linverse, a partir des équations des deux droites, on peut établir

algébriquement ces résultats géométriques.

La prncipale difficulté dans Pactivitt de modélisation est qu’il faut disposer de
connaissances du modéle modélisant le systéme i I'étude pour pouvoir transférer

certaines de ses connaissances a ce systéme.

Selon Chevallard, pour que son approche soit possible:
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dominant dont l'apprentissage est visé (le calcul algébrique id) soit
coprésent aux outils dont la disponibilité est nécessaire pour mener i bien
une étude significative. C’est poser li un probléme d'écologie didactique
des objets de savoir qui se révéle étre d'une extréme difficulté.
(Chevallard, 1990, p. 31)

La principale nouveauté dans l'approche proposée par Chevallard est de nature
méthodologique et consiste 4 utiliser la modélisation mathématique comme moyen
pour développer le curriculum de mathématiques. Pour lui, Papprentissage du langage
algébrique demeure le principal objectif de I'apprentissage de l'algébre et le contenu
algébrique a enseigner reste globalement inchangé. De plus, 2 notre connaissance,

Chevallard ne parle jamais de pensée algébrique.
6.4.3 L’approche multi-intégrée proposée par James Kaput

Dans la section 3.5.3 nous avons déja parlé de cette approche et montré que notre
modeéle théorique M.I.A.P.A tient compte des divers aspects de algebre et de [a pensée
algébrique sur lesquels elle se trouve basée. Rappelons que dans sa proposition, Kaput
insiste sur PFimportance de prendre en considération cinq aspects de I'algébre—ou cinq
formes intereliées de raisonnement algébrique, comme il Pa écrit plus tard (Kaput,
1998) :

* [Kernel] Algebra as Generalizing and Formalizing Patterns and
Constraints, especially, but not exclusively Algebra as Generalized

Arithmetic Reasoning and Algebra as Generalized Quantitative Reasoning
* [Kemel] Algebra as Syntactically Guided Manipulation of (opaque)
Formalisms

* [Mathematical Topic] Algebra as the Study of Structures Abstracted
from Computations and Relations

* (Mathematical Topic] Algebra as the study of Functions, Relations and
Joint Variation

* Algebra as a Cluster of Modeling Languages and Phenomena-Controlling
languages (Kaput, 1995).

Il apparait ainsi clairement, selon notre terminologie, que Kaput décrit ici une approche

«mixte» de lalgeébre, intégrant les approches «langage»s, «structures», «fonction» et



221

«modélisation». De plus, dans sa proposition, se trouvent mentionnées quelques

composantes de la pensée algébrique.

Un élément intéressant i souligner dans le travail de Kaput est qu'il utilise des activités
de simulation assistées par otdinateur de phénomeénes physiques tel que le mouvement
d’un mobile, activités qui aménent les éléves a construire des modéles algébriques de
phénoménes physiques et 4 tester leur validité

La proposition de Kaput semble proche de la nétre, bien que le cadre conceptuel sur
lequel elle s’appuie soit différent du ndtre. En premier lieu, Kaput ne semble pas
encore faire une distinction claire entre I'algébre et la pensée algébrique ; il parle tant6t

de cinq aspects de l'algébre et tant6t de cinq formes de raisonnement algébrique.

En deuxiéme lieu, Kaput ne dégage pas suffisamment les composantes essentielles de la
pensée algébrique. Par exemple, il ne souligne pas le rile de la pensée analytique en

algébre, pourtant trés important.

En troisiéme lieu, le sens de certains des termes qu'il utilise n’est pas bien délimité. Par
exemple, lorsqu’il patle de l'algébre comme étude de fonctions, de relations et de
variation, il ne précise pas de quel type de fonctions il s’agit. (Rappelons que dans la

section 3.3.1.2 nous avons pris position 2 ce sujet.)

6.44 Propositions du National Council of Teachers of Mathematics

(NCTIM)

Le NCTM™ fait partie des principaux acteurs qui participent 2 leffort de
reconceptualisation de Palgébre enseignée i Pécole. Depuis la fin des années 1980, cette
importante association a organisé divers congrés et forums de discussion sur Palgebre
scolaire et mis sur pied le groupe de travail «Algebra Working Group» (AWG) chargé

" Le NCTM est la plus importante association d’enseignants des mathématiques en Amérique du
Nord.
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spécifiquement de présenter une nouvelle vision de Palgébre scohire. Nous
commencerons par présenter et discuter la proposition de ce groupe, puis nous
examinerons ce que le document «Principles and Standards for School Mathematics» de

2000 propose pour I'enseignement de I'algébre.
6.44.1 Une approche multi-intégrée proposée pat le groupe AWG

Dans la section 3.5.2 nous avons comparé la proposition de ce groupe 3 notre modéle
M.ILAPA. Comme lillustre la figure 3.7, Papproche didactique de I'algebre proposée
par ce groupe est une approche «mixten, puisquelle entend intégrer les approches

«langage», «modélisation», «fonction» et «structures».

Le groupe propose de construire la compréhension de concepts chez I'éléve 4 travers
des activités touchants des thémes d’étude similaires 4 ceux utilisés dans On the shosiders
of giants (NRC™, 1990), a savoir: accroissement et changement®, grandeur et forme®; données et
incertitude®® nombre; et, régulantés®. Selon les auteurs, cette collection de thémes fournit
Poccasion aux éléves d’établir des connections entre I'algébre et d’autres disciplines, et
de voir comment I'algebre peut aider 2 donner du sens 2 des modéles et régularités dans
des domaines aussi variés que la biologie et I'économie. Par exemple, I'étude de
P'accroissement de la population est un contexte en rapport avec le théme aavoissement et
changement; trouver le nombre d’autobus pour le transport d'un grand groupe de
personnes est un contexte reli¢ au théme ombre; décider comment établir une formule
pour classer les athlétes d’une discipline sportive donnée est un contexte se rapportant
au théme données. Naturellement, ces thémes d’étude ne sont pas disjoints, ils aident
Péléve 4 comprendre son monde environnant et interagir avec lui Pour un méme
théme d’étude, le contexte peut étre une application, un probléme mathématique

intéressant, voire un contexte culturel ou historique. Nous trouvons intéressante lidée

7 National Research Council
8 Growth and change

81 Size and shape

82 Dat2 and uncertainty

8 Patterns
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d’organiser Je curriculum d’algebre autour d’un petit nombre de thémes importants.
Nous y reviendrons dans le prochain chapitre.

6.44.2 L’algébre dans les «Principles and Standards for School Mathematics» de
2000, du NCTM

Les «Principles and Standards for School Mathematics» de 2000 que le NCTM rendra
publics en avdl 2000 s’inscrivent dans la continuité des «Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics» précédents (NCTM, 1989), mais avec quelques
changements, dont Pun des plus significatifs est la proposition de dix standards
s'appliquant 4 fouses les classes du cursus scolaire du préscolaire i la douziéme année.
En effet, soulignent les auteurs des nouveaux standards du NCTM3 :

A significant change between the Curriculum and Evaluation Standards
for School Mathematics (NCTM 1989) and this draft of Princples and
Standards is that there are ten standards, and each applies across the pre-K-
12 grade span. Within each standard, a small number of focus areas is
identfied. (NCTM, 1998, p. 46)

Ces dix standards, sont scindés en deux parties:

Five standards desctibe the mathematical content that students should
learn :

Number and Operations

Pattemns, Functions, and Algebra

Geometry and Spatial Sense

Measurement

Data Analysis, Statistics, and Probability

Five standards describe the mathematical processes through which
students should acquire and use their mathematical knowledge:
Problem Solving
Reasoning and Proof
Communication
Connections

Representation
(NCTM, 1998, p. 46)

Chacun des dix standards est explicité au moyen de deux i quatre objectifs généraux,
qui sont par la suite détaillés pour chacun des quatre niveaux : préscolaire 4 2¢ année, 3¢

a 3¢ année, 5¢ 2 8 année et, 9¢ i 12¢ année. Par exemple, le standard «Patterns,
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Functions, and Algebra», qui nous intéresse tout particuliérement et que nous allons
analyser plus loin, est précisé ainsi :

Mathematical instructional programs should include attention to patterns,
functions, symbols, and models so that all sadents—

¢ understand various types of patterns and functional relationships;

¢ use symbolic forms to represent and analyze mathematical situations
and structures;

® use mathematical models and analyze change in both real and
abstract contexts.
(NCTM, 1998, p. 56)

Le choix des mémes standards pour tous les niveaux du cursus scolaire, depuis le
préscolaire jusqu’a la douziéme année, a de quoi séduire. En effet, il semble apporter
une certaine cohérence longitudinale aux curriculams des mathématiques en question.
Il permet, notamment, une meilleure compréhension des transitions d’un niveau
d’étude au suivant. Cependant, il a occasionné un certain nombre de contraintes. Par
exemple, il a fallu élargir Pinterprétation 4 donner a certains standards de contenu
mathématique de fagon qu'ils puissent s’appliquer du préscolaire a la douziéme année.
Ainsi, il a fallu «prolonger vers le hauo le standard «Number and Operationn. En effet,
dans le document de 1989, il ne s’appliquait que de Ia matemelle 4 la huitiéme année,
tandis que dans le rapport d’avril 2000, il est applicable du préscolaire a la douziéme
année. De méme, il a fallu «prolonger vers le bas» le standard «Algebra» qui, dans le
document de 1989 ne s’appliquait qu’a partir de la cinquiéme année. Dans le document
d’avril 2000, il a fait place au standard «Patterns, Functions, and Algebra», qui apparait

maintenant du préscolaire a la douziéme année.

Il est alors intéressant de se demander comment cette réorganisation des standards 2 eu
des répercussions en ce qui conceene l'algébre. Existe-t-il une différence significative
entre la vison de Palgébre des Standands de 1989 et celle des Prinaples and Standards de
2000°?

Relatons un fait remarquable qui témoigne, nous semble-t-il, de la difficulté des auteurs
des Principles and Standards de 2000 i se mettre d’accord sur la signification de P'algébre :
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le mot a/gébre ne figure pas seul dans le titre du standard correspondant, il se trouve
accompagné des mots patterns et fonctions. Ce qui laisserait entendre que P'étude des
patterns et des fonctions ne fait pas partie intégrante de l'algébre! On peut
comprendre que les auteurs veulent insinuer que dans ce standard se trouve inclus
méme P'étude des patterns et fonctions de nature non algébrique®s. Mais ce moyen
permet aussi, nous semble-t-il, d’éviter le débat i savoir s’il faut oui ou non inclure les
patterns et les fonctions en algébre. En outre, le titre méme de ce standard laisse entrevoir
la maniére dont il a été conceptualisé, 2 savoir comme la fusions des deux anciens

standards «Algebra» et «Patterns and Functions».

En effet, dans les Standards de 1989, le terme «algebra» n'est pas associé aux termes
«patternsy et fonctions» («Algebran est un standard pour les niveaux 6¢ a 8¢ année et 9¢ 2
12¢ année, «Patterns and Relationships» est un standard pour le niveau maternelle 2 2¢
année et 3¢ 3 5¢ année, il est remplacé par le standard «Patterns and Functions» dans le
niveau 6¢ 4 8¢ année, qui est lui-méme remplacé par le standard «Functions» dans le
niveau 9¢ & 12¢ année, le mot «patterns» ayant disparu.). En ce qui concerne Palgebre,

des Standards de 1989 aux Principles and Standards de 2000, il y 2 donc eu une extension
polysémique du signifiant.

Examinons maintenant comment le standard «Patterns, Functions, and Algebra» des

Principles and Standards de 2000 est explicité 4 travers les différents niveaux d’étude.

L’étude des patrons, des fonctions et de I'algébre doit, estiment les auteurs, commencer
de maniére informelle dés la matemelle et progresser en se sophistiquant et en

s’approfondissant tout au long du cursus.

Pour le niveau préscolaire i 2= année, le standard «Patterns, Functions and Algebra» est

explicité ainsi :

85 Comme par exemple les pattems du type : ABBABBABB...



Understand various types of pattemns and functional relationships
In grades pre-K-2, all studeats should-

e sort and classify objects by different properties;
¢ order objects by size or other numerical property (seriation);

¢ identify, analyze, and extend patterns and recognize the same
pattern in different manifestations;

® describe how both repeating and growing patterns are generated.

Use symbolic forms to represent and analyze mathematical
situations and structures
In grades pre-K-2, all students should-
o illustrate general principles (e.g, commutativity) using specific
numbers;
¢ understand reversal of operation;
¢ use concrete, pictorial, and verbal representations of numerical
situations, including invented notation;
e use appropriate symbolic representation of mathematical situations.

Use mathematical models and analyze change in both reeal and
abstract contexts
In grades pre-K-2, all students should-
e make comparisons and describe change qualitatively (e.g., taller
than);
¢ make comparisons and describe change quantitatively (e.g., 3 inches
taller);
e model concrete situations using addition and subtraction of whole

numbers.
INCTM, 1998, p. 117)

Il apparait que les auteurs des Prinaples and Standards de 2000 considérent la période
allant du préscolaire 2 la deuxiéme année comme une phase préliminaire d'exploration
de concepts algébriques et de développement d'un langage pour représenter et décrire
des généralités (régles, régularités, etc.). Dans un tel cas, 'enseignant doit étre capable
de reconnaitre les savoirs et savoir-faire algébriques (comme la propriété d'une

opération) que les éiéves appliquent et de les amener i en étre conscients.

When children break apart numbers and rearrange them (such as adding 8
+ 5 and thinking ‘8 + 2 is 10 and 3 more is 13’), they are applying the
associative property of addition. While it is not essential to introduce
vocabulary such as ‘commutativity’ or ‘associativity’ at this age, it is
important for the teacher to be aware of the algebraic properties used by



227

the children and to help students develop an awareness of what they are
doing, (p. 119).

Pour le niveau 3¢ 4 5¢ année, le standard «Patterns, Functions and Algebra» est explicité
ainsi :

Understand various types of pattems and functional relationships
In grades 3-5, all students should-

o identify, describe, and extend geometric and numeric patterns
including growing and shrinking patterns;

® represent and record patterns using tools such as tables and graphs;

¢ identify and describe relationships between two quantities that vary
together (e.g., the length of a square and its area);

e investigate and describe situations involving inverse relationships
(e.g., the more friends the fewer the cookies for each person, the
larger the denominator in a unit fraction the smaller the quantity);

o identify, express, and verify generalizations and use them to make
predictions (e.g., doubling 2 number then doubling again is the
same as multiplying by four).

Use symbolic forms to represent and analyze mathematical
situations and structures
In grades 3-5, all students should-
¢ identify and use relationships between operations to solve problems
(e.g. multiplication as the inverse of division);
¢ identify and use algebraic properties of operations to solve
problems, e.g., 28 X 7 is equivaleat to (7 X 20) + (7 X 8) or (7 X
30) - (7 x 2);
o develop the concept of variable as a useful tool for representing
unknown quantities;
® use variables (boxes, letters, or other symbols) to solve problems or
to describe general rules.

Use mathematical models and analyze change in both real and
abstract contexts
In grades 3-5, all students should-
¢ represent and investigate how a change in one variable relates to the
change in a second variable (e.g., the height of a plant over time);
¢ identify and describe situations with varying rates of change (e.g., 2
fund-raising effort brought in a small, steady amount of money in
the beginning, but more each day as the deadline approached).
(NCTM, 1998, pp. 163-164)

A ce niveau, selon les auteurs, les éléves développent des idées algébriques quand ils

construisent ou identifient des patrons numériques ou géométriques, décrivent
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verbalement des patrons et les représentent i Paide de tableaux ou symboles, cherchent
et appliquent des relations entre des quantités qui varient pour faire des prédictions,
élaborent des généralisations (ou régles) et les vérifient, utilisent des graphes pour
décrire des patrons et faire des prévisions, ainsi que pour explorer des propriétés
numeériques. Les éléves explorent aussi la notion de variable et commencent i Putiliser

comme «placeholder pour représenter une inconnue ou une quantité qui varie.

Egalement, les éléves sont amenés a découvrir les régles du calcul algébrique (propriétés
des opérations et transformations algébriques), valides dans les systémes classiques de
nombres, par des généralisations a partir de cas particuliers numériques ou par
['udlisation de modéles géométriques :

Examples of algebraic properties such as commutativity, associativity, and
distributivity of multiplication arise as students work with numbers and
should be the focus of informal discussion and student investigation. Is 5
X 7 the same as 7 X 5? Will such a reversing of factors always result in the
same product? What if the factors are larger? What if the factors are
decimal numbers? How can you justify that the commutative property
holds for the muluplication of any numbers? Students might use an area
model to show that 4 X 5 and 5 X 4 have the same physical representation
and the same square units of area. The same kind of model can be used
later to show that commutativity holds for fractions and decimals as well.
Studeats can also determine whether commutativity is a characteristic of
the other operations (addition, subtraction, division).

(NCTM, 1998, pp 166-167.)

A ce niveau, la notion de variable est introduite sous forme de boite, ltire ou gymbole.

As students explore patterns and note relationships, they should be
encouraged to represent their thinking. At first this can be with words
(“multiplying the number of cubes by 4 and adding 2 gives the surface area
of the tower”), and later students can also record a pattern by using
informal or formal variable notation, 4 X N + 2 = . Variable notation is
an especially important tool as students begin to wotk with
generalizations. (NCTM, 1998, p. 167)

Pour le niveau 6° 2 8¢ année, le standard «Patterns, Functions and Algebra» est explicité
ainsi:

Understand vatious types of patterns and functional relationships
In grades 6-8, all students should-



® analyze, create, and generalize numeric and visual patterns paying
particular attention to patterns that have a recursive nature;

® use patterns to solve mathematical and applied problems;

® represent a varety of relations and functions with tables, graphs,
verbal rules, and, when possible, symbolic rules.

Use symbolic forms to represent and analyze mathematical
situations and structures
In grades 6-8, all students should-
® develop a sound conceptual understanding of equation and of
variable;
® explore relationships between symbolic expressions and graphs,
paying particulas attention to the horizontal and vertical intercepts,
points of intersection, and slope (for linear relations);
® become fluent in generating equivalent expressions for simple
algebraic expressions and in solving linear equations and
inequalities;
® use symbolic algebra to represent situations and to solve problems,
especially those that involve linear relationships.

Use mathematical models and analyze change in both real and
abstract contexts
In grades 6-8, all students should-

e model and solve contextualized problems using various
representations, such as graphs and tables, to understand the
purpose and utility of each representation;

® develop an initial understanding of rate of change, with emphasis on
the connections among slope of 2 line, constant rate of change,
and their meaning in context;

e explore different types of change occurring in discrete patterns, such
as proportional and linear change.

(NCTM, 1998, pp. 221-222)

soulignent les auteurs :

It is essential that students become proficient in working with simple
algebraic expressions, including generating equivalent expressions and
using and evaluating simple formulas. By the end of the middle grades,
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A ce niveau, 'algébre est donc abordée selon plusieurs perspectives i la fois : par I'étude
de patrons, de fonctions et relations, ou langage, représentations et structures basées
sur une généralisation de Iarithmétique, ou encore comme un outil pour modéliser des
problémes et idées mathématiques (i4id) Les éléves sont initiés 4 un langage algébrique
plus formel, lequel est exploité dans la résolution d’équations linéaires. En effet,



students should be able to solve linear equations in several ways, with or
without a calculator, as appropriate. (p. 221)

De plus, les éléves sont appelés a appréhender la notion de 4néanté. Ils apprennent
également 4 distinguer les relations fonctionnelles linéaires de celles qui ne le sont pas,

et 2 relier leurs connaissances des fonctions linéaires avec les notions de rapport et de

proportion.

(...) is also critical that they develop [the students}] a concepual
understanding of variables and equations, that they learn to distinguish
linear reladonships from non-linear ones, and that they connect their
experiences with linear functions to their understandings of ratio and
proportion. Through their experiences in the middle grades, students
should develop an understanding of, and competence in, working with
linearity. (i6id)

Pour le niveau 9¢ i 12¢ année, le standard «Pattetns, Functions and Algebra» est
explicité ainsi :

Understand various types of patterns and functional relationships
In grades 9-12, all students should-

® recognize equivalent forms of an expression, equation, function or
relation;

® be familiar with classes of functions, including linear, quadratic,
power, polynomial, rational, absolute value, exponential,
logarithmic, trigonometric, and step functions; understand
piecewise-defined functions and their properties; analyze the
effects of parameter changes; and describe local and global
behavior;

® select appropriate representations (aumerical, graphical, verbal, and
symbolic) for the functions and relations embedded in quantitative
situations, convert flexibly among representations, interpret
representations, and use them to interpret the situations
represented;

e use a variety of symbolic tepresentations, including recursive
definitions and parametric equations, to explore the behavior of
functions and relations;

® reason (from graphs, tables, and formulas) about functions derived
from other functions via transformation (e.g.,, g(>x) = 3 f(x - 2) +
5), inversion, composition, and arithmetic combination.

Use symbolic forms to represent and analyze mathematical
situations and structures
In grades 9-12, all students should-
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® represent situations that involve variable quantities with expressions,
equations, inequalities, and systems of equations using a variety of
equivalent forms;
® develop fluency operating on polynomials, vectors, and matrices
using by-hand operations for the simple cases and using
technology for more complex cases;
e understand symbolic algebra as abstracted arithmetic;
® be able to explain, compare, and contrast the major properties of the
objects and operations defined within and across systems (e.g,
rational numbers, polynomials, matrices, and functions) as they
follow certain rules or laws of structure;
® develop strategies for deciding whether symbolic results generated
with technological tools are reasonable, and interpret such results
in meaningful ways.
Use mathematical models and analyze change in both real and
abstract contexts
In grades 9-12, all students should-
® model a wide range of phenomena with a variety of functions
including linear, quadratic, exponential, rational, trigonometric, and
recursively defined functions and recognize that a particular type
of function can model many different situations;
¢ approximate and interpret accumulation and rates of change, both
graphically and numerically, for functions representing a variety of
situations;
® approximate and find intercepts, local extreme values, and
asymptotic behaviour of functions, and interpret such results in
given contexts.
(NCTM, 1998, pp. 282-283)

A ce niveau, comme on le constate, les objectifs généraux visés en algébre sont bien
plus ambitieux qu'aux niveaux précédents. Tous les aspects de Palgébre, langage,

fonctions modélisations et structures y sont présents.

En conclusion, on peut affirmer que le document Principles and Standards pour 2000 du
NCTM propose une approche didactique «mixte» de I'algébre qui prend en compte tous
ses aspects importants. Cependant, il nous semble qu'elle n’est pas fondée sur une
vision suffisamment claire et précise de lalgébre et de la pensée algébrique. Ceci est dij,
nous semble-t-il, a I'inexistence d’un cadre théorique de référence explicite de Palgébre
et de la pensée algébrique obtenu i partit d’une analyse épistémologique. En

particulier, en accordant une importance exagérée au processus de généralisation, les
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auteurs des nouveaux standards semblent penser que la pensée algébrique se réduirait i
cette seule composante essentielle, passant sous silence l'habileté a penser

analytiquement, autre composante essentielle de la pensée algébrique.

6.5 DISCUSSION ET CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons érudié notre premiére question de recherche QOwelle
approche didactique uiiliser dans lenseignement de lalgébre dans [éducation de base 7 Aprés avoir
présenté les approches didactiques dlangage, «structures», «modélisation» et «fonctions»
pouvant étre transposées du modéle MIA.P.A, nous avons soutenu que dans
I'enseignement de l'algébre dans I'éducation de base, il y a lieu d'utiliser une approche
didactique «wmixte», intégrant de maniére cohérente les quatre approches précédentes.

Nous avons ainsi répondu 2 notre premiére question de recherche.

Ensuite, nous avons analysé les approches utilisées traditionnellement dans
l'enseignement de Palgébre : «arithmétique généraliséen, «langage» et une approche
basée sur les extensions successives des systémes de nombres. Nous avons également
analysé des propositions récentes pour l'enseignement de l'algebre, notamment celles
qui sont présentées dans I'ouvrage collectif: Approaches to Algebra : Perspectives for Research
and Teaching (Bednarz, Kieran, Lee ; 1996), une approche proposée par Chevallard, une
autre par Kaput et deux propositions récentes du NCTM, la premiére proposée par le
groupe de travail sur l'algtbre AWG du NCIM et la seconde, dans le document
Principles and Standards de 2000 du NCTM. La plupart de ces auteurs adhérent i notre
point de vue, a savoir : dans l'enseignement de I'algébre, il faut tenir compte de
plusieurs aspects de 'algébre. Egalement, I'analyse de toutes ces propositions nous a
permis, d'une part, de confirmer la pertinence des approches angage», «structures»,
«modélisation» et «fonctions» dans l'enseignement de l'algébre i l'école de base et,
d'autre part, de constater qu'il n'est proposé aucun autre aspect essentiel de I'algébre

dont nous n'avons pas tenu compte.
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Par ailleurs, ces propositions nous ont apporté des éclairages intéressants sur certains
aspects de l'algébre et de la pensée algébrique et proposent un certain nombre d'idées et
de modalités applicables dans I'enseignement de l'algébre. (Nous allons exploiter
certaines d'enttes elles dans la formulation de principes directeurs au prochain
chapitre). Cependant, il nous a semblé que chacune de ces propositions, ou bien
n'explore qu'un aspect particulier de l'algébre (comme le cas de toutes celles présentées
dans louvrage collectf Approaches to Afgebra : Perspectives for Research and Teaching
(Bednarz, Kieran, Lee ; 1996)), ou bien elle tient compte de tous ses aspects importants
mais présente quelques failles. Dans ce demier cas, on peut citer la proposition de
Kaput, et les deux propositions du NCTM qui, par exemple, ne distinguent pas
clairement entre l'algébre et la pensée algébrique et ne soulignent pas l'importance de

Thabileté 4 penser analytiquement en algébre.

En revanche, notre cadre conceptuel concernant I'algebre et la pensée algébrique nous a
permis souvent d’éviter certaines confusions et de ne pas trop élargir inutilement la
vision de I'algébre jusqu’a diluer complétement sa signification. Par exemple, pour
nous une activité mathématique o une opération n’est pas en jeu n'est pas une activité
algébrique; en algébre on reste dans le cadre des processus finis seulement, ce qui
élimine P'étude de plusieurs fonctions en algébre. De plus, notre cadre conceptuel
précise le sens des termes et concepts utilisés tout en distinguant clairement Palgébre de
la pensée algébrique.

En conclusion, nous considérons que nous avons répondu a la premiére question de
recherche Quelle apprache didactigue wiiliser dans lenseignement de l'aigibre dans ['éducation de
base? 1l s’agit d’une approche didactique «mixten, intégrant de maniére cohérente les
approches «angage», «structures», «fonction» et amodélisation».



Chapitre 7

Principes a la base d’un
curriculum renouvelé d’algebre
pour ’éducation de base
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7.1  INTRODUCTION

Dans ce septiéme chapitre, nous présentons notre réponse a la deuxiéme question de
recherche: Sur quels principes peut-on se baser pour évaluer ou construire un

curriculurn d’algébre pour tous véritablement adapté 2 la scolarité de base ?

Nous allons tépondre a cette question en nous appuyant sur tout ce qui précéde,
notamment sur notre cadre conceptuel concernant I'algébre et la pensée algébrique
(chapitre 3) et la notion d’éducation en algébre pour tous, ainsi que sur notre étude au

chapitre 6 des approches didactiques de Palgébre  'école de base.

Tel qu'indiqué dans le titre de ce chapitre, nous ne visons que P'école de base et non
Pécole en général. Nous ne nous préoccupons pas ici de l'algébre que Pon devrait
enseigner i une minorité d’éléves a la fin de Pécole secondaire en préparation i des
études supéreures bien qu’il s’agisse 1z d’un probléme important. D’un autre c4té, les
principes que nous allons présenter visent I'ensemble des années de Pécole de base et

non un niveau spécifique en particulier.

Ces principes sont de nature générale et ont des implications sur différentes
composantes du curiculum. Dans leur présentation, nous allons énoncer des
indicateurs qui pourront aider a juger si ces principes sont réalisés ou non par un
curriculum. Dans la section qui suit, nous commengons par préciser la nature de ces

indicateurs.

7.2 RECHERCHE D’INDICATEURS

Les principes que nous allons formuler dans la prochaine section, ne peuvent pas étre
directement utilisés pour construire ou analyser un curriculum d’algebre pour tous.
Chacun d’eux, en effet, devrait étre accompagné d’un indicateur qui le rend plus

opérationnel. En adaptant une définition proposée par Voyer (1994), nous définissons
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un indicateur comme un ensemble d'éléments informationnels sigmificatsfs, peryus, trastés et présentés
dans l'sptique d'évaluer le degré de concrétisation d'un principe dans un curriculum d'algébre pour tous.

Rondeau (1999)% fait obsetver que selon Le Robert, Dictionnasre historigue de la langse
Jfrangaise, deux éléments sont importants dans la compréhension et linterprétation d’'un
indicateur : une échelle de valeurs et un systéme de significations qui jui est rattaché.
Pour les besoins de notre travail, nous avons choisi d’utiliser des indicateurs de nature
qualitative accompagnés d’une échelle a quatre niveaux de valeurs. Chacun de ces
niveaux correspond a une interprétation du degré de concrétisation d’un principe par le

curriculum :

Grille d’interprétation des indicateurs

Echelle de valeurs | Systéme des significations

Niveau 0 Le curriculum ne tient pas compte du principe
Niveau 1 Le curriculum satisfait partiellement au principe
Niveau 2 Le curriculurn satisfait au principe

Niveau 3 Le curriculum satisfait fortement au principe

Quand Findicateur vaut 0, nous dirons que le curriculum ne tient pas compte du
principe en question. Au niveau 1, le curriculum ne satisfait pas entiérement a l'attente;
dans ce cas le principe reste un veeu pieu, il n'est pas concrétisé effectivement. Au
niveau 2, le curriculum satisfait au principe. Ce dernier est bien pris en considération
dans toutes les composantes du curriculum (objectifs généraux et spécifiques, moyens
et otientations méthodologiques, évaluation). Le niveau 3 est le niveau optimal, celui

ou le curriculum satisfait fortement au principe ; en insistant sur la concrétisation du

% Jean-Claude Rondeau (1999) Les indicateurs en éducation. Le point de vue international et quelques
indicateurs nationaux. http://membres.point-net.com/~jerondea/indicateurs.htrl
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principe, en explicitant des mesures pout le réaliser et en donnant des précisions et des

illustrations pour aider 4 son application.

Chacun des niveaux du systéme de signification doit étre explicité par un critére. La
détermination de la valeur d’un indicateur nécessite une analyse du curriculum (ou de
certaines de ces composantes) pour vétifier lequel des quatre critére, et donc lequel des

quatre niveaux, du systéme de valeurs est satisfait par le curriculum.

Ces critéres ne devraient pas étre trop vagues. Par exemple, P'énoncé, «l faur que
l'enseignement de lPalgébre occupe une place importante dans le curriculum de
mathématiques i I'école» est trop vague car il pourrait conduire i émettre des jugements
tres variés. Les uns répondront par laffirmative, car le curriculum accorde
suffisamment de temps 4 I'enseignement de I'algébre, d'autres diront le contraire, car,
bien que le temps alloué i Penseignement de P'algébre soit suffisant par rapport i
Palgébre enseignée, cette derniére reste un sujet d’enseignement isolé et certains aspects

important de I'algébre ne sont pas pris en compte.

7.3 PRINCIPES GENERAUX A RESPECTER PAR UN CURRICULUM D’ALGEBRE
POUR TOUS

Nous présentons ici huit principes généraux qui doivent étre, selon nous, i la base d’'un

curriculum d’algébre pour tous.

73.1 Premier principe général

Ce premier principe concerne Paccessibilité du curriculum d'algébre 2 tous les éléves.

(Un curriculum pour tous)

Le curriculum d’algébre doit s’adresser 4 ows les éléves durant la
scolarité obligatoire.

Principe 1
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Ce ptincipe est fondé sur deux idées de base. La premiére, discutée dans le chapitre 4,
soutient que, dans une société modeme foxs les citoyens doivent avoir une éducation
minimale de base qui leur permette d'agir en acteur social éclairé et de vivre une vie
décente. Aussi, la principale mission de 'école de base est d’assurer que soxr les éléves
réalisent des apprentissages de base dans des disciplines fondamentales, dont les
mathématiques font partie. Rappelons que par le qualificatif 045, nous signifions la
masse des éléves sans distinction quant & leur prédisposition a faire des mathématiques,
i leur sexe, 1 leur appartenance ethnique et socio-économique. Bien siir, nous sommes
conscient qu'en pratique, en plus de la catégorie des éléves qui ont besoin d'une
éducation spécialisée di 2 leur handicap, il existera une minorité d’éléves qui ne seroat
pas rejoints par le curriculum de mathématiques. Il est toutefois primordial de

concevoir celui~ci en visant fous les éléves

La seconde idée est que, d'une part, I'algebre doit étre intégrée aux mathématiques
enseignées i tous dans Pécole de base, et, d’autre part, foxs les éléves peuvent apprendre
Palgébre, si on leur présente un curriculum d’algébre 4 la fois accessible a tous, pertinent

pour tous et signifiant pour tous.

En effet, nous pensons qu'il est faux de croire que Papprentissage des mathématiques et
de Palgébre en particulier ne peut étre accessible qu’a une minorité d’éléves seulement.
Comme l'affirment les auteurs de la demiére proposition des standards du NCTM:

Research-based examples exist to demonstrate the validity of the view that
all children, including those who have been traditionally underserved, can
learn mathematics when they have access to quality mathematics
instructional programs. (NCTM, 1998, p. 26)

Elaborer un curriculum d’algébre accessible 4 tous exige certaines options curriculaires
par rapport i chacun des poles du curticnlum.

Ainsi, il s’agit de viser des objectifs d’apprentissage en fonction de la masse des éléves

et non d'une élite. Dans ce sens, les activités d’apprentissages devraient, selon nous,
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étre choisies en fonction des éléves les plus lents et ensuite approfondies et élargies
pour les éléves plus rapides. Ce point de vue est défendu par Cokcroft :

[D]esigning the program from the bottom up, first deciding what kind of
work is appropriate for our slower students, and then, second, extending it
to provide for the needs of those who absorb new ideas more easily and
more quickly. I do not believe that we can begin by considering the needs
of the most able, or even, as 2 compromise, the needs of the average
students, in the hope, by watering down such material, omitting a few
topics, and lightening the load in others, that we will finish with a program
appropriate for the least able. (Cokcroft, 1994, p. 38)

Précisons toutefois que cela ne signifie pas se restreindre a des objectifs d’apprentissage

modestes.

Au niveau des moyens et des ordentations méthodologiques, différentes options
peuvent étre utilisées pour rendre accessible Papprentissage d’'un sujet en algébre 4 la

masse des éléves.

Premiérement, beaucoup d’auteurs insistent dans Papprentissage des mathématiques sur
le passage du concret i I'abstrait, de linformel au formel et d’une étape de manipulation
et d’exploration i une étape plus formelle et abstraite. Dans ce sens, il nous semble
tout a fait erroné de débuter Papprentissage de I'algébre par I'apprentissage de son
formalisme comme on le fait encore dans des curriculums de certains pays. Il faut
prévoir une phase préliminaire, ou P'éléve explore différents concepts, comme celui de
variable, d’inconnue, d’opération, et 4 des maniéres de penser, comme raisunner
analytiquement, généraliser, abstraire. D’autres précisions dans ce sens sont présentées

dans Pexplication du principe 5.

Une deuxiéme mesure pour augmenter P'accessibilité de Falgébre pour tous, consiste a
augmenter les moyens et la qualité d’assistance aux €léves, surtout les plus lents d’entre
eux. Par exemple, dans le curriculum on doit aménager une place 2 une pédagogie de
remédiation pour pouvoir accompagner les éléves qui vont éprouver des difficultés
dans leur apprentissage de l'algébre. Dans ce sens, notre cadre conceptuel concernant
Palgébre et la pensée algébrique peut fournir des éclairages utiles pour Panalyse
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conceptuelle de situations d’éléves en difficulté. D’un autre c6té, comme pour toute
réforme, il est important de préparer les futurs enseignants et d’actualiser la formation
des enseignants en exercice pour assurer une bonne implantation du curriculum. Clest
encore plus évident dans le cas ol le primaire serait envisagé comme une phase
d’exploration de concepts algébriques et d’initiation 2 la pensée algébrique. En effet,
d’une part Palgébre n’est pas traditionnellement enseignée i ce niveau d’érude, et,
d’autre part, enseignant doit connaitre les mathématiques qui sont 2 la base des
situations concrétes ou d’un matériel physique de manipulaton. Comment, par
exemple, un enseignant réussira-t-il 4 bien gérer une activité dont Pobjectf est de faire
découvrir par les éléves Pisomorphisme de deux systémes algébriques concrets, s'il
n’appréhende pas la notion de structure algébrique ? Que ce soit pour iz confection
d’activité d’apprentissage, pour leur gestion, pour I'évaluation formative — notamment
pour P'évaluation du développement de la pensée algébrique — I'enseignant doit 4 la fois
maitriser un savoir mathématique de plus en plus complexe et pouvoir analyser
conceptuellement des productions d’éléves (verbales ou écrites). Dans ces conditions,
nous nous demandons si le temps n’est pas venu d’avoir des enseignants a2u prirnaires
spécialisés dans 'enseignement des mathématiques. Cette question déborde la réflexion

didactique car elle a des répercussions politiques indiscutables.

Troisiémement, il faut envisager lintégration d’outils technologiques appropsiés dans
Ienseignement et 'apprentissage de P'algébre. Utiliser une calculatrice pour effectuer un
calcul complexe, quand celui-di n’est pas la priogité de Papprentissage, pour représenter
graphiquement une fonction, ou pour recueillir des données dans le cadre d’une
expétence (simulation par ordinateur, ou appareil de mesure muni d’une sonde, par
exemple) peut aider les éléves i résoudre des problémes complexes, & modéliser des
phénomeénes et des situations réelles ou mathématiques, qu'il ne peut faire sans le

secours de tels outils.

Par ailleurs, pour pousser les éléves 2 s'engager activement dans leur apprentissage, le

curriculum d’algébre doit leur permettre de vivre des expérences riches, attrayantes et
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stimulantes. Dans ce sens, I'algébre devrait étre abordée en tant que moyen pour aider

P'éléve a comprendre le monde qui Pentoure. Kaput explique dans ce sens:

The mathematical content strands should grow out of acts of sense
making. Students develop mathematical ideas in order to render one’s
experence knowable and communicable. They build and refine models
that capture experienced patterns and lead to new patterns at higher levels
of abstraction. But they begin by taping fundamental intuitions and
building on natural ways of apprehending, organizing, navigating and
communicating. The models are developed using ever more powerful and
systematic language and representations, beginning with physical materials
and iconic and graphical forms but leading to an array of efficient
languages that include potent syntactical structure embodied within
computational media. This means, among other things, learning algebra as
a sense-making tool throughout elementary and middle school. (Kaput,
1994)

En particulier, les activités utilisées pour Papprentissage de Palgébre devraient étre
signifiantes pour les éléves. Dans ce sens, il est important que le curriculum utlise
assez tOt des situations a contextes. Ces contextes doivent toucher les cinq catégores
suivantes : mathématigue, autres disciplines scientifiques, société, histoire et culture, esthétique. En
effet, ces contextes doivent étre déterminés pour répondre aux objectifs suivants : 1)
comprendre des situations et résoudre des problémes (inspirés) du quotidien, 2)
comprendre les disciplines scolaires qui utilisent Palgebre; 3) vivre des expériences

agréables riches et motivantes.

Grille de I'indicateur du principe 1

L’analyse des textes présentant le curriculum montre que le principe de
rendre 'enseignement de P'algébre accessible i tous les éléves est :

. Non cité, méme de maniére implicite.
Niveau 0

Cité explicitement au niveau des buts de Penseignement des
mathématiques, mais ne se répercute pas au niveau des objectifs généraux
et spécifiques, des moyens et odentations méthodologiques et de
Iévaluation.

Niveau 1l

Cit¢ explicitement au niveau des buts de I'enseignement des
mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, des moyens et
orientations méthodologiques, de Pévaluation; mais sans en fournir

Niveau 2



242

explicitement des mesures concrétes ni en lillustrant 4 Paide d’exemples
détaillés.

Cité explicitement au niveau des buts de [Penseignement des
mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, des moyens et
orientations méthodologiques, de 'évaluation; en le précisant des mesures
pour le concrétiser et en l'illustrant i 'aide d’exemples détaillés.

Niveau 3

Sens de Pindicateur

Les quatte critéres portent sur Panalyse des textes présentant le curriculum officiel (ou
visé) des mathématiques couvrant la pédode de la scolarité obligatoire. Ces textes
peuvent étre le programme cadre, le programme des programmes, les instructions
pédagogiques, le programme d’étude ou tout document officiel présentant le

curriculum.

Le niveau 0 de lindicateur correspond au cas ou l'algébre n’est pas ou est partiellement
enseignée dans Péducation de base. Dans ce dernier cas, au terme de leur scolarité
obligatoite les éléves n’auront pas eu Poccasion de s’initier 3 tous les aspects importants
de l'algébre, 4 savoir ceux illustrés dans la face algébre du M.LA.P.A. Clest le cas par
exemple de certains curriculums traditionnels qui n’abordent pas a Pécole de base

Paspect fonction ou modélisation de Palgebre.

Le niveau 1 de I'indicateur correspond au cas ot Penseignement de P'algébre 2 tous les
éléves est une intention qui se dégage de Panalyse des buts de I'enseignement des
mathématiques, mais cette intention n’est pas concrétisée au niveau des objectifs
généraux et spécifiques, ni au niveau des moyens et orentations méthodologiques et au

niveau de Pévaluation.

Le niveau 2 de Pindicateur correspond au cas ou 'enseignement de Palgébre i tous les
éléves est explicité dans les buts de Penseignement des mathématiques, dans les
objectifs généraux et spécifiques, dans les moyens et orientations méthodologiques et
dans I'évaluation. Cependant, les textes du curriculum officiel des mathématiques pour

tous, ne vont pas jusqu’a prévoir des mesures pour assurer 'accessibilité de I'algébre 2
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tous les éléves (comme ceux que nous avons proposés plus haut, par exemple), ni ne

fournissent d’exernples détaillés pour aider les enseignants a bien le concrétser.

Le niveau 3 est celut ou les textes du curriculum officiel montrent que Penseignement
de lalgébre pour tous est séticusement pris en compte par les concepteurs du
curdculum, par le fait que, d’une part, cette préoccupation apparait dans la
présentations de toutes les composantes du curriculum et, d’autre part, par le fait qu'ils
tentent d'illustrer par des exemples et des précisions ce que ce principe signifie, et qu'ils

ont mis en place un ensemble de mesures pour faciliter son application.

7.3.2 Deuxiéme principe général

Ce deuxiéme principe annonce limportance de la complémentarité entre Palgébre et la

pensée algébrique.

Principe 2 (Complémentarité algébre - pensée algébrique)
Le curriculum d’algebre doit accorder une importance aussi bien a
l'acquisiion de savoirs et savoir-faire en algébre qu'au
développement de la pensée algébrique chez les éléves.

Dans notre cadre concepruel (3.2), nous avons expliqué pourquoi il faut insister 2 la fois

sur Palgébre et sur la pensée algébrique. D’un point de vue épistémologique, nous

concevons lalgébre comme un type particulier d’activités mathématiques, et nous
concevons la pensée algébrique comme un ensemble d’habiletés intellectuelles
indispensables pour conduire ce type d’activités. D’un point de vue didactique, il est
important de développer chez I'éléves a la fois des savoirs et savoir-faire algébriques

ainsi que la pensée algébrique. Le développement de la pensée algébrique se fait a

travers des activités algébriques. Dans ce sens, les aspects de la face algébre du

M.ILA.P.A. servent i structurer le contenu algébrique 2 enseigner, la pensée algébrique

reste en définitive le véritable objectif d’apprentissage.
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Ce principe doit se répercuter sur tous les aspects du curriculum et non seulement au
niveau des objectifs. Ainsi, 'évaluation doit porter non seulement sur Pacquisition de
connaissance mais également sur celles d’habiletés intellectuelles de la pensée
algébrique. Evaluer I'acquisition de la pensée algébrique doit étre une préoccupation
continuelle de la part de lenseignant, soit pour soutenir la progression de
Papprentissage chez I'éléve (évaluation formative) ou pour dresser le bilan des

apprentissages (évaluation sommative).
Grille de Pindicateur du principe 2
Une analyse des textes présentant le curriculum laisse voir que celui-ci

vise 4 donner de 'importance aussi bien 4 I'acquisition de savoir et savoir-
faire qu’au développement de la pensée algébrique.

Niveau 0 Aucune allusion a ce principe.

Niveaul Le prncipe figure de maniére explicite au niveau des buts de
enseignement des mathématiques mais non au niveau des objectifs
généraux et spécifiques, des moyens et orientations méthodologiques et
de I'évaluation.

Niveau2 Le prncipe figure de maniére explicite au niveau des buts de
enseignement des mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques,
des moyens et otientations méthodologiques, de I'évaluation, mais sans en
fournir explicitement des mesures pour le concrétiser ni d’exemples pour
Fillustrer.

Niveau3 Le principe figure explicitement au niveau des buts de enseignement des
mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, des moyens et
otientations méthodologiques, de Pévaluation; de plus, les textes précisent
des mesures pour le concrétiser et les illustrent par des exemples détaillés.

Sens de P'indicateur

Comme pour lindicateur précédent, il s’agit ici d'analyser les textes présentant le
curriculum officiel des mathématiques enseignées i Iécole de base, et de vésifier si les
critéres annoncés sont satsfaits. Le niveau de lindicateur est non nul pour les
curricalums qui déclarent viser le développement de la pensée algébrique chez les
éléves. Dans ce cas, 'apprentissage de savoir et savoir-faire algébriques est aussi visé;

car il est invraisemblable que la pensée algébrique soit I'unique objectif d’apprentissage.
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D’analyse des objectifs généraux et spécifiques, des moyens et orentations
méthodologiques et des moyens montrera jusqu’a quel point ce principe est concrétisé
dans le curriculum.

7.3.3  Troisiéme principe général

Le troisiéme principe est relatif au caractére multiple de I'algebre.

(Multiplicité des aspects de I'algébre)

Le curriculum d’algébre pour tous doit tenir compte de toutes les
composantes de la face algtbre du MIAPA,, i savoir 1)
Construction et interprétation de modéles algébriques de
situations  réelles ou mathématiques; 2) manipulation
d’expressions algébriques en suivant des régles prédéfinies et 3)
élaboration et application de structures (structures algébriques,
structures de situations réelles ou mathématiques) et de
procédures (régles, algorithmes, heuristiques, etc.).

Principe 3

Autrement dit, le curriculum doit étre basé sur une approche

didactique mixte de I'algebre.
Ce principe exprime la multiplicité des aspects de I'algebre et traduit notre réponse a la
premiére question de recherche que nous avons présentée dans le chapitre 6. En effet,
rappelons que nous avons vu au chapitre 3 qu’il existe plusieurs aspects caractéristiques
de Palgébre. En tant que discipline scientifique, Palgébre ne peut se résumer 2 un seul
de ces aspects essentiels. Par suite, toute transposition didactique de I'algébre doit tenir
compte de tous ces aspects 4 la fois. En tant que discipline scolaire, elle ne peut
omettre aucune des approches didactiques possibles présentées au chapitre 6, lesquelles
sont basées sur les composantes de la face algébre du M.LA.PA.

Rappelons qu'une approche didactique mixte de I'algebre intégre de fagon cohérente les
approches «angage», «fonction», «modélisation» et «structuress. Naturellement, cela ne
signifie pas que tous ces aspects doivent apparaitre 2 tout moment du cursus, en méme

temnps et avec le méme degré d’importance.
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Au niveau des objectifs, il s’agit de viser des objectifs relatifs 4 chacune des quatre
approches didactiques de Palgébre, comme ceux présentés dans 6.2, ainsi que ceux qui
font appel 2 plusieurs approches didactiques de I'algébre, comme par exemple : s#iliser /e
langage algébrique pour modéliser et analyser des modéles de situations algébrisables ou des relations
Jomctionnelles ou pour comparer la structure de desex situations algébrisables.

Ce principe a des répercussions sur le péle des moyens et otientations méthodologiques
du curriculum. En effet, premiérement, on doit utliser dans le curriculum des activités
intégrant des approches didactiques différentes de Palgébre. Ceci peut étre fait de deux
maniéres différentes. La premiére consiste i utiliser des activités synthéses permettant 3
Péléve d'appliquer des apprentissages réalisés par rapport 4 deux approches didactiques
de 'algébre ou plus. La seconde maniére est d’utiliser des apprentissages réalisés dans
le cadre d’une approche comme base 2 des apprentissages nouveaux dans le cadre d’une
approche didactique différente. Par exemple, utiliser Papproche fonction pour aider les
éléves 4 développer le langage algébrique (voir par exemple les travaux de Kieran,
1996).

Par rapport 4 la dimension de I'évaluation, il faut que le curriculum prévoie I'évaluation
a la fois des objectifs relatifs 2 chacune des approches didactiques de I'algébre ainsi que
ceux relatifs 2 plusieurs d’entre eux.

Grille de Pindicateur du principe 3

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que :

Niveau 0 Une des quatre approches didactiques de P'algébre n’est pas udlisée

Ni 1 Toutes les approches sont utilisées mais de maniére successive.
iveau

Les quatre approches didactiques sont utilisées chaque année du cursus
de I'enseignement de l'algébre. Des activités sont prévues pour créer des
passerelles entres les approches.

Niveau 2
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Les quatre approches sont utilisées. Fréquemment, on utilise des
situations d’apprentissages intégrant différentes approches didactiques de
Palgébre.

Niveau 3

Sens de Pindicateur

Le niveau 0 est celui ou le curriculum de Palgébre pour tous, ignore une des quatre
approches didactiques de I'algebre. De ce fait, 4 la fin de la période de I'enseignement
de P'algébre pour tous, les éléves n’auront pas été initiés a un certain aspect de l'algébre.
Ainsi, par exemple, dans les curriculums traditionnels d’algébre, la plupart des éléves ne
sont pas initiés a I'approche fonction ou encore 2 Papproche modélisation de I'algébre.

Dans ce cas, ce principe n’est pas pris en compte par ces curriculums.

Dans le niveau 1, les quatre approches didactiques de P'algébre sont utilisées mais 'une
aprés l'autre ou sans souci de les intégrer. C'est le cas, par exemple, des curriculums, 2
Iimage du curriculum marocain en vigueur depuis les années 1980, qui commencent
lenseignement de lalgébre par Fapprentissage du langage algébrique, et entament
ensuite Pétude des structures des systémes de nombres.

Au niveau 2, les quatre approches sont intégrées dans le curriculum. Une analyse du
programme d’algébre montre que ces quatre approches sont présentes chaque année et
a des moments différents. Une telle analyse laisse aussi apparaitre P'existence d’activités

synthéses intégrant plusieurs approches didactiques de l'algébre.

Au niveau 3 les quatre approches didactiques de I'algébre sont fortement intégrées.
Une analyse du contenu algébrique 2 enseigner montre le soud d’utiliser fréquemment
des activités intégrant plusieurs approches didactiques de P'algébre.

7.3.4  Quatriéme principe général

Le quatriéme principe référe au caractére multiple de la pensée algébrique.
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(Multiplicité des aspects de la pensée algébrique)

Le curriculum d’algebre pour tous doit tenir compte de toutes les
composantes de la face pensée algébrique du modéle MLA.PA, i
savoir, 1) habileté a penser amalytiguement, 2) bhabileté i constrare, d
interpréter ¢t 4 valider des modéles algébrigues de situations réelles ou
mathématigues, 3) babileté d manipsuler des expressions algébrigues selon des
rigles prédéfinies et 4) habileté a ginéraliser et @ abstrasre des relations, des
rigles, des structures algébrigues, de méme que des structures de situations réelles
ou mathématiques.

Principe 4

Ce principe est étroitement li€ au précédent, puisque, dans notre conceptualisation, les
quatre composantes de la pensée algébrique relatent les principales habiletés
intellectuelles nécessaires dans les activités algébriques décrites dans la face algébre du
MIAPA. Or une approche didactique mixte de l'algébre est fondée sur une
intégration de ces différents aspects de I'algébre. La pertinence de ce principe reléve
alors de celle du précédent. En outre, les aspects de la face algébre du MIAPA
agissent comme moyen structurant le contenu algébrique 4 enseigner; ils fournissent le
type dactivités algébriques a travers lesquelles doit se développer la pensée algébrique.
Cette derniére reste, en définitive, le véritable objet d’apprentissage. Précisons que
I'ensemble des habiletés intellectuelles que nous avons identifié pour décrire la pensée
algébrique ne prétend pas étre exhaustif. Néanmoins, selon notre analyse, il condent
celles qui sont caractérstques et essentielles lorsqu’on fait de Palgébre 4 un niveau

élémentaite.

Ce principe signifie que les quatre habiletés intellectuelles doivent étre des objectifs
d’apprentissage, avec d’autres possiblement. De plus, dans le cadre d’une approche
didactique mixte de P'algebre, ces quatre aspects de la pensée algébrique doivent se

développer chez les éléves de maniére conjointe et progressive.

En particulier, au début de I'apprentissage de Palgébre, on devrait viser 4 développer
I'habileté 4 penser analytiquement. Nous avons vu que I'aspect analytique est Pune des
caractéristiques essentielles du raisonnement algébrique ; il a joué un réle important

dans le développement historique de Palgébre, notamment i ses débuts. En effet, le fait
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d’accepter de considérer Pinconnue et d’opérer sut elle comme si elle était connue, et le
fait de masquer la dimension sémantique des objets (ne pas tenit compte de la
numérosité d’un nombre, par exemple) permet i I'algébre de se doter d’une dimension
syntaxique, et donc de garder une trace des opérations effectuées et de pouvoir offrir
ainsi des formes pour modéliser différents types de situations. Sans cette forme de
pensée Palgébre ne peut, en particulier, se prévaloir de son caractére général. 1l est
donc primordial de développer ce type de pensée chez I'éléve dés les premiers moments
et tout le long de I'apprendssage de I'algébre.

L’habileté 4 construire, 4 interpréter et 2 valider des modéles algébriques de situations
réelles ou mathématiques est tout  fait essentielle dans Putilisation de I'algébre pour
Pérude de situations du monde réel, d’autres disciplines ou d’autres branches des
mathématiques. Sans cette composante de la pensée algébrique, faire de I'algébre serait
une activité mathématique tournée vers elle-méme, consistant, 2 un niveau élémentaire,
2 manipuler des expressions symboliques sans aucune signification, de maniére
sténographique si 'on peut dire, et 2 un niveau plus avancé a étudier des structures
abstraites de maniére formelle. Il est tout i fait essentiel que 'apprentissage de 'algébre

soit significatif pour les éléves et ce 4 tout moment de leur apprentissage.

L’habileté 2 manipuler des expressions algébriques selon des régles prédéfinies est tout
i fait essentielle pour maitriser le langage algébrique. Ce dernier n'est pas uniquement
un langage de représentation mais aussi, et surtout, un langage de transformation. Clest
le fait de manipuler des expressions algébriques qui rend I'activité algébrique dynamique
et fair d’elle un moyen pour construire de nouvelles connaissances. Cette habileté
intellectuelle s’appuie sur Phabileté a4 penser analytiquement. Elle se trouve en fait
implicite dans la caractérisation méme de la pensée analytique, puisque, le fait de
considérer linconnue et d’accepter d’opérer sur elle comme si elle était connue,
nécessite de la représenter par un symbole et d’opérer sur ce symbole comme on opére
sur les objets de 'espace de calcul dans lequel on travaille. On se trouve donc en train
de manipuler des expressions algébriques selon des régles prédéfinies. Que ce soit dans
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des activités de modélisation, de tésolution de problémes ou méme des activités en

algébre abstraite cette composante de la pensée algébrique joue un réle important.

Finalement, 'habileté a généraliser et i abstraire des relations, des régles, des structures
algébriques, de méme que des structures de situations réelles ou mathématiques, est, elle
aussi, essentelle en algébre, comme nous I'avons clarifié dans 3.4.4, et ce notamment au
début de I'apprentissage de Palgébre. En effet, Ihabileté i appréhender la notion
générale d’opération est fondamentale dans P'apprentissage de P'algébre précisément
compte tenu du role central que joue cette notion en algebre. En outre, abstraction de
structures de situations algébrisables est importante dans la construction de concepts
algébriques comme celui d’équation ; de méme le processus de généralisation est

essenticl en algébre et se trouve souvent en jeu dans l'activité algébrique.

Ce principe doit se tépercuter au niveau de 'évaluation. Il est tout a fait important que

le cutriculum insiste sur I'évaluation du développement de la pensée algébrique.

Grille de Pindicateur du principe 4
Une analyse du curriculum d’algebre pour tous, montre que :

Niveay o |2 pensée algébrique n'est pas un objectif explicite d’apprentissage.

L'une des quatre composantes de la pensée algébriques n’est pas un

Niveau 1 objectif explicite d’apprentissage.

Les quatre composantes de la pensée algébriques sont des objectifs
d’apprentissages de I'algébre, ces objectifs font Pobjet d’évaluation, des
activités sont prévues pour le développement de la pensée algébrique.

Niveau 2

En plus des critéres du niveau 2, la pensée algébrique est un objet
d’apprentissage propre. A cette fin, des moments précis du cursus sont
prévus et des activités sont congues selon une progression des
apprentissages pour le développement des différentes composantes de la
pensée algébrique.

Niveau 3
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Sens de Pindicateur

Ie niveau 0 correspond au cas ou la pensée algébrique n’est pas un objectif
d’apprentissage.

Dans le niveau 1, une des quatre composantes de la pensée algébrique n’est pas déclarée
étre un objectif d’apprentissage. Se trouvent dans ce cas, par exemple, les curticulums
qui sont basée sur une approche didactique de I'algébre qui n’est pas mixte ou qui ne
souligne pas I'importance d’une des quatre composantes de la pensée algébrique. Clest
le cas par exemple de certaines propositions récentes, comme celle de Kaput, qui

semblent passer sous silence I'importance de Ia pensée analytique.

Le niveau 2 est celui ot les quatre composantes de la pensée algébrique sont déclarées
étre des objectifs d’apprentissage. Leur évaluation est prise en considératon. De
méme, le curriculum consacre des activités spécifiques pour initier 'éléve i une

composante de la pensée algébrique ou i des fins d’évaluation.

Dans le niveau 3, en plus de la satisfaction du critére du niveau 2, la pensée algébrique
est un objet d’enseignement et d’apprentissage, des moments précis de I'enseignement
de Talgebre sont réservés spécialement pour le développement explicite de la pensée
algébrique. Nous sommes ici dans la situation analogue i celle des curriculums qui,
metrant comme objectif d’apprentissage la résolution de problémes, réservent des
moments du cursus i Papprentissage explicite d’un ensemble d’heuristiques et de

stratégies de résolution de problémes.

7.3.5 Cinquiéme principe général

Le cinquiéme principe est relatif i Péralement de lenseignement de lalgébre sur

plusieurs années d’étude.
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Principe 5 (Etalement sur plusieurs années)
L'enseignement de I'algébre pour tous doit étre étalé sur plusieurs
années, commencer dés le primaire de facon i inclure une phase
préliminaire d’exploration.

L’apprentissage de I'algébre telle que nous I'avons reconceptualisée, en particulier le

développement de la pensée algébrique chez les éléves, demande du temps, il doit donc

s'inscdre dans la durée. Dans ce sens, la plupart des éducateurs s’accordent a penser
que l'enseignement de Palgébre devrait s’étaler sur plusieurs années. Il est en effet clair
que les habiletés 2 généraliser, 2 abstraire, 2 penser analytiquement, 2 manipuler le

langage algébrique de maniére formellement valide et fonctionnellement pertinente, a

penser en terme de structures, i modéliser, etc., ne sont pas des processus de pensée

que I'on peut développer dans un espace de temps limité ni que I'on peut cesser de
développer. En effet, la plupart de ces habiletés se complexifient 2 mesure que la tiche
mathématique, les concepts et les connaissances qui sont utilisés se complexifient. On
sait par exemple, qu’il faut du temps pour que I'éléve arrive 2 appréhender la notion
d’opération comme un objet propre, ayant des propriétés, 4 avoir conscience que
lorsquil calcule sur des nombres, la propriété de la commutativité est une propriéié de

I'opératon d’addition et non des nombres, et, plus tard, que les propriéwés de

l'opération définissent des régles de calcul et qu’a leur tour ces régles de calcul

définissent une structure algébrique commune 2 d’autres espaces de calcul algébrique.

Un autre exemple, la tendance i généraliser et 2 abstraire est un processus essentiel dans
le développement des mathématiques, et de Palgebre en particulier, son développement

a lieu de la maternelle 4 l'université. Prenons par exemple Pactivité suivante :

Un enseignant fait remarquer 2 ses éléves que les nombres 1 +2 + 3 = 6et2+3 +4=9
sont divisibles par 3. I leur demande alors s’il en est toujours ainsi.

Les éléves peuvent fournir plusieurs réponses.

Eléve A : répond oui, cela marche toujours. Pour lui le «toujours» signifie les nombres
3+4+5,44+5+6,...., 20+30+31, pour lesquels il a vérifié la divisibilité par 3.
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Eléve B : répond oui, car si Pon prend trois nombres consécutifs et 'on note le nombre

du milieu par », ces nombres sont alors : #-1; # et 2 + 1 dont la somme vaut 3.

Eléve C: répond oui; car si N est la somme de m nombres consécutfs, m étant impair;
alors N est divisible par ». En effet, si = 2/ + 1, alors

N=(k— jH{k 1) . (-1 R+ =11+ J=(2 1) k=mk

Il apparait dans cet exemple, que dans une méme situation, la tendance 2 généraliser
peut avoir plusieurs niveaux de sophisticaion. Il en va de méme pour les autres

processus de fa pensée algébrique.

Une autre raison d’étaler I'enseignement de l'algébre sur de nombreuses années est le
fait d’udliser une approche didactique différente d’une arithmétique généralisée. En
effet, traditionnellement I'apprentissage de I'algébre devait prendre grandement appui
sur les apprentissages réalisés en arithmétique. Aussi, P'algébre ne commence que
lorsque Parithmétique est supposée suffisamment acquise, c’est-d-dire au début du
secondaire. L’espace laissé i Penseignement de l'algébre dans le curriculum des
mathématiques 2 Iécole se trouve alors réduit et incite 2 commencer I'enseignement de
l'algébre de maniére brusque, notamment par son formalisme. Ainsi, comme I'explique
Kaput (1995b, p. 71)

School algebra in the US. is institutionalized as two or more highly
redundant courses, isolated from other subject mattes, introduced abruptly
to post-pubescent students, and often repeated at great coast as remedial
mathematics at the post secondary level. Their content has evolved
historically into the manipulation of strings of alphanumeric characters
guided by vatous syntactical principles and conventions, occasionally
interrupted by “applications” in form of short problems presented in brief
chunks of highly stylized text.

En adoptant une approche didactique différente d’une arithmétique généralisée on
dispose de tout l'espace curriculaire de Pécole depuis le primaire jusqu’a la fin du

secondaire.
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L’idée d’éraler Yenseignement de l'algébre sur plusieurs années laisse entrevoir la
possibilité¢ de définir un curriculum de mathématiques intégré, en exploitant les liens
étroits qu'entretienent Palgébre et arithmétique d’une part et Palgébre et la géométrie
de Pautre. Certains auteurs, comme Kaput et Bell, font remarquer qu’il est préférable
de penser 2 l'algébre non pas en tant qu'une matiére i enseigner isolée, mais plut6t
comme une maniére de traiter les autres sujets mathématiques enseignés a ’école. En
effet, selon Bell (1996), par exemple, le langage de Valgébre, ses concepts et ses
méthodes sont trés utiles dans les autres branches des mathématiques. Kaput quant i
lui, va jusqu’a dire :
The key to algebra reform is to integrate algebraic reasoning across all
grades and all topics - to “algebrafy” school mathematics. This
integration solves three major problems:
1.It opens curricular space for the 21" century mathematics
desperately needed at the secondary level, space currently locked up
by the 19 century high-school curriculum now in place across the
nation;
2.1t adds a new level of coherence, depth, and power to school
mathematics, both as a curriculum and as 2 habit of mind; and
3.1t eliminates the most pernicious curricular element of today’s

school mathematics — late, abrupt, isolated, and superficial high-
school algebra courses.

(Kaput, 1998, p. 25)

Par ailleurs, I'étalement de I'enseignement de I'algébre sur plusieurs années d’étude ne

peut se faire que par le bas en commengant dés le primaire.

D’autres raisons peuvent justifier encote ce principe. Dans la demiére citation, Kaput
en avance trois. Pour nous, la raison principale est liée 4 une conception constructiviste
de l'apprentissage, laquelle pousse i prévoir d’abord une phase exploratoire des
concepts avant leur introduction de maniére formelle. Aussi, le primaire est le lieu
privilégié pour initier les éléves de maniére informelle 2 développer la notion générale
d’opération, 4 généraliser, & abstraire, 2 modéliser, etc. De ce fait, le primaire aide i
faire les étapes préliminaires des sujets algébriques qui seront abordés de maniére plus

formelle au secondaire.
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Dans ce sens, lexpérience relativement récente de Penseignement de la géométrie i
école est pertinente. Selon Usiskin; dans les années 1960 on ne croyait pas i l'idée
d’enseigner la géométrie depuis le primaire car celle-ci était congue comme une matiére
formelle avec des raisonnements rigoureux. Actuellement, Pexemple de plusieurs pays
du monde, montre que Pon peut enseigner aux éléves dés le primaire, des concepts
géométriques réputés autrefois trés difficiles, comme des transformations dans Pespace,
du moment qu’on reste 4 un niveau concret. De plus, l'introduction formelle de ces

concepts au secondaire est rendue plus facile.

Dans ce sens, dans la derniére proposition des standards du NCTM, les auteurs

avancent :

The study of patterns, functions, and algebra should begin informally in
the early grades and develop in sophistication and breadth the years of
schooling. Early experiences with concepts of patterns, function, and
algebra can provide a substantial base of understanding to prepare
students for the more intense focus on this area in late middle school and
throughout secondary school. (NCTM, 1998, p.56 )

A titre d’exemple, voici quelques suggestions concernant Penseignement de l'algébre

dans Péducation de base.

Au primaire, on doit utiliser du matériel concret et semi-concret (illustrations) pour
aider les éléves a approcher les concepts algébriques et a développer la pensée
algébrique.  L'utilisation d’un tel matériel procure aux éléves Foccasion d’opérer
concrétement sur des objets, de raisonner sur ces opérations et de communiquer leurs
raisonnements. A ces représentations physiques et imagées, on intégrera avant la fin de
Pécole primaire, les représentations tabulaires et graphiques. Au secondaite, on
intégrera les représentations littérales et des notations algébriques de plus en plus

complexes.

Durant toutes les années de I'éducation de base, Penseignement de I'algébre vise i

développer chez les éléves :

® L’habileté 4 appréhender la notion générale d’opération ;



Dans notre cadre conceptuel concernant Palgébre et la pensée algébrique, Yopération
occupe une place fondamentale. Ce concept est tout aussi essentiel en arithmétique et
on le retrouve aussi en géométrie. Aussi, dés le début de 'apprentissage de I’algébre, on
doit viser 4 développer chez les éléves la notion générale d’opération. C'est i travers
cette notion que se réaliseront les apprentissages de I'algébre. Picciotto (1995) lui aussi

souligne l'importance du concept d'opération dans les mathématiques 4 Pécole

L’habileté a penser analytiquement ;

L'’habileté a construire, i interpréter et 2 valider des modéles algébriques

de situations réelles ou mathématiques ;

L'habileté i utiliser le langage algébrique de maniére formellement valide

et fonctionnellement pertinente ;

L’habileté 4 abstraire et 2 généraliser des structures algébriques; des
structures de situations réelles ou mathématiques, des régles et des

procédures algébriques.

élémentaire et parle lui de développer chez les éléves «the operation sense».

v

v

v

Operation sense is the key link between number sense, function
sense, and the all-important symbol sense. Operation sense,
therefore, deserves to be at the heart of early mathematcs.

A good way to support the shift towards understanding is with a
tool-based pedagogy ; the use of manipulative, pictoral, and
electronic thinking tools. The use of such tools does not guarantee
understanding, but it does provide a good environment for
discussion, communication, and reflection, and can play an
important role in rethinking early mathematics, including the
necessary changes in teacher education.

The (enormously important) domain of arithmetic should not be the
whole of elementary school math. An eclectic collection of topics
drawn from recreational math and elsewhere can provide a rich
source of contexts for worthwhile early mathematics.

(Picciotto, 1993, p. 65)

Il explique le premier point ainsi :

Conceptually, number sense, function sense, and symbol sense involve a
substantial common component which I would to call operation sense.
For example, take the sequence 5, 8, 11, 14, ...

Number sense should include the ability to recognize repeated addition in
this sequence, and its relationship to multiplication.

Symbol sense should include the ability to express and recognize the same
thing in a form such as 4 + #4| or in this case 5 + 3.
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Function sense should include the ability to recognize the relationship
between that and the general linear function y = mx + b — here y = 3x + 5.
None of this is possible without a2 solid grasp of additon and
multiplication, their structural relationship, and their uses in varous
applications. An understanding of operations is the foundation of number
sense, symbol sense, and function sense. (Picciotto, 1995, p. 66).

Durant les premiéres années de Papprentissage de I'algébre, 'enseignement devrait aider
les éléves 4 construire les significations de certaines opérations classiques, comme les
opérations arithmétiques d’addition, de multiplication et leurs inverses, d’opérations
«suivi de» dans un contexte de transformations de figures géométriques, ainsi que
d’opérations de divers contextes. Il est important de ne pas se limiter aux opérations
dans le cadre de Parithmétique. La familiadisation avec ces différents types d’opérations
se fait & travers le contact de I'éléve avec des questions concernant les opérations dans
de multiples situations algébrisables réelles ou mathématiques et de systémes
algébriques mathématiques (comme le systtme de nombres naturels) ou concrets
(comme le jeu avec les interrupteurs de Dienes, par exemple). Progressivement, Uéléve
découvrira quelques aspects des espaces de calcul algébrique reladifs 4 des systémes
algébriques, mathématiques ou concrétisés avec lesquels i devient familier. Par
exemple, 'éléve sera amené i observer la propriété de la commutativité de Paddition et
de la décrre dans ses mots ou 4 aide d’un matériel concret ou semi-concret. Ensuite,
I'éléve établira des relations entre diverses opérations, notamment les relations inverses,
et identifiera les propriétés communes ou singuliéres de deux opérations ou plus, dans
des systémes algébriques mathématiques ou concrétisés. Cette étape préparera Péléve i
établir les abstractions et formalisations ultérieures.

Durant les premiéres années du primaire, 'accent doit étre mis sur P'élaboration du
langage algéhrique en tant que moyen pour décrite et interpréter des relations
(régularités, modéles algébriques, etc.) et non en tant que moyen pour les transformer.
Vers les derniéres années du primaire, on peut commencer i initier Péléve 4 manipuler
dans le médium papier-crayon des expressions algébriques et i transformer des

équations simples aprés qu’il aura été initié i penser analytiquement.
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Dés que I'éléve peut décrire des relations a partir de situations qui lui sont familiéres, il
est important de le mettre en contact avec de situations algébrisables et 'amener 2 les
comparer et 3 identifier celles qui sont isomorphes. De telles activités le préparent a
abstraire la notion d’équation, et 2 appréhender certains type de structures de situations
algébrisables et plus tard de structures algébriques.

Grille de ’indicateur du principe 5

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que :

L'enseignement de l'algébre pour tous est concentré sur deux ou trois

Niveaud ,,nées dérude seulement.
A L’enseignement de l'algébre pour tous est étalé sur plusieurs années mais
Niveaul o, prévoir une phase préliminaire d’exploration.
. 2 L’enseignement de l’algebrc pour tous est étalé sur plusieurs années,
Niveau2 . mence au prmaire en prévoyant une phase préliminaire
d’explotation.
Niveau 3 L'enseignement de l'algébre est étalé sur toutes les années de la scolarité

obligatoire en commengant dés la premiére année du primaire avec une
longue phase préliminaire d’exploration.

Sens de Pindicateur

Le niveau 0 est celui ot Penseignement de Palgébre ne se fait pas®” ou se fait pendant

deux ou trois années seulement de la scolarité obligatoire®, soit au secondaire.

Le niveau 1 est le cas des curticulums ol Penseignement de Ialgébre est étalé sur
plusieurs années, mais ne commencant qu'a la fin de I’école primaire ou le début du
secondaire, de sorte que d’'une part, on ne dispose pas suffisamment de temps pour
prévoir une étape préliminaire d’exploration et que, d'autre part, les éléves ont
suffisamment de connaissances en arithmétiques sur lesquelles on peut se baser pour

introduire l'algebre de maniére formelle.

% Comme dans certain pays ol la scolarité obligatoire ne s’étend pas au dela de I'école primaire.
8 Comme c’était le cas tout récemment de certains curriculums aux Etats Unis.



259

En revanche, le niveau 2 est le cas des curriculums o Penseignement de l'algebre
commence assez tot 4 I'école primaire, de sorte que 'on prévoit une étape exploratoire

d’initiation a I'algébre longtemps avant l'introduction de I'algébre de maniére formelle.

Le critére du niveau 3 se différencie de celui du niveau 2 par le fait que 'enseignement
de P'algébre débute dés le début de Pécole primaire et se poursuit jusqu’a la fin de la
scolarité obligatoire.

7.3.6  Sixiéme principe général

Le sixiéme principe général est relatif 4 la connexion du curriculum d’algébre au reste

des mathématiques.

Principe 6 (Connexion de P'algébre avec le reste des mathématiques)
Le curriculum d’algébre pour tous doit s’intégrer i celui des
mathématiques.

Ce principe est tout a fait naturel et en cohérence avec le principe précédent. Il

exprime 2 la fois le rdle important que doit jouer Palgébre dans les mathématiques au

niveau de 'école de base et I'idée que les mathématiques constituent un tout indivisible
et non pas un ensemble d’ilots isolés les uns des autres. Par conséquent, on ne doit pas
enseigner des sujets mathématiques de maniére isolée les uns des autres, on doit
exploiter le potentiel qu'offre l'algébre 34 se connecter i d’autres branches
mathématiques et vice-versa. La notion clé d’opération est un concept unificateur, on
la retrouve au centre d’activités en algébre, en géométrique, en analyse, en théotie des

nombres, etc.

Avec Parithmétique, l'algébre présente de multiples connexions. Elle peut, d’une part,
se baser sur I'arithmétique et, d’autre part, étre utilisée comme outil pour étudier des
questions sur les nombres. Ainsi le contexte du nombre donne de multiples occasions
a l’éléve 2 apprendre i généraliser, 4 identifier et 4 exprimer des relations (comme des
régulartités numériques), etc. Rappelons qu'a Pécole primaire, le premier contact de
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Péleve avec la notion d’opération a lieu dans un contexte numérique. Parallélement 4 la
construction du concept de nombre, I'éléve s’approprie progressivement des schémes
de calcul avec les nombres, dégage des régles explicites de calcul sur les nombres avec
les opérations arithmétiques d’addition, de multiplication et de leurs inverses; ceci lui
permettra de forger une intuition de la notion générale d’opération, d’espace de calcul
numérique et plus tard de structure algébrique.

Avec la géométrie aussi il existe de multiples possibilités de connexions. Dés son
commencement, I'algebre (d’al-Khawarizmi) se basait sur des arguments géométriques
pour justifier les transformations algébriques. L'algebre peut étre considérée comme un
outl pour traiter des sujets géométriques, en retour, la géométrie peut étre utilisée pour
approcher des notions algébriques. Par exemple, la notion de parallélisme de deux
droites coplanaires peut étre utilisée pour aider les éléves 4 conceptualiser la résolubilité
d’un systéme linéaire de deux équations i deux inconnues. Par ailleurs, une expression
algébrique peut-étre le modéle d’une situation géométrique, et, 2 son tour, cette derniére

peut aussi étre prise comme modéle de 'expression algébrique.

En résumé, P'algebre présente un grand potentiel 4 se connecter a d’autres branches des
mathématiques, car elle est la science de Fopération, si Pon peut dire. L’existence d’'une
opération, de quelque contexte que ce soit, ouvre la possibilité de faire de I'algébre.
Etant donné un systéme algébrique S (un ensemble d’objets mathématiques muni d’une
opération), faite de l'algebre c’est en fin de compte étudier la dynamique que crée
'opération a l'intérieur du systéme S. Les systémes peuvent étre constitués de nombres
et des opérations classiques, d’objets géométriques, comme les polygones, et certaines
transformations géométriques, comme les translations et les symétries; de parties d’un
ensemble et des opérations de réunion, d’intersection, de différence, etc. Dans chacun
de ces exemples, différentes activités pourraient étre imaginées : étant donné un fait
(propriété de Popération, régularité, etc.) vérifié 4 partir de quelques objets particuliers
du systéme, est-il toujours vérifié pour Pensemble des objets de S ? trouver une

inconnue d’un probléme dans le contexte de S; exprimer un systéme de reladons entre
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des objets de S et le transformer en d’autres systémes équivalents de relatons; utiliser

différents types de représentations, aller d’'une représentation a l'autre; etc.

L'intégration de I'algébre dans le curriculum de mathématiques n’est pas une tiche
aisée. Il s’agit de voir comment certaines notions algébriques sont utilisées en
mathématiques, avec quels aménagements et, i 'inverse, comment des problémes posés
en géométrie, par exemple, peuvent étre au point de départ d’un travail sur de nouvelles

connaissances algébriques.

Grille de Pindicateur du principe 6

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que:

Dans l'enseignement de Palgébre on fait rarement appel a des situations
issues des contextes: nombre, géométrie et mesure, probabilité et
statistique.

Niveau 0

Dans l'enseignement de P'algébre on fait peu appel i des situations issues

Niveaul 4o¢ contextes de nombre, géométrie et mesure, probabilité et statistique.

Dans I'enseignement de I'algébre on fait souvent appel i des situations
issues des contextes de nombre, géométrie et mesure, probabilité et
statistique.

Niveau 2

Dans Penseignement de I'algébre on fait souvent appel a des situations
issues des contextes de nombre, géométrie et mesure, probabilité et
statistique, que ce soit dans l'application de I'algébre ou dans la
construction du savoir algébrique.

Niveau 3

Sens de P’indicateur

Le niveau O est le cas des curriculums d’algebre qui sont isolés des autres sujets
mathématiques enseignés i 'école. Dans de tels curriculums, on udlise quelques fois
des contextes non algébriques mais uniquement dans des activités d’application de
I'algebre de fin de chapitre.

Le niveau 1 est celui ou 'on peut utiliser des contextes mathématiques énoncés dans le

critére mais de maniére peu fréquente et disparate.
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Le niveau 2 est le cas des curriculums qui exploitent les contextes mathématiques
énoncés dans le critére dans chaque sujet algébrique enseigné.

Le critére du niveau 3 est le méme que celui du niveau 2 avec en plus l'exigence que les
contextes mathématiques énoncés dans ces critéres soient utilisés a la fois dans les
situations de construction du savoir algébrique et dans les situatons d’application de
Palgebre.

7.3.7 Septi¢me principe général

Ce septiéme principe est reladf 4 la connexion de l'algébre 4 d’autres domaines.

. (Connexions de Falgébre avec d’autres domaines)
Principe 7 ) )
Le curriculum d'algébre pour tous doit avoir de multiples
connexions avec d’autres disciplines scolaires, avec la réalité
environnante de l'enfant et avec d’autres domaines ou les
mathématiques sont utiles.
Comme pour le principe précédent, Valgébre posséde un grand potendel i étre
connectée aux disciplines enseignées 2 P'école, comme les sciences, la physique et la
géographie, 4 cause du fait que beaucoup de phénomeénes issus de ces contextes
peuvent étre modélisés algébriquement. Cette intégration peut avoir lieu dans deux
sens inverses selon que Palgebre est utilisée comme outil d’étude ou comme objet
d’étude. Par exemple, les vecteurs peuvent servir pour étudier la notion de force en
physique. A Plinverse, les questions suscitées par la représentation des forces en

physique peuvent servir comme moyen pour approcher la notion de vecteur en algébre.

L’un des corollaires de ce principe est d’utiliser des contextes des disciplines scolaires
dans l'étude de Palgébre. Ainsi, ces contextes peuvent étre issus des matiéres
scientifiques, de la biologie, des sciences naturelles, de la physique, de la technologie ou
des sciences humaines, comme lhistoire, la géographie, etc. L'utilisation de tels

contextes pour appliquer le savoir algébrique, mais aussi comme support dans sa
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construction, facilite ’apprentissage de I'algebre, le rend signifiant pour les éléves et

favorise les transferts ultéreurs de connaissances algébriques.

Ce principe traduit un des buts de I'éducation mathématique pour tous que nous avons
rappelé dans la section 4.3, 2 savoit : factliter d tous les éléves I'apprentissage et la compréhension
dantres discsplines scolaires.

Par ailleurs ce principe postule aussi que le curriculum d’algébre doit étre connecté 4
d'autres domaines de la vie sociale et de la réalité environnante de I'enfant ot les
mathématiques sont utilisées. On retrouve dans la vie quotidienne de multiples
contextes ol lalgébre peut étre utilisée (contexte financier, sondages, économie,
démographie, nature, etc.). En particuliers, I'algébre peut étre utilisée pour comprendre
des phénoménes et résoudre des problémes issus de la vie sociale. Dans ce sens, ce
principe traduit un autre but de Péducation mathématique pour tous, préparer les datgyens
en tant qu utilisateurs des mathématigues posr qu'ils soient des acleurs sociax ef économiques éclassés.
Insistons ici encore sur le fait que Putlisation de tels contextes doit avoir lieu tout au

long de I'apprentissage de Palgébre de maniére continue et récursive.

Cette maniére d’intégrer le curriculum d’algébre peut s’avérer étre un probléme difficile.
Elle semble éwe a opposée d'une pratique curriculaite classique: la maitrise des
méthodes et des concepts d’abord, les applications ensuite. Le savoir construit par les
€léves n’est alors fonctionnel que dans des situations scolaites stéréotypées et le
probléme des transferts des connaissances demeute entiérement posé. Clest que, selon
nous, les domaines de fonctionnalité du savoir, n'ont pas été pris en compte lors de la
construction du savoir. En intégrant les contextes d'utilisation du savoir algébrique dés
apprentissage de ce dernier, ce moyen permettrait, nous semble-t-il, de faciliter
ultéteurement les transferts de connaissances. Les domaines de fonctionnalité du
savoir alpébrique découlent des quatre buts de P'enseignement de I'algébre énumérés
dans Iz section 4.3, 3 savoir :

®  Faciliter a 'éléve Papprentissage et la compréhension d’autres disciplines
scolaires.
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Préparation du citoyen en tant qu'utilisateur des mathématiques pour
qu'il soit un acteur social et économique éclairé;

Préparation de 'enfant i de futures carriéres professionnelles;

Contribuer au développement personnel et culturel de tous les éléves, en
faisant apprécier les mathématiques en tant qu'activité intellectuelle riche,
stimulante et attrayante et en tant que discipline scientifique ayant ses
propres caractéristiques d’esthétique et de beauté.

Il nous semble alors important que dans les activités proposées aux éléves en algébre,

on utlise divers contextes issus de disciplines scolaires (sciences, physique, géographie,

etc.), du monde social (situation de la vie quotidienne, sondages, économie,

technologie, finances, etc.) ; du monde des carriéres (ingénierie, aviation, agriculture,

musique, etc.) et du monde des arts et de la culture et des activités ludiques (histoire,

musiques, jeux, etc.). A cause des aspects modélisation et langage de 'algebre, Iéléve

peut ainsi acquérr un moyen de décrire et comprendre des aspects de son monde

environnant.

Grille de Pindicateur du principe 7

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que:

Niveau 0

Dans I'enseignement de I'algébre on utilise rarement des contextes issus
de domaines non mathématiques.

Niveau 1

Dans Penseignement de l'algébre on utilise des contextes de peu de
domaines non mathématiques.

Niveau 2

Dans l'enseignement de l'algébre on utilise, de maniére continue et
récursive, des contextes issus des disciplines scolaires, de Punivers social,
de Punivers des carriéres, de univers des arts et de la culture et des
activités de nature ludique.

Niveau 3

En plus du critére du niveau 2, l'utilisation de I'algébre dans ces divers
types de domaines est un objectif d’apprentissage visé par le curriculum.

Sens de I’indicateur

Les critéres des niveaux 0, 1 et 2 sont analogues 4 ceux de l'indicateur du principe 6 en

remplagant les contextes mathématiques de nombres, géométre, probabilité et
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statistiques par ceux de disciplines scolaires non mathématiques, domaines de P'univ:

social, des carriéres, des arts et de la culture et des activités de nature ludiques.

Pour le critére 3 nous exigeons que des compétences d’applications de l'algebre a ses

domaines soient pris comme objectif d’apprentissage.

7.3.8 Huiti¢éme principe général

Ce huitiéme prncipe porte sur les thémes mathématiques 2 privilégier dans
Penseignement de l'algebre a tous.
(Thémes d’étude)

Le curriculum d’algébre pour tous doit privilégier 'étude des thémes
SUivants : mombre, quantité, accroissement et variation, modéles et rigulanités,
Jforme, incertitude.

Principe 8

L’apprentissage de lalgébre doit porter sur un ensemble de thémes mathématiques,
spécialement ceux cités dans ce principe. Ces thémes représentent des idées
mathématiques importantes aussi bien dans les mathématiques elles-mémes que dans
ses applications. Leur étude offre I'opportunité aux éléves d’établir des connections
entre l'algébre et d’autres disciplines.

Cette idée est partagée par un ensemble d’éducateurs. Le groupe du NCIM, par
exemple, préfére parler de contextes (contextual settings) et justifie leur intérét ainsi :

Among the important goals of the NCTM Standards is mathematics be
viewed as problem solving, reasoning, communications, and making
connectons.  Since these thinking and reasoning must be about
something, the Standards also promote building student’s understanding
of concepts through activities embedded in contextual settings. Contexts
taken from the setting of growth and change, size and shape, data and
uncertainty, number, and patterns and regularity, are productive sources to
focus algebraic thinking. This collection of contextual settings, (...)
provides an opportunity for students to make connections between
algebra and other disciplines, and to see how algebra helps make sense of
patterns or regularities in such diverse areas as biology or ecomomics.
(NCTM, 1995, p. 14)



266

Par exemple, ajoutent ces auteurs, Pétude de Paccroissement de la population est un
contexte qui permet 'étude du théme d’accroissement; trouver le nombre d’autobus
pour le transport d’un grand groupe de personnes est un contexte qui permet I'étude du

théme de la quantité.

Pour sa part Kaput, qui préfére utiliser le terme “strand”, défend une idée analogue :

With Steen and others, I suggest a strand organization, where the major
ideas weave through many grade levels, frequently interweaving with one
another to create a rich fabric, but one that has a direction, a natural flow,
from the wide watershed of concrete experience to generalizations and
abstractions, from informal and language based representing to mote
formal representations. Filters are usually built using layers, while strands
provide a natural flow, gradually drawing into mathematics even more
diverse experience. (...) [T]he new ingredient, beyond stark necessity, is
increased emphasis on the need for vertical coherence and integration
among strands.

[...] Some vety thoughtful mathematicians have already offered
considered suggestions (...) : Quantity, Shape, Uncertainty, Dimension,
Change. Interestingly, algebra does not appear in the list, but, rather, is
implicitly included as an expressive language in the development of the
strands listed. Whatever the strands, they should begin in elementary
school and contribute to a core mathematical experience of ALL students
up throughout the first year of secondary school, with variations expected
and encouraged. For the later years of secondary school, we should
expect real differentiation and choice. (Kaput, 1994)

Il nous semble que ces thémes d’études permettraient de donner une cohérence au
curriculum et d’initier les éléves aux grandes idées mathématiques qui se retrouvent

dans bon nombre d’activités humaines.

Les thémes du nombre, de la quantité, voire méme de la forme ont été assez abordés dans
les curriculums traditionnels d’algébre. Les thémes de moddle et nigulanité sont
relativement plus récents et sont sujeté d’étude dans les curriculums de quelques pays.
En revanche, le théme d'accroissement et de variation, faisait partie traditionnellement de
analyse. Sa considération dans Penseignement de Palgébre, notamment dans les
premiéres classes, est trés récente. Un important facteur en faveur de cette
reconsidération, affirme Kaput (1994), est la capacité de la technologie 4 fournir des

solutions numériques et graphiques aux équations, de fournir des informations sur le
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taux de varation sous forme graphique ou numérique. C’est, nous semble-t-il, ce type
de considération qui est derriére Pintérét manifesté actuellement par de nombreux

éducateurs pour une approche fonctionnelle de I'algébre de I'école.

De plus, cette idée de construire le curriculum de mathématiques en fonction d’un
nombre de thémes d’étude et non de branches mathématiques comme P'arithmétique,
Palgebre, la géométrie permettrait de mieux assurer I'intégration interne du curriculum.
Cela ne signifie pas que les concepteurs de programmes ne devraient pas penser en
termes de ces disciplines. Les thémes d’étude permettent de donner un seas aux
activités proposées aux éléves et, avec les différents aspects de ces disciplines, ils

permettent de structurer le contenu mathématique 2 enseigner.

Grille de Pindicateur du principe 8

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que:

Les thémes: nombre, quantité, accroissement et variation, modeéles et rigularités,
forme, incertitude ne sont pas abordés en tant qu'objets d’érude dans
I'enseignement de Valgébre.

Niveau 0

Quelques uns des thémes mombre, quantité, accrofssement et variation, modéles et
rigularités, forme, incertitude sont abordés en tant qu'objets d’étude dans
Ienseignement de I'algébre.

Niveau 1

Tous les thémes nombre, quantité, accroissement et variation, modeles et régularités,
forme, incertitude sont abordés en tant qu'objets d'étude dans
Penseignement de P'algébre.

Niveau 2

Tous les thémes nombre, quantité, accroissement et variation, modéles et régularités,
forme, incertitude sont abordés en tant qulobjets d’érude dans
Penseignement de I'algébre. De plus, un certain niveau de compréhension
de ces thémes est explicitement un objectif d’apptentissage.

Niveau 3

Sens de ’indicateur

Le niveau 0 est le cas d’un curriculum ot Pétude de ces thémes se trouve ignoté dans

Uenseignement de P'algébre. Clest le cas de curriculums traditionnels de I'algébre : bien
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que l'algébre soit utilisée pour I'étude de certains aspects du nombre ou de la forme,

cela n’est pas systématique et les autres thémes ne sont pas abordés.

Le niveau 1 correspond aux curriculums qui omettent de prendre comme objet d’étude

au moins un des thémes cités dans le critére.

Le niveau 2 est celui ol tous les thémes énumérés dans le critére sont des objets
d’étude, dans I'enseignement de algébre. Un tel cutriculum satisfait normalement au
principe 5 car en abordant Iétude de tous ces thémes, I'enseignement de l'algébre est
intégré 4 celui de I'arithmétique, de la mesure, de la géométrie, des probabilités et des

statistiques.

Le critére du niveau 3 est le méme que celui du niveau 2 avec en plus I'exigence que des
compétences relatives a la compréhension de ces thémes mathématiques d’étude soient

explicitées dans le curriculum.

7.4 ELABORATION OU EVALUATION D’UN CURRICULUM D’ALGEBRE DANS
L’EDUCATION DE BASE A L’AIDE DES PRINCIPES GENERAUX ET DES
INDICATEURS

Les principes que nous venons de présenter peuvent servir i la fois pour analyser des
curriculums existants d’algébre dans I’éducation de base et chercher i les améliorer ou
pour en élaborer de nouveaux. Toutefois, rappelons qu’ils ne concernent que le
curriculum officiel d’algébre, dans sa globalité, sans faire de distinction de niveaux
d’étude.

Un travail important reste alors 2 faire pour élaborer des indicateurs et des instruments
d’analyse plus précis afin d’évaluer des manuels, et le curriculum d’algébre enseigné ou
appds. De tels indicateurs et instruments d’analyses peuvent, également, servir i

construite le curriculum d’algébre i enscigner dans Péducation de base. A cet effer, il
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faut élaborer des instruments et une méthode plus raffinés pour élaborer des

curriculums d’algébre en tenant compte du contexte local de réalisation du curriculum.

Par ailleurs, il est clair que la maniére d’interpréter et d’appliquer certains de nos
principes va vatier en fonction de 'année d’étude, de la durée de I'éducation de base, du
degré de préparation des enseignants et également en fonction des moyens disponibles.
La construction d’un curriculum effecdf d’algébre est une entreprise considérable.
L’implantation d’un tel curriculum se fait sur une longue période et en plusieurs étapes.
Pour concrétiser par exemple le principe de Fétalement de Penseignement de l'algébre
sut plisieurs années d’étude en commengant dés le primaire, il faut beaucoup de
réflexions et de travail pour définir ce qu'il faut enseigner chaque année en algébre tout
en assurant une cohérence longitudinale du curriculum; il faut aussi préparer les
enseignants et le matériel didactique, notamment les manuels. Nous ne pouvions pas,
dans le cadre de cette thése, tenit compte de tous ces détails, surtout que nous avons
choisi de faire des propositions qui pourraient étre utilisées dans n’importe quel pays.
Comme on le voit, notre recherche ouvre la voie 4 un large chantier de travaux de

recherche et de développement.

En apportant des informations sur un seul principe, chacun des indicateurs fournit des
éclairages sur aspect particulier du cuericulum. Aussi, c’est Pensemble de tous les
indicateurs qui peut foumir une vision globale du curriculum d’algébre dans I'éducation
de base. Toutefois, quand peut-on dire qu’un curriculum d’algébre est acceptable dans
I’éducation de base P Est-ce que c’est dans le cas ot tous les principes sont fortement
concrétisés, Cest-a-dire dans le cas ou tous les indicateurs sont au niveau 3 7 Nous

pensons qu'une telle situation est impensable en théore et impossible en pratique.

En effet, les principes n'étant pas complétement isolés les uns des autres, ils ne peuvent
pas étre tous fortement concrétisés, car le fait de donner beaucoup d'importance i la
concrétisation d’un principe aura pour conséquence d’en limiter celle d’un autre. Par

exemple, si P'on choisit de construite un cuericulum fortement intégré avec des
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disciplines scolaites et d’autres domaines (principe 7), on doit alors utiliser
fréquemment des activités de modélisation; par conséquent, dans I'approche didactique
«mixte» utilisée, influence de I'approche «modélisation» est plus grande que celle des
trois autres. Aussi, lapproche didactique «mixte» ne peut étre intégrée de maniére

fortement cohérente, c’est-i-dire que I'indicateur du principe 3 ne peut étre au niveau 3.

Egalement, il est impossible en pratique de réaliser un curriculum concrétisant
fortement tous nos principes, car il existe une foule de contraintes curriculaires qui
obligent 4 faite certains compromis. Il faut en effet tenir compte du degré de
préparation des enseignants. Comment, par exemple, viser le développement de la
pensée algébrique (principe 4) sans une bonne préparation des enseignants surtout ceux
du primaire (3 ce sujet, la question de la spécialisaion des enseignants de
mathématiques au primaire se pose avec acuité }? Egalement, il faut tenir compte de la
disponibilité¢ de manuels et de matérel didactique. Par exemple, I'utilisadon d’outils
technologiques semble inévitable, 4 cause des aspects «modélisation» et «fonction» de
I'algébre. Il faut aussi tenir compte de caractéristiques du contexte de réalisation du
curriculum. Par exemple, dans certains pays ou la scolarité obligatoire s’achéve a la fin
de Pécole primaire, certains de nos principes peuvent ne pas rencontrer les priorités

prises en matiére d’éducation de base.

En somme, dans la construction ou !'amélioration d’un curriculum, la décision de

choisir le degré et la maniére de concrétiser nos principes varie selon le contexte.

7.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté huit principes généraux quun curriculum
d’algebre dans F'éducation de base doit satisfaire, chacun d’eux étant accompagné par
un indicateur. Ces principes et leurs indicateurs offrent des instruments pouvant servir
4 évaluer des curriculums existants et chercher 4 les améliorer. Nous considérons que

nous avons répondu i notre deuxiéme question de recherche: Sur quels principes
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poutrait-on se baser pour évaluer ou construire un curriculum d'algébre véritablement

adapté a 'éducation de base ? malgré tout ce qui nous reste 2 faire.

A titre d’illustration, la figure 7.1 représente un modeéle de curriculum satisfaisant 4 nos

principes généraux.

( Autre ™\
(v Conte: &
‘nme!
[ g Statistiques
[ Sciences )
( Jeux N

f Finance )

f Histoire w
( Physique\
[ Géographi:\
Géométna

/

_J/
Figure 7.1: Curriculom multi-intégré d’algébre pour tous

Ce n’est pas une tiche facile que de concrétiser tous nos principes. Par exemple, il faut

réaménager le curricllum des mathématiques en intégrant Palgébre mais sans



272

hypertrophiet le contenu mathématique a enseigner. Une autre difficulté est de trouver
une intégration équilibrée des quatre différentes approches de l'algébre. Enfin, un autre
exemple de difficulté est inhérent au fait de prendre comme objectif d’apprentissage le
développement de la pensée algébrique : comment évaluer le degré de développement
d’une composante de la pensée algébrique chez les éléves ?

Comme nous l'avons souligné précédemment, nos indicateurs ne peuvent pas, en
théorie et en pratique, étre tous au niveau maximum. Le niveau de concrétisation de
nos principes et le choix de ceux a prioriser en particulier relévent de décisions qui

varient selon le contexte du curriculum.



Chapitre 8

Synthese et conclusions générales
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8.1 SYNTHESE

Notre travail s'inscrit dans la problématique de P'enseignement de Palgébre pour tous.
Suite aux changements importants survenus dans les conditions de Penseignement des
mathématiques i Dlécole, un grand nombre de didacticiens des mathématiques
sentendent sur la nécessité de réformer en profondeur les curmiculums actuels
d’algébre, un sujet réputé aride et difficile dont 'enseignement 2 la masse présente un
défi accru. Lorsque nous avons entrepris ce travail, des points de vue divers,
hétéroclites et parfois inconciliables, se manifestaient dans la communauté des
chercheurs concernant I'enseignement de Palgébre et il nous apparaissait essentiel de
mener des recherches en vue de repenser la place et la contribution de I'algébre dans

Péducation de base. Nous avons ainsi été amené a retenir Pobjectif suivant pour notre

thése :

Mener une étude approfondie visant d reconceptualiser le curiculum de [algébre powr tous dans
V'éducation de base.

Pour mener une telle étude, au lieu de partir des curriculums actuels d'algébre et de
chercher 2 les améliorer sous différents rapports, nous nous sommes proposé de faire
provisoiternent table rase de la réalité actuelle et de mener d'abord une réflexion en

profondeur sur les aspects mathématiques, épistémologique et didactique de 'algébre.

Comme nous ne voulions pas partir d’une signification a prior de P'algébre, nous avons
entrepris notre travail, dans le chapitre 2, par Pétude du développement historique de
lalgébre. Nous avons commencé par examiner deux interprétations de Pévolution
historique de P'algébre. La premiére est celle popularisée par Nesselman; nous avons
expliqué qu'elle décrit en fait 'évolution du symbolisme algébrique et qu’elle ne met pas
en évidence des étapes importantes du développement de I'algébre. La seconde est due

a4 Piaget et Garcia; nous avons souligné son mérite de bien mettre en évidence le
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caractére essentiel que joue opération dans le développement et Papprehension de
l'algébre. Ensuite, nous avons proposé un découpage original du développement
historique de lalgébre en huit grandes étapes. La premiére est celle du début de
Palgébre en tant que discipline mathématique indépendante avec al-Khawarizmi. Au
cours de cette période, lalgébre apparait comme la théorie des équations linéaires et
quadratiques 4 une seule inconnue, et du calcul éiémentaire sur les binomes et trindmes
associés (calcul algébrique), sans que soit encore formulée l'idée de polynéme en
général. Nous avons souligné que la tendance a chercher des méthodes générales
(algorithmes) de résolution de problémes a amené al-Khawarizmi i raisonner d'une
maniére analytique et a dégager des concepts généraux comme ceux dimconnse et
d’équation. Dans la seconde grande étape de évolution de l'algébre, celle-ci apparait
comme une arithmétique des inconnues, ot on assiste a la constitution de algeébre des
polynomes. Le calcul algébrique se trouve alors prolongé en un calcul sur les
expressions polynomiales i coefficients rationnels positifs. Dans la troisiéme étape,
l'algébre apparait comme la théorie des équations algébriques ou on note une grande
influence du courant géométrique. La quatriéme période retenue est marquée par
I'élargissement du domaine d’application du calcul algébrique 4 de nouvelles catégories
de nombres. En la décrivant, nous avons noté la relation dialectique entre le
développement du calcul algébrique et les extensions successives de systémes de
nombres ainsi que le réle moteur de la pensée analytique dans le développement de
lalgébre. Durant la cinquiéme étape, le calcul algébrique acquiert une épaisseur
syntaxique qui augmente considérablement sa puissance. L'idée clé, celle consistant a
noter par des lettres méme les nombres connus, est manifestement de nature
analytique. Mais, en comparaison avec ['idée sous-tendant la représentation de
linconnue par une lettre, le courant s'inverse. En effet, au lieu d’opérer sur une
inconnue comme si elle était connue, on opére sur une quantité connue comme si elle
était inconnue ! L’algébre devient une sorte d’arithmétique avec des lettres qui
représentent des quantités atbitraires. Jusque I3, on opérait sur des grandeurs connues

ou inconnues selon des régles fixes et bien définies, 2 Pimage de celles régissant les
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systémes classiques de nombres. Dans la sixiéme étape retenue, on voit apparaitre des
algébres non traditionnelles, dans le sens ol les propriétés des opérations ne satisfont
plus au méme systéme de régles que celles des systémes de nombres classiques (entiets,
rationnels, réels ou complexes). Durant la septiéme étape, on voit apparaitre la notion
de structure algébrique. Les algébristes commencent 3 comprendre qu'en algebre, ce
sont les propriétés des opérations qui comptent et non la nature des objets sur
lesquelles elles sont définies. Dans la huitiéme étape, la signification de Ialgébre qui
domine est celle de Pétude de structures algébriques. Le calcul algébrique signifie alors
un caleul sur des expressions symboliques qui n’ont aucune ontologie et dont les régles
de calcul sont basées sur les axiomes définissant une structure algébrique.

En nous basant principalement sur ces données historiques, ainsi que sur des réflexions
personnelles, nous avons exposé notre vision de Ialgébre et de la pensée algébrique
dans le chapitre 3. Nous avons commencé par expliquer pourquoi il faut insister a la
fois sur l'algébre et sur la pensée algébrique. Nous concevons la premiére comme un
type d’activités mathématiques et la seconde comme un ensemble d’habiletés
intellectuelles qu'on y utilise. Nous avons ensuite défini les principaux termes et les
notions que nous allions utiliser par 1a suite pour présenter notre modéle de l'algebre et
de la pensée algébrique. Nous avons commencé par préciser la notion d’opération,
notion 4 partir de laquelle nous avons construit notre cadre conceptuel concernant
P'algébre et la pensée algébrique. Cette notion occupe une place fondamentale en
algebre. En considérant les mathématiques comme une activité, I'algébre est ce type
particulier d’activités mathématiques ou interviennent des opérations, pouvant étre de
nature quelconque (addition, multiplication, rotation, translation, etc.), mais en restant
dans le cadre de processus finis seulement. Cette vision de 'algebre est large, elle inclut
une grande part de l'arithmétique et intégre des parties de I'analyse mathématique et de
la géométrie. Ensuite, nous avons rappelé les notions de systéme algébrique, de
structure algébrique et nous avons défini celle d’espace de calcul algébrique. Cette
derniére est Pune de nos constructions théoriques originales. Etant donné un systéme

algébrique E, nous avons défini un espace de calcul algébrique, associé 4 E, comme un
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systéme de représentation de E formé de variables, d’expressions, d’équations et de
formes propositionnelles de domaine E ainsi que des régles d'inférence logique. La
manipulation du calcul algébrique a lieu dans un tel espace de calcul. Apres les
précisions terminologiques, nous avons présenté un modéle original intégrant I'algebre
et la pensée algébrique (M.ILA.P.A). Ce modéle constitue la plus importante
élaboration théotique de notre travail. Nous lavons construit 1 la suite d’analyses
épistémologique et mathématique, et notamment en nous appuyant sur les aspects
essentiels de Palgébre et de la pensée algébrique tels qu’ils ressortent de notre revue de
I'histoire de I'algébre. Dans ce modéle original, I'algébre et la pensée algébrique sont
représentées comme les deux faces d’'une méme médaille. L’algeébre apparait comme un
type d’activités mathématiques et la pensée algébrique comme un ensemble d’habiletés
intellectuelles intervenant dans ces activités. La face algébre est formée de trois
composantes : 1) Construction et interprétation de modéles algébriques de situations
réelles ou mathématiques ; 2) manipulation d’expressions algébriques en suivant des
régles prédéfinies et 3) élaboration et application de structures (structures algébriques,
structures de situations réelles ou mathématiques) et de procédures (régles, algorithmes,
heurstiques, etc.). Ces trois composantes sont toutes essentielles, indissociables et
complémentaires compte tenu de ce qu’a été Palgébre dans son histoire et de ce qu'elle
est de nos jours. Elles offrent une vision synthétique mais non étriquée de I'algébre.
En effet, toute significaion de I'algébre doit contenir I'aspect manipulation
d’expressions algébriques, I'aspect modélisaton algébrique et Paspect étude de
structures algébriques ou de structures de situations algébrisables. Chacun de ces
aspects est intégré exclusivement dans une (et une seule) des composantes de la face
algebre du M.LAPA. Llautre c6té de la médaille du M.LA.P.A. représente la face
pensée algébrique. Elle est formée de quatre composantes: 1) habileté 2 penser
analytiquement; 2) habileté i construire, a interpréter et i valider des modeéles
algébriques de situations réelles ou mathématiques; 3) habileté 2 manipuler des
expressions algébriques selon des régles prédéfinies et 4) habileté a généraliser et a

abstraire des relations, des régles, des structures algébriques, de méme que des
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structures de situations téelles ou mathématiques. Nous avons mis 'habileté i penser
analytiquernent au centre pour souligner le caractére analytique de la pensée algébrique
et le role crucial qu'a joué la pensée analytique a tous les niveaux du développement
histotique de Palgébre. C’est cet aspect qui distingue le plus la pensée algébrique de la
pensée arithmétique. Chacune des trois autres composantes de la face pensée
algébrique indique une habileté intellectuelle caractéristique quand on fait de I'algébre
dans le cadre de Pun des aspects de la face algébre. Le lien intime qui existe entre
Palgebre et la pensée algébrique dans M.LA.P.A est ainsi tout 4 fait manifesté. A notre
connaissance, aucun autre auteur ne caractérise aussi clairement l'algébre et la pensée
algébrique, en les distinguant Pune de P'autre et en précisant explicitement les liens qui
les unissent. Par rapport a notre M.LA.P.A, toutes les propositions concernant la
nature de I'algébre et de la pensée algébrique restent partielles, mettant I'accent sur un
aspect particulier de Palgébre ou de la pensée algébrique ou ometuant un de leurs
aspects essentiels. Dans ce sens, nous avons vu que Lins a uniquement caractérisé
explicitement la pensée algébrique, et en plus, sa caractérisation reste limitée.
Cependant, il a le mérite d’avoir bien mis en évidence l'aspect analytique de la pensée
algébrique. Le groupe AWG du NCTM, en revanche, a identifié les aspects essentiels
de Talgébre, mais faute d'un cadre théorique, il n’est pas arrivé pas i expliciter
claitement les aspects essentiels de la pensée algébrique et n’a mis en évidence que
Paspect généralisation, auquel il a accordé une importance exagérée, i notre sens. La
proposition de Kaput est la plus compléte. Elle propose 2 la fois des aspects essentiels
de l'algébre et de la pensée algébrique que notre modéle intégre bien, mais elle ne
souligne pas limportance de Paspect analytique de la pensée algébrique. De plus,
Kaput ne semble pas encore clarifier le lien qui existe entre I'algébre et la pensée
algébrique; tantot il décrit ces aspects comme ceux de I’algébre et tantét comme ceux de

la pensée algébrique.

Dans le chapitre 4, nous avons complété la présentation du cadre conceptuel de la

thése, en précisant la notion d'éducation de base, en présentant les objectifs de
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I'éducation mathématique de base et en soutenant que I'algébre et la pensée algébrique

sont des composantes incontournables de cette demiére.

Dans une deuxiéme étape du travail, au chapitre 5, nous avons précisé la notion de
curriculum et présenté un modéle de curriculum d’algébre dans 'éducation de base a
partir d'un modéle de curriculum proposé par Eraut. Puis nous avons précisé 'objectif

de Ia thése i I'aide des deux questions de recherches suivantes:

J Duelle approche didactique wtiliser dans Uenseigrement de Lajgébre dans l'éducation de
base ?

. Sur quels principes peut-on se baser pour évaluer ou constrdre un curriculum d'algébre
pour tous véritablement adapté @ {'éducation de base ?

et avons clarifié la méthode retenue pour répondre & chacune de ces deux questions.

Dans la troisiéme et derniére étape de la these, nous avons élaboré des réponses i nos
deux questions de recherche. Dans le chapitre 6, nous avons étudié la premiére :

Quelle approche didactique utiliser dans lenseignement de ['algébre dans léducation de base 7
Aptés avoir présenté les approches didactiques «dangage», «structures», «modélisation»
et «fonctions» pouvant étre transposées du modéle M.I.A.P.A,, nous avons soutenu que
dans I'enseignement de 'algébre dans I'éducation de base, il y a lieu d'utiliser «ne approche
didactigue «mixtes, intigrant de maniére cobérente les quatre approches précidentes.

Ensuite, nous avons analysé les approches utilisées traditionnellement dans
l'enseignement de l'algébre: «arthmétique généraliséen, dangage» et une approche
basée sur les extensions successives des systémes de nombres. Nous avons également
analysé des propositions récentes pour l'enseignement de l'algébre, notamment celles
qui sont présentées dans 'ouvrage collectif: Appmaches to Algebra : Perspectives for Research
and Teaching (Bednarz, Kieran et Lee, 1996), une approche proposée par Chevallard,
une autre par Kaput et deux propositions récentes du NCTM, soit celle de son groupe
de travail sur 'algébre AWG et celle qui ressort du document Prinaples and Standards for
School Mathematics de 2000. Les points de vue de la plupart de ces auteurs vont dans le

méme sens que le notre, 4 savoir : dans I'enseignement de I'algebre, il faut tenir compte
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simultanément de plusieurs aspects de l'algébre. Egalement, I'analyse de toutes ces
propositions nous a permis, dune part, de confirmer la pertinence des aspects
«langage», «structures», «amodélisation» et «fonctions» dans l'enseignement de l'algébre 4
lécole de base et, d'autre part, de constater qu'il n'est proposé aucun autre aspect
essentiel de I'algébre dont nous n'ayons pas tenu compte dans notre modéle M.ILA.P.A.
Par ailleurs, ces propositions nous ont apporté des éclairages intéressants sur certains
aspects de l'algébre et de la pensée algébrique et un certain nombre d'idées et de
modalités applicables dans l'enseignement de l'algébre. Cependant, il nous a semblé
que chacune de ces propositions, ou bien n'explore qu'un aspect particulier de l'algébre
(comme le cas de toutes celles présentées dans I'ouvrage collectif Approackes to Algebra :
Perspectives for Research and Teaching (Bednarz, Kieran, Lee ; 1996), ou bien dent compte
de tous ses aspects importants mais en présentant quelques lacunes (comme c’est le cas
des propositions de Kaput et du NCTM).

En revanche, notre cadre conceptuel concernant l'algebre et la pensée algébrique nous a
permis souvent d’éviter certaines confusions et de ne pas trop élargir inutilement la
vision de Palgebre jusqu’a diluer complétement sa signification. Par exemple, pour
nous une activité mathématique oti une opération n’est pas en jeu n'est pas une actvité
algébrique; en algébre on reste dans le cadre des processus finis seulement, ce qui
élimine Pérude de plusieurs fonctions en algébre. De plus, notre cadte conceptuel
précise le sens des termes et concepts utilisés tout en distinguant clairement Palgébre de
la pensée algébrique.

Dans le chapitre 7, en réponse 4 la deuxiéme question de recherche : Sur guels principes
ponrrait-on se baser pour évaluer ou construire un curviculum d'alghre vévitablement adapté i
Véducation de base ?, mous avons présenté huit principes généraux, chacun étant
accompagné d’un indicateur qui le rend plus opérationnel. Pour les besoins de notre
travail, nous avons choisi d’utiliser des indicateurs de nature qualitative accompagnés
d’une échelle 4 quatre niveaux de valeurs. Chacun de ces niveaux correspond 2 une

interprétation du degré de concrétisation d’un principe dans le curriculum.
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Principe 1

(Un cutriculum pour tous)

Le curriculum d’algebre doit s’adresser a sows les éléves durant la

scolarité obligatoire.

Grille de P'indicateur du principe 1

L’analyse des textes présentant le curriculum montre que le principe
de rendre I'enseignement de P'algébre accessible a tous les éléves est :

Niveau 0

Non cité, méme de maniére implicite.

Niveau 1

Cité explicitement au niveau des buts de lenseignement des
mathématiques, mais ne se répercute pas au niveau des objectifs
généraux et spécifiques, des moyens et orientations méthodologiques
et de ’évaluation.

Niveau 2

Cité explicitement au niveau des buts de ['enseignement des
mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, des moyens et
orientations méthodologiques, de Pévaluation; mais sans en fournir
explicitement des mesures concrétes ni en [Pillustrant a l'aide
d’exemples détaillés.

Niveau 3

Cité explicitement au niveau des buts de lenseignement des
mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, des moyens et
orentations méthodologiques, de I'évaluation; en le précisant des
mesures pour le concrétiser et en [Pillustrant i l'aide d’exemples
détaillés.

Principe 2

(Complémentarité algébre - pensée algébrique)

Le curriculum d’algébre doit accorder une importance aussi bien a
Pacquisition de savoirs et savoir-faire en algébre qu'au
développement de la pensée algébrique chez les éléves.

Grille de Pindicateur du principe 2

Une analyse des textes présentant le curriculum laisse voir que celui-ci
vise 4 donner de P'importance aussi bien a Pacquisition de savoir et
savoir-faire qu'au développement de la pensée algébrique.

Niveau

Aucune allusion i ce principe.

Niveau 1

Le principe figure de maniére explicite au niveau des buts de
I'enseignement des mathématiques mais non au niveau des objectifs
généraux et spécifiques, des moyens et orientations méthodologiques
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et de P’évaluation.

Niveau 2

Le principe figure de maniéte explicite au niveau des buts de
Penseignement des mathématiques, des objectifs généraux et
spécifiques, des moyens et orentations méthodologiques, de
Pévaluation; mais sans en fournir explicitement des mesures pour le
concrétser ni d’exemples pour Pillustrer.

Niveau 3

Le principe figure explicitement au niveau des buts de I'enseignement
des mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, des moyens
et orentations méthodologiques, de I'évaluation; de plus, les textes
précisent des mesures pour le concrétiser et les illustrent par des
exemples détaillés.

Principe 3

(Multiplicité des aspects de P'algebre)

Le curriculum d’algebre pour tous doit tenir compte de toutes les
composantes de la face algebre du M.IAPA., a savoir 1)
Construction et interprétation de modéles algébriques de situations
réelles ou mathématiques ; 2) manipulation d’expressions algébriques
en suivant des régles prédéfinies et 3) élaboration et application de
structures (structures algébriques, structures de situations réelles ou
mathématiques) et de procédures (tégles, algorithmes, heuristiques,
etc.).

Autrement dit, le curriculum doit étre basé sur une approche
didactique mixte de l'algebre.

Grille de Pindicateur du principe 3

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que :

Niveau 0

Une des quatre approches didactiques de Palgébte n’est pas utilisée

Niveau 1

Toutes les approches sont utilisées mais de maniére successive.
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Les quatre approches didactiques sont utilisées chaque année du

Niveau 2 cursus de Penseignement de lalgébre. Des activités sont prévues
pour créer des passerelles entres les approches.
Ni 3 Les quatre approches sont utilisées. Fréquemment, on utilise des
1veau situations ~ d’apprentissages  intégrant  différentes  approches
didactiques de I'algébre.
Principe 4 (Multiplicité des aspects de la pensée algébrique)

Le curriculum d’algébre pour tous doit tenir compte de toutes les
composantes de la face pensée algébrique du modéle MIAP.A, a
savoit, 1) habileté d penser analytiquement, 2) habiteté 3 constrare, d interpréter
et & valider des modéles algébrigues de situations réelles ou mathématiques, 3)
babileté & manipuler des expressions algébrigues selon des rigles prédéfinses et 4)
babileté @ généraliser et d abitraire des relations, des rigles, des structures
algébriques, de méme que des structures de situations réelles ou mathématiques.

Grille de Pindicateur du principe 4

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, moatre que :

Niveau 0 La pensée algébrique n'est pas un objectif explicite d’apprentissage.

L'une des quatre composantes de la pensée algébriques n'est pas un

Niveau 1 objectif explicite d’apprentissage.

Ni Les quatre composantes de la pensée algébriques sont des objectifs
iveau 2 d’apprentissages de I'algébre, ces objectifs font Pobjet d’évaluation,
des activités sont prévues pour le développement de la pensée

algébrique.

En plus des critéres du niveau 2, la pensée algébrique est un objet
d’apprentissage propre. A cente fin, des moments précis du cursus
sont prévus et des activités sont congues selon une progression des
apprentissages pour le développement des différentes composantes

de la pensée algébrique.

Niveau 3
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Principe 5

(Etalement sur plusieurs années)

L’enseignement de P'algébre pour tous doit étre étalé sur plusieurs
années, en commencant dés le primaire de fagon a inclure une phase
préliminaire d’exploration.

Grille de Pindicateur du principe 5

Une analyse du curriculum d’algebre pour tous, montre que :

L’enseignement de 'algeébre pour tous est concentré sur deux ou trois

Niveau 0 années d’étude seulement.
Ni 1 L'enseignement de I'algeébre pour tous est étalé sur plusieurs années
tveau mais sans prévoir une phase préliminaire d’exploration.
Ni 2 L'enseignement de 'algébre pour tous est étalé sur plusieurs années,
fveau commence au primaire en prévoyant une phase préliminaire
d’exploration.
Ni 3 L’enseignement de l'algébre est étalé sur toutes les années de la
lveau scolarité obligatoire en commencant dés la premiére année du
primaire avec une longue phase préliminaire d’exploration.
.. (Connexion de I’algébre avec le reste des mathématiques)
Principe 6

Le curriculum d’algébre pour tous doit étre bien intégré a celui des
mathématiques.

Grille de Pindicateur du ptincipe 6

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que:

Niveau (

Dans l'enseignement de l'algébre on fait rarement appel i des
situations issues des contextes: nombre, géométre et mesure,
probabilité et statstique.

Niveau 1

Dans I'enseignement de Palgébre on fait peu appel i des sitvations
issues des contextes de nombre, géométrie et mesure, probabilité et
statistique.

Niveau 2

Dans lenseignement de Ialgébre on fait souvent appel a des
situations issues des contextes de nombre, géométde et mesure,
probabilité et statistique.




285

Dans lenseignement de lalgébre on fait souvent appel i des

Niveau 3 situations issues des contextes de nombre, géométrie et mesure,
probabilité et statistique, que ce soit dans I'application de 'algébre ou
dans la construction du savoir algébrique.

Principe 7 (Connexions de I’algébre avec d’autres domaines)

Le curriculum d’algébre pour tous doit avoir de multiples connexions
avec d’autres disciplines scolaires, avec la réalité environnante de
Penfant et avec d’autres domaines ol les mathématiques sont utiles.

Grille de Pindicateur du principe 7

Une analyse du curriculum d’algébre pour tous, montre que:

Dans I'enseignement de l'algébre on utilise rarement des contextes

Niveau 0 issus de domaines non mathématiques.
Ni 1 Dans I'enseignement de algébre on utilise des contextes de peu de
iveau domaines non mathématiques.
Ni 2 Dans l'enseignement de I'algébre on utllise, de maniére continue et
lveau récursive, des contextes issus des disciplines scolaires, de Punivers
social, de Punivers des carriéres, de l'univers des arts et de la culture
et des activités de nature ludique.
Ni 3 En plus du critére du niveau 2, l'utlisation de lalgébre dans ces
Iveau divers types de domaines est un objectif d’apprentissage visé par le
curriculum.
Principe 8 (Thémes d’étude)

Le curriculum d’algebre pour tous doit privilégier I'étude des thémes
suivants : Nombre, Ouantité, Accroissement ot variation, modéles et régularités,
Forme (shape); incertitude (uncertainty).

Grille de 'indicateur du principe 8

Une analyse du cutriculum d’algebre pour tous, montre que:

Niveau 0

Les thémes: nombre, quantité, accroissement et variation, modéles et rigularités,
forme; incertitude ne sont pas abordés en tant quobjets d’étude dans
I'enseignement de I'algébre.
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Quelques uns des thémes mombre, guantité, accroissement et vaviation,
modéles et rigulanités, forme, incentitude sont abordés en tant qu'obijets
d’étude dans Penseignement de I'algébre.

Niveau 1

Tous les thémes mombre, quantité, accroissement et varation, modéles et
régularités, forme, incertitude sont abordés en tant qu'objets d’étude dans
Penseignement de Palgébre.

Niveau 2

Tous les thémes mombre, quantité, accroissement et variation, modéles et
régularités, forme, incertitude sont abordés en tant qu'objets d’étude dans
Penseignement de Palgébre. De plus, un certain nivean de
compréhension de ces thémes est explicitement un objectif
d’apprentissage.

Niveau 3

Nos huit principes peuvent servir 2 la fois pour analyser des cutriculums existants
d’algébre dans I'éducation de base et chercher 2 les améliorer ou pour en élaborer de
nouveaux. Toutefois, rappelons qu’ils ne concernent que le currculum officiel
d’algébre, dans sa globalité, sans faire de distinction de niveaux d’étude. En apportant
des informations sur un seul principe, chacun des indicateurs fournit des éclairages sur
un aspect particulier du curriculum. Aussi, c’est lensemble de tous les indicateurs qui
peut fournir une vision globale du cumiculum d’algébre dans P'éducation de base. 11
demeure toutefois impossible en pratique de concrétiser fortement tous nos principes
généraux. Dans la construction ou Famélioraion d’un curriculum, la décision de

choisir le degré et la maniére de concrétiser nos principes varie selon le contexte.

8.2 CONCLUSIONS GENERALES

Suite 4 la prolongation de la scolarité obligatoire, au terme de cette thése, nous sommes
encore plus convaincus qu'au début de la nécessité de reconstruire les curriculums
d’algébre dans Péducation de base a partir de principes comme ceux auxquels nous

sommes arriveés icl

Notre travail nous apparait original pour différentes raisons. La premiére est que pour
reconceptualiser le curriculum d’algébre au niveau de P'éducation de base, nous avons

fait provisoirement table rase de la réalité actuelle et mené d'abord une réflexion en
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profondeur sur les aspects mathématiques, épistémologique et didactique de l'algébre.
Peu d’auteurs ont, & notre connaissance, fait ce pas de coté avant de proposer ce qu’il

faut enseigner en algébre.

La deuxiéme est que, comme nous ne voulions pas partir d’une signification a priosi de
l'algébre, nous avons d’abord mis en évidence les grandes étapes de son évolution
historique, en adoptant la précaution méthodologique de commencer par la période od
Palgebre a fait son apparition comme discipline mathématique autonome en possession
de son nom. A cet égard, nous avons proposé un découpage original en huit grandes
étapes, beaucoup plus pertinent que les trois étapes de Nesselman : afgébre rhétorigue,
afgébre syncopée e algébre symboligue.

La troisieme réside dans le fait que nous avons approché lalgébre comme un type
particulier d’activité mathématique et 12 pensée algébrique comme un ensemble
d’habiletés intellectuelles qui y sont nécessaires. Aussi, 'algébre et la pensée algébrique
sont pour nous indissociables et complémentaires; notre modéle M.LAP.A. les
présente comme les deux faces d'une méme médaille. Ce modéle est original est
constitue Fune des plus importantes construction théorique de notre thése. Pour le
présenter, nous avons précisé un certain nombre de termes et défini certains concepts
importants. Par exemple, la notion d’espace de calcul algébrique, que nous avons défini
comme systéme de représentation externe correspondant i un systéme algébrique, nous
semble étre plus précise que celle de domaine d’emploi du calcul algébrique de
Chevallard.

Par ailleurs, si les approches didactiques que nous avons élaborées i partir de notre
modele M.LA.P.A ne sont pas nouvelles, notre thése a le mérite, nous semble-t-il, de
proposer un cadre de référence théorique sur lequel elles s’appuient et, en particulier,
d’apporter des précisions concernant la pensée algébrique qui sont utiles dans

Penseignement de 'algébre.
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Les principes généraux que nous avons présentés peuvent servir i la fois pour analyser
des curriculums existants d’algébre dans I'éducation de base et chercher 2 les améliorer
ou pour en élaborer de nouveaux. Toutefois, un travail important reste a faire pour

élaborer des indicateurs et des instruments d'analyse plus précis et plus opérationnels.

Rappelons que le but de notre thése n’était pas du tout d’arriver 4 un curriculum détaillé
et précis qui soit prét a étre enseigné et que depuis le début de ce travail, il y 2 eu
beaucoup de discussions 2 ce sujet au niveau international et qu’on a vu se multiplier les
rapports et les comptes rendus de rencontres. Cependant, ce que nous observons, ce
sont des propositions morcelées ou présentant certaines failles au niveau de leur
fondement. Notre recherche apparait alors fondamentale et doit étre suivie d’une autre

étape.

En proposant des synthéses originales, notre recherche est i caractére théorique
prncipalement. Certes, il est important d’avoir des recherches i partir de questions et
d’hypothéses, mais il est tout aussi important, nous semble-t-il, de réaliser des
recherches pour construite des modéles théoriques, pour avancer en unifiant et en

regroupant en vue d’application pratique.

8.3 LIMITES DE LA RECHERCHE ET MISES EN GARDE

Comme tout travail de recherche, il y a certaines limites a notre travail, qui sont dues 4
un bon nombre de facteurs dont la méthode utilisée et 'étendue du temps consacré i la

recherche, par exemple. Nous les citons dans ce qui suit.

La premiére a trait 2 la non-validation de nos constructions théoriques. Dans notre
projet initial de recherche, nous avions également prévu construire des instruments
d’analyse et analyser des curriculums d’algébre existants, ce qui aurait constitué une
validation de nos modéles. Ce travail s’est avéré par la suite déborder des limites de Ia

thése. Cependant, soulignons que notre modéle M.I.A.P.A. a subi une forme de
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validation. D’une part, il s’appuie sur les données de l'histoire de I'algebre, et, d’autre
part, il est plus précis et intégre diverses propositions récentes concernant l'algébre et la
pensée algébrique que Pon trouve dans la communauté didactique.

Une deuxiéme limite 4 souligner est que nous ne prétendons pas que nos propositions
peuvent étre appliquées au-deld de I'éducation de base. Nous nous sommes surtout
intéressé aux premiéres années d’apprentissage de 'algébre, couvrant I'école élémentaire
et moyenne. Néanmoins, nous pensons que notre M.I.A.P.A pourrait encore servir de
cadre de référence pour Palgebre i enseigner i I'école supérieure, quitte 2 concrétiser ses

aspects par des activités de ce niveau d’étude.

Une troisiéme limite est que dans la recherche et développement, surtout au niveau des
curriculums enseigné et appris, il faut faire des liens avec de nombreuses recherches en
didactique de I'algébre, par exemple, celles concernant 'apprentissage et Penseignement
de notions spécifiques comme la notion de variable ou le signe d’égalité. Les résultats
de certaines de ces recherches seront trés utiles dans la mise en application de nos
principes pour la construction d’un cutriculum modeme d’algébre, elles peuvent méme

aider a nuancer et 2 préciser certains d’entre eux.

Une quatriéme limite vient du fait qu'en visant Penseignement de Palgébre pour tous,
les principes curriculaires que nous avons formulés concernent le curriculum d’algébre
dans sa globalité sans distinction de niveau. Il est clair que la maniére d’interpréter et
d’appliquer certains de ces principes va varer en fonction de 'année d’étude, de la
durée de 'éducation de base, du degré de préparation des enseignants et des moyens
disponibles. Nous ne pouvions pas, dans le cadre de cette thése, tenir compte de tous
ces détails, surtout que nous avons choisi de faire des propositions qui pourraient étre

utilisées dans n’importe quel pays.
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8.4 PISTES DE RECHERCHE ET DE DEVELOPPEMENTS FUTURS

Notre recherche donne lieu 2 de multiples pistes de recherche. La premiére découle de
la nécessité de valider les modéles théoriques que nous avons élaborés. A cet effet,
dans une premiére étape, il nous semble important de construire des instruments pour
analyser des curriculums officiels d’algébre et de les mettre a 'épreuve pour 'analyse de
deux curriculums différents. On peut, dans ce sens, analyser soit des documents
officiels soit des manuels. Comme les instruments d’analyse sont construits 4 partir de
notre cadre théorique de référence, cette analyse est une mise i 'épreuve de nos
différents modeles. Afin de réaliser ces instruments, il est indispensable de développer
des indicateurs plus précis et plus opérationnels pour chacun des principes que nous
avons annoncés. Chacun des indicateurs doit permettre de juger si un principe a été
appliqué convenablement. Ce travail n’est pas facile a faire, car les indicateurs ne
devraient pas étre simplement des grilles. Il faudrait imaginer d’autres types d’analyse,
par exemple faire faire une analyse par trois personnes différentes qui se sont entendues
sur le sens des indicateurs et qui confrontent leurs analyses personnelles de fagon a
arriver 4 un consensus. Méme avec cette précaution, on restera subjectif, mais le

recouts i plusieurs personnes permettra, nous semble-t-il, d’éviter certains biais.

Une deuxiéme piste de recherche consiste a élaborer des instruments d’analyse pour
évaluer des manuels en algébre ou méme pour évaluer le curriculum d’algébre enseigné
ou appds. Dans ce cas, on s’éloigne un peu de nos modéles proprement dits, mais le
cadre de référence qui les sous-tend peut donner lieu i un cadre d’analyse des

curriculums enseigné et apptis.

Une troisiéme piste de recherche consiste 4 se demander ce qu'il serait pertinent de
proposer en algebre au-dela de P'école de base, étant donné que généralement, aprés la

période de I'éducation de base, école secondaire se poursuit jusqu’a luniversité.
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Une quatriéme piste de recherche consiste 2 développer des outils didactiques pour
Penseignement de I'algébre en étant conforme aux principes que nous avons proposés

et en tenant compte des multiples recherches empiriques et de développement.
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Annexe A

Table des matiéres de: First course in Algebra, Part I. Teacher's commentary.(1961)
School Mathematics Study Group. Yale University Press

CONTENTS

1.  SETS AND THE NUMBER LINE
1- 1. Sets and Subsets
1-2. The Number Line
1- 3. Addition and Multiplication on the Number Line

2. NUMERALS AND VARIABLES
2-1. Numerals and Numetical Phrases
2-2. Some Properties of Addition and Multiplication
2- 3. The Distributive Property
2-4. Variables

3. SENTENCES AND PROPERTIES OF OPERATIONS
3- 1. Sentences, True and False
3-2. Open Sentences
3-3. Truth Sets of Open Sentences
3-4. Graphs of Truth Sets
3-5. Sentences Involving Inequalities
3-6. Open Sentences Involving Inequalities
37. Sentences with Mote Than One Clause
3-8. Graphs of Truth Sets of Compound Open Sentences
3-9. Summary of open sentences
3-10. Identity Element
3-11. Closure
3-12. Associative and Commutative Properties of Addition and Multiplication
3-13. The distributive property
3-14. Summary: Properties of operations on Numbers of Arithmetic

4.  OPEN SENTENCES AND ENGLISH SENTENCES
4-1. Open Phrases and English Phrases
4-2. Open Sentences and English Sentences
4-3. Open Sentences Involving Inequalities
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S. THE REAL NUMERS
5- 1, The Real Number Line
5- 2. Order On the Real Number Line
5- 3. Opposites
5-4. Absolute Value

6. PROPERTIES OF ADDITION
6- 1. Addition of Real Numbers
6- 2. Definition of Addition
6- 3. Properties of Addition
6- 4. The Addition Property of Equality
6- 5. The Additive Inverse

7. PROPERTIES OF MULTIPLICATION
7- 1. Multiplication of Real Numbers
7- 2. Properties of Multiplication
7- 3 and 7- 4e Use of the Multiplication Properties
7-5. Multiplicative Inverse
7- 6. Multiplication Property of Equality
7- 7. Solutions of Equations
7-8. Reciprocals

7- 9. The Two Basic Operations and the Inverse of a Number Under These operations

8. PROPERTIES OF ORDER
8- 1. The Ozder Relation for Real Numbers
8- 2. Addition Property of Order
8- 3. Multiplication Property of Order
8- 4. The Fundamental Properties of Real Numbers

9. SUBTRACTION AND DIVISION FOR REAL NUMBERS
9- 1. Definition of Subtraction
9- 2. Properties of Subtraction
9- 3. Subtraction in Terms of Distance
9- 4. Division
9- 5. Commons Names
9. 6. Fractions





