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Résumé court 

Noue recherche, de nature fondamataie, vise à mener une étude approfondie en vue 

de reconceptualiser le c&culum d'algèbre pour tous au niveau de Piducation de 

base. A partir d'une anaiysc du développement historique de I'aigèbre et de 

considérations d'ordre mathématique et épistémologique, nous proposons un modèle 

(M.I.A.P.A.) intégrant trois aspects principaux de "llaIgèbre" et quatre habiletés 

inteiiectueiies caractéristiques de "la pensée algébrique". Après avoir examiné quatre 

approches didactiques de l'algèbre compatibles avec notre modèie, nous en arrivons 

ensuite à recommander d'utiliser dans l'enseignement une approche didactique mixte 

qui intègre les précédentes et dont la p h e n c e  est c o n b é e  par une anaiysc critique 

d'approches utilisées uadirionneiiement ou proposées récemment Finaiement, nous 

formulons huit principes généraux que tout curriculum d'aigèbre pour tous devrait 

satisfaire, accompagnés d'indicateurs pour: évaluer ou construite de tcis curriculums. 



Résumé long 

Notre recherche, de nature fondamentale, vise à mener une étude appmfondie en vue 

de reconceptualiser le dcuim de l'algébre pour tous au niveau de i'éducaaon de 

base, et à conmbuer ainsi à la rénovation de l'enswement de cette matière qui est 

généralement perçue par les ilèves comme étant aride et ttès formelle. Plus 

précisément, d e  a p o u  but de répondre aux deux questions de recherche suivantes : 

Avant de répondre à ces deux questions, nous coastniisans un cadre concepnicl 

conceniant "l'algèbre" et "la pensée atgCbrique" en partant d'une analyse du 

développement historique de l'algèbre, dont nous proposons un découpage en huit 

grandes étapes. À partir des résultats de cette analyse et de considérations d'ordre 

mathématique et épistémologique, nous distinguons trais aspects principaux de 

i'aigèbre, ainsi que quatre habiletés intùiectucllcs caractéristiques de la pensée 

algébrique. Nous proposons ensuite un modèie origkd, appelé M.I.A.PA., qui 

présente l'algèbre et la pensée algébrique de manière complémentaire et intégrée. 

Nous présentons ensuite quatre approches didactiques de ltaig&re compatibles avec 

noue modèle : l'approche langage, l'approche saucnites, l'approche modélisation et 

l'approche Qnction. En réponse à noue p d e  question de recherche, nous 

recommandons d'utiliser dans l'enseignanent une approche mixte int&mt 

précédentes. Une anaise critique d'approches didactiques utiiisécs traditiomdement 

ou proposées récemment c o n b e  la pertinence de notre réponse. 



En réponse à noue deuxième question de recherche, nous fomulons huit prinapes 

généraux que tout c ~ c u l u r n  à'aigèbre pour tous au niveau de l'éducation de base 

devrait satisfaire, ainsi que huit indicateurs correspondants, pouvant aider aussi bien à 

évaluer des cuxriculums déjà exktants qu'à en développa de nouveaux. 
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Chapitre 1 

Introduction et objectif de la thèse 



Dans ce premier chapitre, nous commençons par présenter le sujet de la thèse et 

indiquer les raisons qui nous ont poussé à s'intéresser à ce thème d'étude. Ensuite, 

nous présentons i'objectif de h thèse en expliquant pourquoi nous avons retenu un tel 

objectif et en clafifiafit le postuIat de travail que nous adoptons. Enfin, nous 

annonçons les grandes étapes de la thèse 

La présente thèse porte sur l'enseignement de l'algèbre à l'école, plus précisément sut la 

rénovation do curriculum d'algèbre dans l'éducation de base. 

Dans la plupart des pays, l'algèbre occupe une place centrale dans les mathématiques du 

secondaire. Eiie constitue en quelque sorte un hltre pour l'accès à des études post- 

secondaires, puisqu'une certaine dose de connaissances en algèbre s'avère indispensable 

pour poursuivre des études dans plusieurs disapilies. La démocratisation de 

l'enseignement et le psolongement de h période de l'éducation de base qui s'en est 

suivi, ont fait que I'algébre fait partie maintenant du curticuium de mathématiques pour 

tous les &es et ce dans plusieurs pays du monde. Usiskin (1994) souhgne que ce 

phénomène est relafivement récent puisqutau siècle dernier, i'enseignernent de l'algibrc 

- comme celui de la géométrie - était réservé à un peut pourcentage de la population, 

même dans les soaétés les plus dévtloppées. 

Cependant, l'algèbre est réputée être, depuis longtemps, un sujet scolaire aride et pour 

l'apprentissage duquel beaucoup d'élèves éprouvent de grandes difficultés (voir par 

exemple Rosnick & Clement, 1980; Küchemann, 1981; Wagner, Radilin & Jensen, 

1984, Booth, 1984). Ce fait devient encore plus évident lorsqu'il s'agit d'enseigner 

i'algèbre à f o u  les élèves. 



Dans l'apprentissage de l'ligébrc, les élèves recourent, le plus souvent, à la 

mémo&ation de règles et de procédures, et ils en amVent à a o k  que ces activités 

constituent i'essence de i'aigèbre (Khan, 1992). Pour un p d  nombre d'encre eux, 

l'algèbre est une source de grande confbsion et d'attitudes négatives (Booth, 1988); ce 

monde leur apparait dos, abstrait, purement instnimental et mécanique. Ce 

phénomène est si répandu qu'on peut même y voir un phénomène culturel, à tel point 

que dans le Petit Rob- le mot aigèbre est devenu synonyme, au sens figuré, d'une 

c h e  Wde à coqmndn, d'un domane inonrssible à I'i.pnk 

Les cutricdurns actuels d'aigèbre à l'école ont fait et continuent de faire l'objet de 

nombreuses critiques. Ainsi, en 1979, Hcr ~ ~ ' s  Inrpdor pour les pays d'Angleterre 

et de Galles conduait dans son rapport: 

The teaching of traditional aigebra has long presented difficulties in school 
and it is a branch of mathematics, which remains a mystuy to man7 
adults. (Cité dans Lee, 1997, p. 8) 

De même, Jim Kaput affirmait récemment à propos des &ums d'aigèbre en 

vigueur aux États-unis d'Amérique: 

School algebra in the U.S. is institutionalized as two or more khiy 
redundant courses, isokted fiom other subject matter, introduced abnrptly 
to post-pubescent snidents, and often repeatcd at great cost as rcmcdi?l 
mathematics at the secondvy levd Th& content has evolved histoucaüy 
into the manipulation of s&gs of aiphanumeric characters pided by 
various syntacticd prinaples and conventions, occasiondly intetniptcd by 
"applications" in the fonn of short problerns prcsaited in bricf chunks of 
khi? stylized text. AU thesc are carefully orgwizcd into smaii catcgories 
of very s i m h  activities that are rehcvscd by catcgory before introduction 
of the next category, when the process is rcpeatcd. The net effect is a 
tragic dienation fiom mathanatics for those who d e  this filter and an 
even more tragic loss of life-opporcunitg for those who don't. @put, 
1995, p. 71) 

1.3 RAISONS DU CHO= DE CE SUJET DE RECHERCHE 

Deux raisons pincipales justifient notre choix de ce sujet de recherche 



La première est d'ordre personnel. La problématique de l'apprentissage et de 

I'enseignernent de i'dgèbre à l'école nous a toujours beaucoup intéressé depuis que 

nous avons travaillé à la formation des mitres de mathématiques au Maroc. En effet, 

dans le cadre de la supemision des stages pratiques des futurs maîtres, nous avons éti 

amené réguiièrement à observer des cIasses de mthématiques oh nous avons été 

sowent témoin des sérieuses diflicuités que beaucoup d'élèves éprouvaient dans 

Fapprentissage de l'algèbre. Au lil des années, un fait est devenu évident à nos yeux : 

I'enseignernent de i'algèbre continue à poser des problèmes didactiques énormes au 

Maroc - tout comme dans la grande majorité des pays apparemment - tout 

particulièrement lorsqu'il est destiné à tous les élèves. 

En examinant de plus près Pévolution des programmes marocains de mathématiques 

durant les dernières décennies, nous avons constaté que l'enseignement de l'algèbre a 

toujours été basé essentiellement sur ks mêmes thèmes d'étude : caicui littéral, 

manipulation d'expressions aigébriques, multiplication et factorisation de polynômes, 

équations et inéquations. L'apprentissage des techniques du calcul *brique occupe la 

majeure partie du temps doué à i'enscignement de i'aigèbre, et la manipulation des x et 

des y ne tend vers aucun but précis autre que la pratique du calcul algébrique lui-mème. 

L'algèbre apparaît aux diives comcne une mécanique froide et abstraite qu'il faut 

maitriser sous prétexte qu'elle leur sera ude plus tard. 

C'est à partir de tels constats que nous avons été amené à nous intéresser tout 

panidèrement à i'enseignement de i'algèbre dans l'éducation de base. Nous 

voudrions comprendre pourquoi l'enseignement de i'aigèbre à l'école est un échec et 

comment il faudrait réformer les cUmcui~m5 scolaires actuels d'aigèbre pour tous et 

préparer les maîtres en conséquence. 



La deuxième raison qui nous a poussé à choisir cc sujet de recherche réside dans le fait 

qu'il s'agit d'un thème d'actualité dans la communauté des didacticiens' des 

mathématiques. Leur insatisfaction face à t'état de i'enseignernent de t'algèbre à l'école 

et surtout les changements survenus dans les conditions de i'enseignement des 

mathématiques à l'école - notamment la démocratisation de t'enseignement et la 

possibilité d'intégration d'outils technologiques dans l'enseignement des mathématiques 

- ont conduits les didacticiens des maththatïques, depuis la 6i des années 1980, à 

envisager sétieusement la réfome des d c d u m s  scolaires actuels d'algèbre. C'est 

ainsi que durant la dernitre décennie, on a vu se multiplier les travaux de recherche à ce 

sujet : Wheeler (1989); Lins (1992); Kietan (1992); Kaput (1995), etc. De nombreux 

forums scien&ques ont aussi été organisés pour en discuter, notamment à l'occasioo 

des récents Congrès internationaux sut renseignement des mathématiques (ICME) et 

des rencontres des groupes PME et PME-NA. Également, de nouvelLw propositions 

curriculaires ont été mises de l'avant par des organismes tek que le National C o u d  of 

Teachers of Mathematics (1994; W 8 ) ,  et par des chercheurs comme Kieran (1996), 

Kaput (1998) et les collaborateurs de l'ouvrage publié sous la direction de Bednarz, 

Kieran et Lee (1996). 

Dans l'enseignement ttaditionnei de Paigèbre, c d e d  est vue comme une 

a arithmétique généralisée D; d e  traite des quantités et des opérations pennises sut ces 

quantités, et ses règles sont dictées par les propiétés bien connues de l'arithmétique 

quantitative (Pycior, 1984). De nombreuses recherches ont été menées sut les 

ressemblances et les différences qui existent entre i'atithmétique et l'algèbre, en vue de 

mieu comprendre comment i'enseignemmt de l'algèbre peut s'appuyer sut 

l'expérience qu'ont les élèves en a8thmétique. L'artide synthèse de Kieran (1992) fait 

état de nombreux travaux à ce sujet 

1 Dans tout le documeut, le m a s d u  est utilisé strictement p o u  déger le texte sans carciw le genre 



Mais le passage pour les élèves d'un stade arithmétique à un stade aigébriqw est loin 

d'être facile à réaliser et pose probléme (Vergnaud, Cortes et Favres-Areigue, 1988; 

Kieran, 1992, Rojano, 1996). De plus, il apparaît que les longs apprentissages qu'ont 

réalisés les élèves en arithmétique peuvent venir faw obstacle à leur apprentissage de 

l'algèbre (Booth, 1984). De nombreuses recherches empiriques ont montré 

qu'effectivement, au lieu de stratégies algébriques de résolution de problèmes, un grand 

nombre d'élèves préfèrent utüiser des stratégies arithmétiques. Par exemple, lorsqu'il 

s'agit de résoudre une équation, plusieurs ont de la difti.culté à opérer sut l'incomue et 

utilisent plutôt la méthode par essais et erreurs, qui est souvent efficace dans les 

problèmes scolaires. Fdloy et Rojano considèrent que dans de tels cas il existe une 

coupure didactique le long de la ligne d'évolution d'une pensée &thétique à une 

pensée algébrique chez i'éiève (Filloy et Rojario, 1989). 

Depuis une décennie, un grand nombre de personnes oeuvrant en éducation 

mathématique insistent sur la nécessité de réformer en profondeur les cuccidums 

actuels d'aigèbre de l'école, notamment pour tenit compte du nouveau contexte de 

l'enseignement des mathématiques (et de Paigèbre en particulier) qui a été évoqué 

précédemment. Selon eux, il s'agit non pas simplement de rafraîchir ces cUmculums en 

s'arrêtant sur des détails (par exemple, faut-il justiiîer de plusieurs manières différentes 

la € o d e  donnant les solutions d'me iquation du second degté ?) ou de dresser une 

nouvelle liste de contenus algébriques à enseigner ou d'habiletés cognitives à faire 

acquérir aux éièves, mais plutôt de reconceptualiser le &dm d'aigèbre à l'école. 

Ainsi, le groupe du Natonai Cmnd o j  Teuch ofMrtfbcmuûb chargé de proposer une 

nouvdc vision de i'algèbre à l'école afhtme dans son rapport : 

As mathematics becomes more intudisâpliiilrp and connected, as 
technology redehes the nccd for certain slglls, and as the world's 
complexities demand ceasonhg and symbol sense, aigebra needs 
reconceptualization. Tomotrow's aigebn curriculum should represent a 
significant deparhire from what now commoniy cxists (NCTM, 1994, p. 
5)- 



Usiskin (1985) compare k mouvement de réforme en aigèbre qui est ea train de 

s'amorcer à celui des mathématiques modernes; il n'hésite pas i parler de &ulution, 

plutôt que d'évolution, et il a h e  que le Cumcuium d ' e b r e  de demain sera 

certainement très différent de celui d'aujourd'hui. 

Par ailleurs, dans la communauté didactique, on recherche une nom& vision de 

l'algèbre plus large que celle d'une arithmétique généralisée. Cependant, les points de 

vue des didactiaens à ce sujet sont fort divergents. D'abord parce qu'ils donnent des 

significations bien différentes au tenne (dgèbrs> et qu'en conséquence ils ne 

s'entendent pas sur ce qu'on devrait enseigner en aigèbre à l'école. Ensuite, parce qu'à 

présent on a de plus en plus tendance à insister sur le développement de la pensée 

@brique chez les élèves, au lieu de mettre l'accent exdusivement, comme on le faisait 

traditionnellement, sur i'enseignement de connaissances et d'habiletés techniques en 

algèbre. Or, là encore, les points de vue concernant La pcmie uIgc'hqw sont assez 

divergents. 

Dans le cadre de sa recherche de doctorat, Lee (1997) a demandé ce qu'est i'aigèbre à 

des enseignants des mathématiques, des didactiaens et des mathématiciens. En 

analysant des entrevues, des écrits et des échanges dans le cadre d'un fonun 

éJecmnique de discussion sur i'aigèbre, d e  a mis en évidence cinq catégories de 

réponses reflétant, selon de, cinq métaphores clifErentes de l'algèbre : i'aigèbre a~ tant 

que bnpge, l'algèbre en tant que mm& & pcwn; l'algèbre en tant que makc, rco&zirr, 

i'aigèbre en tant qu'oun'l (ou ensemble d'outils); i'aigèbre en tant qu'flck'vitc', et l'aigèbre 

en tant qu'm'tbrnétr;3~egeirciB~ie. EUe a montré aussi comment dans la communauté des 

didacticiens de i'aigèbre, il n'existe pas encore une cohérence de points de vue à ce 

sujet 

Compte tenu de tout ce qui précède, nous avons retenu i'objectif suivant pou notre 

thèse : 



Cet objectif sera précisé plus tard. En attendant, nous voudrions insister sut un point 

très important : au lieu de pattit des d d u m s  actueis d'algèbrr et de c h d e r  à les 

améliorer sous différents rappotes, nous nous proposons dans ce travail de fait 

pzpyLjoirtmmt tuble me ué b riaktia~tre//1! et de mener d'abord une réflexion en profondeur 

sur ks aspects mathématique, épistémologique et didactique de Paigèbre. 

1.5 STRUCTURE ET GRANDES ÉTAPES DE LA THÈSE 

Cette thèse se déroulera en trois grandes étapes. 

La première étape consistera à élaborer un CADRE CONCEPTUEL concemant les 

notions d'aigèbre, de pensée algébrique, d'éducation de base et de curriculum. Comme 

nous ne voulons pas partir d'une @rufication apn& de l'aigèbre, nous commencerons, 

dans le chapitre 2, par étudiez le développement historique de l'aigèbre. Dans le 

chapitre 3, après avoir précisé k terminologie des notions que nous dons utiliser, nous 

présenterons un modèle résumant les aspects importants de l'aigèbre et de la pensée 

*brique. Dans le chapitre 4, nous préciserons la notion d'éducation de base, nous 

présenterons les objectifs de l'éducation mathématique de base et nous soutiendrons 

que l'aigèbre et la pensée aigibriqw sont des composantes incontournables de cette 

dernière. 

Dans une deuxième étape du mvail, il sera question de la FORMULATION DE 

QUESTIONS DE RECHERCHE. Dans le chapitre 5, nous préciserons l'objectif de la 

thèse en fornulant deux questions de recherche et nous chdierons la méthode de 

recherche adoptée. 

La troisiéme étape du travail s'intituie RÉPONSES AUX QUESnONS DE 

RECHERCHE. Elle fera l'objet des chapitres 6 et 7. 

Enfin, une synthèse et des conciusions générales du travail seront présentées dans le 

chapitre 8 de la thèse. 



CADRE CONCEPTUEL 



Chapitre 2 

Grandes étapes de l'évolution 
historique de l'algèbre 



Pour der dans le sens du postulat de travail annoncé en 1.5, nous entamons la 

présentation du cadre concepd de notre thèse par une réfiexion sur les p d e s  étapes 

de l'évolution de l'dgèbre. Pour ce faire, nous ne nous donnons au départ aucune 

sgdicaaon précise au mot dgèbreu, en nous contentons de faire r é f h c e  à un 

champ mathématique dont les origines historiques sont lointaines et dans lequel 

œwren t  actuellement de nombreux chercheurs. 

L'analyse de l'évolution historique de Palgèbre, qui fait Pobjet du présent chapitre, 

constitue la première piste que nous exploterons pour élaborer notre cadre concepniel 

de référence concemant l'algèbre et la pensée algébrique. Le but poursuivi ici n'est pas 

de retracer une histoire de Paigèbre comme le fenit un historien, mais d'en dégager les 

éléments nous éclairant suc les Significations de l'algèbre à certaines étapes de son 

histoire. 

Nous commençons par présenter deux interprétations de i'évolution historique de 

i'aigèbre : la première est rapportée par Nesselman, la seconde est proposée par Piaget 

et Garcia. Ensuite, nous relatons le délicat problème de &et les origines historiques de 

l'algèbre. Enfin, nous présentons les huit grandes étapes de l'histoire de i'aigébre que 

nous avons retenues pour les besoins de notre t t a d  

En didactique de l'algèbre, il amive souvent que l'on se réfeie au découpage de 

1'évoIution historique de Paigèbre, dû à Cajori (1859-1930) mais popularisé par 

Nesselrnan, en ttois étapes principales: l'dgtbn rheit+e, d'avant Diophante 

d'Alexandrie (IIIe S.), où Pexpression des problèmes et de leut solution se fiit au moyen 

de phrases, sans qu'intervienne aucune notation; rdgtbn pcopei, où queiques 



abréviations apparaissent, (par exemple dans le lime Mbmé+ de Diophante); 

ra@h gzvbo@ue de Viète (1540-1603), où l'on se dégage complètement des mots et on 

utilise des lettres pour représenter les quantités connues ou mconnues et des signes 

pour les opérations (Baruk, 1992, pp. 71-72). 

Ces trois stades sont caractérisés ainsi : 

(1) The htst stage Nesselman represents by the name Rhetoricai Algebra 
or "reckoning by complete words." The characteristic of Lhis stage is the 
absolute want of aii symbols, the whok of the caiculation being c d c d  on 
by means of complete words, and fo&g in fact continuous prose ... 
(2) The second stage Nesselman proposes to caii the Syncopated Algebra. 
This stage is essenMy rhctorid and therein lilre the b t  in its treaancnt 
of the question; but WC now 6nd for oh-recurring operations and 
quantities, certain abbrcviationd symbois ... 
(3) To the third stage Nesstknan @es the nme SymboE Aigebt;i, which 
use a complete systcm of noutions by signs having no visible corneciion 
with the words or things they reprcsent. (Heath, 1964, p. 49; lu dans Lins, 
1992, p. 37) 

Cette classification reflète un aspect particulier de l'évolution de Paigèbre, à savoir le 

symbolisme algébrique. Me ne peut su- nous semble-t-il, à mdte pleinement 

compte de la nature de i'algèbie et de h pensée algébrique. De leur côté, Bednarz, 

Janvier, Mary et Lepage (1992) posent la question : sans nier le rôle du symbolisme 

algébrique, peut-on dire que cette évohstion caractérise bien l'émergence ou le 

développement d'une pensée aigébrique ? Elles font rexnarquer ensuite : 

L'histoire des mathématiques nous montre que le déveioppemcat de 
l'aigèbre a commencé bien avant que les quantités inconnues soient 
représentées par un symbole. Les quelques recherches conduites auprès 
d'élèves nous montrent p u  d e w s  que beaucoup d'entre eux, de l'écok 
secondaire jusqutà l'université, résohent davantage les problèmes 
algébriques dans un style mbrisa) (împge naturei coyncopk~) que 
symbolique. (Becinan, Janvier, Mary et Lepage, 1992, p. 19) 

Confondre i'histoire de l'algèbre avec ceHe de son symbolisme pourrait conduire à des 

conclusions erronées. Nous reviendtons sur ce point à la 6n du chapitre, après la 

présentation des étapes prinapaies de I'histoire de l'algèbre que nous avons retenues. 



2.3 ÉTAPES DE L%VOLUTION DE L~AU;BBRE SELON PUGET ET GARCIA 

Tentant de montrer i'existence d'uu parallélisme enue lapbyhgmèse (genèse historique) 

et la prrchogenè~e (genèse psychologique) de l'algèbre, Piaget et Garcia (1983) proposent 

une autre interprétation de i'évolution historique de l'algèbre. Reprenant à leur compte 

une analyse de Bouttos, iis caractérisent cette évolution par mis grandes étapes, 

nommées respectivement étape intm@nuibnnef/k, étape intmphk'onne& et étape 

tmns~pémtzonneff., dont les hntières sont marquées par les prises de conscience des 

opérations d'abord et des strucmres ensuite. Dans cette analyse, Piaget et Garcia 

mettent en évidence le rôle primordial que joue le concept d'«opératiom en algèbre. Ils 

caractéfisent ces trois étapes ainsi: 

1. Les étapes intraopémtionneiies sont caractérisées par des iiaisons 
intraopérationnelles qui se présentent sous des formes isohbles, 
comportant certes, comme lcur nom l'indique, des Uticuiations internes, 
mais ne se composant pas entre des, et sans des tmnsfonnations de rune 
à l'autre qui supposent l'existence d'invuinrits. 
2. Les étapes interophtionneiks sont caractérisées par des 
correspondances et des aansformations entre les formes isoiables de 
l'étape antérieure, avec de plus les invarinnts que de telles tronsfosmations 
exigent. 
3. Les étapes transop&tionnelies sont caractérisées p u  la construction 
de structures dont ks relations intctncs correspondent aux 
trarisformatioas interopéatioaaelles. (Piaget et Gracia, 1983, p. 164) 

Se basant sut un livre d'histoire des mathématiques de Jacob Klein2 (1968), Puget et 

Gatcia interprètent le développement historique de Paigèbre de la manière suivante. 

Pendant une première période, extrêmement longue, il ne s'agit que de la recherche de 

solutions à des équations spécihques. La méthode est purement empirique et consiste à 

procéder par tâtonnements. Chaque équation est l'objet d'un traitement particulier. 

Selon Piaget et Garcia, il s'agit là d'une érape inaaopéfationnelle du développement de 

l'a@ bre. 



Ce n'est qu'au siècle, avancent-ils, qu'on d e  à chercher des méthodes plus 

généraies ec surtout, à poser Ie problème génémi de l'existence ou de la non-existence 

de solutions. Les transfomilrions d'équations permettant de réduire une forme non 

résolue à une forme résoluble dominent lvgement les recherches. Ici, c'est i'analpc qui 

va jouet un rôle fondamatal. h p n g e  et Gauss sont les grandes figures de cette 

période, laqueile constitue du point de vue de Puget et GarQa, une période 

interopérationneiie de Pévolutioa de Paigèbre. 

Avec Galois et le développement de k théorie des groupes aboutit l'histoire de la 

résolution des équations et commence la prédominance des sttuctuces algébriques. 

Selon Piaget et Garcia, c'est le début de l'étape nansopérationnde du déveioppement 

de l'algèbre. 

Nous avons présenté l'interprétation de l'évolution historique de l'aigèbre de Piaget et 

Garcia, parce qu'de a le mérite de bien meme en éviàence le caractère essentiel que 

joue l'opération, dans le développement et l'apptéhension de l'aigèbre. Nous dons 

esploiter plus tard cette observation mais nous n'allons pas nous baser sur l'analyse de 

Piaget et Garcia. 

2.4 LE P R O B ~ M E  DES ORiGINES DE L%GBBRE 

Les origines historiques de l'algèbre fie sont pas précises. Eiies sont en effet ttibutaires 

de ia sqpfication que i'on donne au mot algèbre). A ce propos, dans son ouvrage 

ciassique sur l'histoire des mathémariques, Smith écrit: 

If by aigebra we mean the science which dows us to soive the equations 
mZ + bx + c = O,  espresscd in thtse symbok, then the history begins in 
the 17' century; if we remove the resmtions as to those paxticulu signs, 
and aiiow for other and less convenient symbols, we might properly begia 
the history in the 3d cenniry-, if we d o w  for the solution of the above 
e y t i o n  by geornetec methods, without Ilgtbmic spmbols of any kind, we 
might say that llgebra begias with the Aluoodrian School or a little d e r ,  
and if we say that we should now sohrc by aigcbn ( c m  though it was at 
htst solved by mere guessing or by some nimbersome arithmetic process), 



then the science aras knmm about 1800 BC, and probably still culicr. 
(Smith, 2958, p. 370) 

Les critères retenus pour identiûer le savoir dgébiiqw dans des textes mathhatiques 

anciens colorent nettement la iecnite que l'an fait de Pbistoire de i'aigèbre. Comme le 

rappelle ia Smith, des historieas n'hésitent pas à qualifier d'dgébtiqua un problème 

que i'on peut résoudre par i'algèbre tele qu'on ia connaît aujourd'hui. C'est ce qui 

pennet, nous semble-t-ii, à Dieudonné d ' h a  dans son histoire abrégée des 

mathématiques, que des problèmes algébriques ont été posés et résolus depuis les 

Babyloniens (Dieudonné, 1978, p. 55). En faisant son interprétation à partir de la 

transposition en langage moderne du texte mathématique anaen, i'histo&n serait porté 

à aoke que, puisque I'on obtient les m& résultats, les procédures anciennes et 

modernes ne sont que sup~eitllement différentes et sont deux formes de i'expression 

d'une même réalité3 (Martzoif, 1988, cité dans Lins, 1992). Selon Radforci, cette 

manière d'interpréter les textes mathématiques anciens a conduit quelques historiens à 

supposer que les Babyloniens disposaient déjà du système conceptuel modeme de 

l'aigkbre et à interpréter Pabsence chez eux du symbolisme algébxique par l'existence 

d'un 'langage invisible" chez lem sm'bes. 

T h e  dassical hiscoricai accoimt of  Babylonian mathanatics interprcttd a 
large part of 'non-practiw13 problems as problems deaiing tmth aigebra 
(and p a r t i d y  with second degrec Plgebra). This interpictarion was 
inçpired by the poss'biliy of wnslating the dcuiations show in 

3 Voia un rémoignage cians cc sais, q r i m i c  par une historiennt des mathématiques dans wi forum 
éiectronique de discussion sur Iliistoirc des mithématiques : 

Objet: [HM] &se 60 
Date W 4  28 fui 1999 06aT15 EDT 
De: Knrtn Dec Micbaiowia cKPrrnDM@ol.cœn> 
Répondre-A: histori?-~ls~ticn@chasque.~org 
A: hist&-mateauti~ch?squtppcorg 

Having the pleasurr of being with Eîcamr Robsoa this wcek at out Math 
Histoq Insatute, 1 have l a r d  dm IIW~ of our misrdus in lookiog nt 
anaent mathematid arafaas is bt we look nt &an h out own point 
of view (the reada), ratha dun the autfior's point olvicw. We ascribe 
mathamtics to documents that would never be usd by the smk of the 
documents. 
[- - -1 

KYcnDeeMich?lowia 



Babylonian texts into modem aigebraic symbolism. Babylonina Algebm 
was then seen as an aigcbm, which contWled the conesponding &ù& 
con* but hdced the correspondhg <J$&mi phIr. In other words, this 
thesis States that the Babylonhn scnbes couM develop an I~~&%kA&brraii. 
Lanpage. However, recent works in the history of mathermtics have 
rejected this interpretation (see H o m  1985, 1986, 1993, 1994) and 
provide new room for a deep discussion about the conceptual origins of 
aigebra. (Radford, 1995, à puliw) 

On trouve le même type d'interprétation historique derrière l'idée de l'existence d'une 

ccaigèbre géométtiqw chez h Grecs. A ce sujet, note Lins, il y a ia croyance qu'un 

bon nombre de théorémes «géométriquew seraient en fait dgébriques) mais déguisés 

sous un «habillage) géométrique, comme sernble Ie penser van der Waeiden : 

Presendy we s h d  make clear that this geometric aigebra is the 
continuation of Babylonh algebra The Babyloriions &O used the terms 
tectanglc' for and 'squareg for $, but beside thnc and aitemaring w i h  
them, such Itithmetic expressions as multiplication, root extraction, etc., 
occurs as well. The Greeks, on the other hmd, consistently avoid such 
expression .... everything is tcul&ted into geomeaic terminology. But 
since it is indeed a trandatioa, which oceurs h, and the line of thought 
is algebraic, there is no danger of misrepresentation, if we teconvert the 
derivations into algebraic languagc and use modem notation. (van der 
Waerden, cité dans Fawei, 19W, p. 14) 

Une autre difficulté liée à la lecture historique du développement de Paigèbre provient 

de la nature des textes étudiés eux-mêmes. On sait que le patrimoine rnathématiqw est 

passé d'une civiiisation à une auue; traduits padois par des savants, les textes n'étaient 

pas toujours à Pabri de nombreuses interprétations. Rashed dome l'exemple de 

i'œwre Aithmétipes de Diophante : &'ouvrage appartient en fait essentiellement à la 

théorie des nombres, mais quand il fut traduit, après la constitution de l'algèbre comme 

science, on a donné aux An'tbmi";Inc.r un style, et même un lexique aigébiisé, ce qui 

constitue déjà une interprétation.» (Rasbtd, 1985, p. 142)' 

A noter qu'avant la traducticm arabe de P?bm%qm.r de Diophante, l'aigèbre avait déjà été constituée . . 
comme disaplint mathématique, suite aux tmaux d'ai-Khrwuizmr a de ses successeurs. Pour les 
mathématiams arabes, note aiars Rashtd, d - m  est k pdécesseur de Diophante bien que ce 
dernier ait vécu des siècles avant lui Par aiileus, Adcl Anbouba aotc : nla publication par Roshdi 
Rashed de la traduction arabe de quatre liorrs de I'AzidvnCticpc de Diophaate ianct ed quesrion le 
probIème tant débattu du tcate authentique de Diaphantu. (Anbouba, 1978, note de bas de In page 



Notre objectif ici ne consiste point à nous iivrer à une anaiyse minutieuse des origines 

historiques de la genèse de Pialgèbre - encore moins à nous intéresser au p r o b k  de 

l 'owalité des productions algébriques. Tout ce que nous souhaitons, c'est de saisir le 

sens de l'aigèbre en tant que disapline mathématique. Pout éviter les écueiis dûs à une 

interprétation aprion de l'aigèbre, nous dons prendre comme point de départ de nom 

enquête historique à propos de la sigdbtion de l'algèbre la période où ceile-ci a 

émergé comme discipliue mathématique indépendante avec al-Khawarurmi Toutebis, 

il reste clair dans notre esprit que cette émergence ne s'est pas produite dans le vide. 

]Elle a été possible, d'une part, grâce aux conmiutions de précédentes avilisations 

reçues en héritage, et d'autre part, grâce à une activité mathématique de Pépoque 

motivée à la fois par des raisons scientifiques et sociales. Nous tentons de préaser 

davantage ce point dans Ia section 25.1 qui suit. 

2.5 HUIT GRANDES $TAPES RETENUES DU D$YEJ.DPPEMENT HISTORIQUE 

DE L'ALG~BRE 

11 existe différentes manières d'interpréter le dédoppanent historique de l'llgébre. 

Pour les besoins de noue travaii, nous avons =tenu huit grandes étapes. Pour chacune 

d'des, nous tentons de dégager la signification de Paigèbre qui ia caractérise. 

2.5.1 L'idée de lyalg&bte selon d-Khawarizmi 

A h  de comprendre ce qu'était i'aigèbre à son tout début, il nous semble utile de nous 

arrêter un moment sur i'aigèbre d'al-KhawatiPllj d'examina le contexte dans le@ 

d e  est apparue, son objet, ses concepts, sa stnictine logique ainsi que le mouvement de 

recherche qu'elle a d é h i  

- -- -- -- 

71). Voir aussi : Rosh& Rashcd, Les travaux perdus & di op huit^, ~ W C  -am &r SRlll~f, 27 (1974), 
97-122; 28 (1975), 3-30. 



Mohammed ibn Musa al-Khawatiwni composa à Bagdad, entre 813 et 833, sous le 

règne d'al-Ma'mùn, son célèbre ouvrage : li &m amtir d'djabr et d'uLqri64kz. Dans les 

pages de ce manu4 on voit surgit l'd&bra, popout la première fois, comme disapline 

mathématique distincte, indépendante et en possession de son nom. O w e  du mot 

c~@bm», le mot arabe al;f'h signifie remise en place des os, réparation, remplissage, 

rabotage : c'est ainsi de façon imagée, qu'est désignée l'opération qui, sur une équation, 

consiste à ajouter un même terme à ses deux membress. Al-mxqà&h signihe 

confrontation, mise en opposition et consiste à sknpii6er l'équation en éiixninant les 

termes semblables qui se a conhontent )) de pan et d'autre du signe égaiité (Bad,  

1992, p. 68). Il est intéressant de noter que le mot algèbre réfère, oripinnirr?ment, à une 

tm~mar ion ,  attestant l'importance de cette ttansformation dans cette discipline. 

Al-Khawarizmi faisait partie de «Dat al Hilana» - la Maison de la Sagesse, mise sur 

pied pat al-Ma'mun - une véritable Acadérnie des sciences, dont fkait partie au même 

moment, entre autres, al-Kin& l'un des plus grands philosophes arabes6 ainsi qu'al- 

Hajjaj, le premier traducteur des Éléments d'Eudide et ai-Jaouhari, auteur de 

cornmentaices des l b e n ~ s  (Youschkevitch, 1976). 

A-Khawatizmi a rédigé des traités dans plusieurs disaplines, notamment en 

arithmétique, en algèbre, en astronomie, en géographie et sur le calendrier. Comme le 

notent plusieurs auteurs, ('Youschkevitch, 1976; Rashed, 1984)' les œuvres d'al- 

Khawarizmi, en particulier ses traités sur l'arithmétique et l'algèbre, ont exercé une 

influence prépondérante sur le développement UltCSew des mathématiques. EUes ont 

été le point de départ de nombreux travaux uitérieuts. Des dizaines de générations se 

5 La métaphore susiit h suivmte: si l'on ajoute un terme à un membre d'une égaiité on WC cette 
équatioa et il Faut donc effectuer i'optntion d'ai-jabr pour rétablir l'état initial de l'équation en ajoutant 
le même terme à I7autn mtmbre de 17igriid 
6 Dans l'expression aphiiosophes mksw au encore dans d'autres expressions que nous utiliserons dans 
la suite, comme cmiathérnatiques ~ n b ,  ai'aigèhrc ulb», l'adjectif aarab doit être compris commc 
s i w t  que ces saences sont Colites ea îangue mbe et non commc indiquant Porigine arabe des 
savants. Ces derniers ont été d'origines ahaiquts dÏvmes. ie  quolitiatit caeabo-rmisulnipra, pour 
désigner cette s a c n u  ou culture crulba n'est p non plus acceptable du moment que bon nombre des 
savants n'étaient pas arabes ni mânc mus&. ia seule certitude est que h langue vlbe était la 
civilisation en quesaon une langue sâentifiquc 



sont formées à leurs études. Al-Kha- a voulu réunit dans ses œuvres, ce qui était 

le plus important pour les hommes de Saence et pour ies praticiens, en tenant compte 

particulièrement des besoiris de la vie quotidienne (Youschkcvitch, 1976). Il nous 

semble qu'il ne faut jamais p& de vue le souci didacrique des mathématiciens mbes 

et en particulier d'al-Khawarki, pour bien comprendre ces mathématiques. 

A i'époque d'ai-Khawarhi, on assiste, selon Rasheà, 

(1) à la consolidation et au développement des institutions administratives 
au niveau de Pempire, (2) à ia multiplication des images réduites de ces 
institutions au niveau des provinces, p u  suite de 1'Iffubiissement des 
pouvoirs des Khalifes et, (3) à Papparition d'une couche s o d e ,  ceiie des 
«kuttàb» ou fonctionnaire!~, iiés i h multiplication des administrations 
(diwàns) et de l e m  images réduites. 
[...] C'est l'existence de cette couche s d e  qui a inaté, pour h formation 
de ses membres, à la rédaction de manuels en arithmétique et en d'autres 
disciplines. En effet, un certain nombre de diwins avaient besoin, en 
particulier, de comptabilité b & e  et étaient donc demandeurs de 
traités d'arithmétique s b  et maniables pour h pratique de leur métier 
(Rashed, 1984, pp. 64-65). 

Or, l'étendue et la composition de l'empire abbaside ont mis en présence et confronté 

plusieurs arithmétiques, notamment la digitale et l'indienne, ajoute Rashed. Toute 

l'activité mathématique, note cet auteur, s'était d'abord déveioppie en arithmétique, au 

sens de i'dcation des différents systèmes d'atithmétiqw, mais il faiîait justifier cette 

unification (Rasheci, 19û4). Il estime que la hciiité et la rapidité du maniement sont 

devenues des aitètes de préfétence parmi les atithmétiqucs &tantes. 

Rashed avance la conjecture suivante: 

La confrontation au moins implicite des arithmétiques, a fait appataîtte 
beaucoup plus ciairement qu'aupamvant ia ginédité et la nature abstraite 
du concept d'opération. Vues de cette manière, et en quelque sorte 
systématisées, les opérations sont dés lors des moyens d'organiser l'exposé 
arithmétique. La prisence de plusieurs arithmétiques a eu pour 
conséquence, en effet, de rrl?tivisa les systèmes de numération pour 
montrer que l'essentiei est dans k choix de h base et dans les opérations à 
appliqum (Rashed, 1984, p. 66). 



L'idée de génie d'ai-Khawarizmi consiste à utüiser un système dérimal de numération 

poitronnehi (à l'aide des chi&s indiens), et en partBculier en employant un petit cerde 

semblable au caractère 0. Véritable amplificateur cognitif, le système décimai de 

numération positionneile pemiet l'éaitute des nombres (de n'importe quel ordre de 

grandeur) au moyen d'au plus 10 symboles prédéfinis, de nommer les nombres en 

utilisant un registre préétabli de noms (noms des 10 symboles ainsi que des différentes 

positions : unité, dizaine, centaine, etc.) et surtout d'a= la possi'bilité d'opérer sur des 

écritures décimales (et non sut les nombres) et de formuler des procédés généraux de 

calcul. 

. . 
Dans son traité d'arithmétique, en effet, al-- explique comment prononcer 

les adjectifç numéraux dans le cas des grands nombres en uthant les concepts d'~nit4 

de dipine, de centaine, de mi& qu'il venait de dé6nir. Il décrit ensuite minutieusement 

les opérations de calcul. h ia suite des opérations d'&ion et de rwtmctron, d- 

Khawatinii traite de la &OR et de la m~I@drCriIiOn puis se tourne vers les /mClr.om. 

En&, il expose les a/@bnrd pour l'extnmîiin ri rksncz m'es (ibid). 

Ai-Khawarizmi a ainsi réussi son projet d'élabora une arithmétique utilisant un langage 

précis et unifomiisé et ofkant des procédés de calcul à la fois sûrs et maniables. C'est, 

nous semble-t-il, ce même souci d'domiisation du langage et la s e c h d e  de 

mérhodes de calcul sûres et facilanent appbbies, qui vont conduire al-Khawakmi à 

rédiger son ttaité d'algèbre pour, explique-t-d, doumir aux gens un manuel concis dont 

ils puissent se servir pour lem pmbièmes de calcul, pour leurs échanges commerciaux, 

pout leurs successions et pour l'arpentage de k!urs teiresa (Rashed 1984, p. 19). 

Atrêtons-nous un moment pout tenter de comprendte les principales idées sut 

lesqueiles s'est basé al-Khawaiizmi pour aéer son algèbre. 

Fort de certains enseignements de son expérience réussie en arithmétique, ai- 

Khawarizmi savait, nous semble-t-& que le succès dans i'éiaboration de méthodes 

7 Le mot algorithme est une défoamticm iarint du dom Ai-KhPW?IIWPL . . 



générales dépend grandement de la mise en évidence de concepts généraux. Par un 

effort d'abstraction, il a vu qu'une fi décontemialisés, tous les problemes dont il 

cherche à élaborer des méthodes générales de résolution, font i n t h  Ies opérations 

dassiques sur les nornbms ainsi que trois noaoas bndamentales : la pa&r inmnnne 

(qu'il désignera par mckrt! ou chose?, son m' (désiiée par 4 1 % )  ct une gmn& 

connue (le nombre). En plus, la résolution de ces ptobièmes dépend de la manière dont 

ces grandeurs sont liées entre elies - soit en Iangage modeme, dépend de la forme du 

système de relations entre les grandeurs du probléme. Pour décrire la forme d'un tel 

système de relations, al-Khawarizmi utilise une idée qui, sous certains rapports, se 

trouve analogue à celle de paFidon à la base de son élabuntiw du système de 

numération positiomelle. Fh effet, comme la donnée d'un nombre revient i la 

spécification des valeurs de cenaines positions (unité, dizaine, centaine, d e r ,  etc.), la 

saucture d'un problème, étudié par a l - K h a m  peut être déaite de manike 

analogue en précisant les valeurs à trois positions : une correspondant au catré de la 

racine, une autre à la r a c k  et h uoisiéme au nombre". Ai-Kbawarizmi éait en efkt 

«de ces trois types [c'est-à-dire, les racines, h d s  des racines et Ies nombres] les uns 

peuvent être égaux aux auats, comme quand tu dis : des d sont égaux à des 

racines, des car& sont @aux à un nombre, des racines sont égaies à un nombm. Il 

poursuit : (d'ai trouvé que ces mis types qui sant ks racines, les d s  et le nombre, se 

composent, et qu'on a donc vois genres composés qui sont des d s  plus des racines 

égaux à un nombre, des carrés plus un n m b ~  égaux à des racines, des racines plus un 

nombre égaux à des d u  

a Traduction du mot arabe $& 
Traduction du mot arabe +'que ks madiinrinaais italiens appeIlaonr p b  tpni & 

Io ~tymolo~i~uwcnt, ce mot désigne un bimpa~Cfik:ou 16 mnlrtnt d'urrr s m m  d'wt. 
" il est intéressant de noter i'nmlogie entre t'éuînrrr décimait g;.mie d'un nombre et d e  d'un 

polynimu: n = ~ a i l O '  , où ai= 1, 2, 3, -.. 9; ~ ( x ) = x a , x ' a i  les U, sont der aombrts. La 

dcmuéc de h suite o r d d  des c&amts a, (leg vaicurs cians Its positions 1,2,3,. . .i, ... ) ditenrrinr: 
compIètmimt l'&turc décimait ou Ic p o l p n h  



Plus tard, SkiZn ibn al-Fath (Mss. 260 Rpadyat B. N. Le Caire fE 93-104~) a établi 

explicitement ce lien lofsqu'il a introduit d'une manière plus génémie la puissance de 

l'inconnue : 

(...) appeIons le premier de ccia le nombre, le deuxième cache, le 
troisième curé (mil), le quamime cube (makitab), le cinquième curé- 
carré, le sixümt madici, le septième carrbcubc, on aura ensuite In huitième 
proportion, et la neuvième, et ainsi tout ce que tu veux. ii t'es permis de 
changer ces noms, une fois que tu as compris l'intention. Mais la coutume 
est de domer ces noms ; nous nous y confonaerons donc. 
Ceci est ua exunpie pour montrer cc que nous avons décrit, et ii est seion 
l'ordre du caId  indien. 

un dix cent 
nombre racine cané 

de! 
cube 

cent mille d e  mille dl d e - d e  cent &-mine 
madad carré& huitième proportion newième proportion 

(Cité dans Rashed, 1984, p.21, note de bas de page 11) 

Al-Khawatimni retient en langage modeme, mis équations biaômes et trois équations 

üinômesl*: 

Retenons ici que la tendance à chercher des méthodes généraies a amené al-Khawaepni 

à dégager des concepts généraux comme ceux d'inannivc et d'é4m5~~. La notion 

d'équation apparaît dès le départ pour die même, et, peut-on dite, de manière 

générique, dans la mesure où d e  ne surgit pas simplement au cours de la solution &un 

problème, mais est délibérément appelée à désigner uae classe infinie de problèmes, 

note Rashed (ibid). Nous expliquerons plus loin pourquoi ai-Khawarinni se Limite au 

12 Al-Khawaevni h i te  de cette Edçm d'ualiset des nmbm oégsitifs u h passité que l'un des 
coeffiaents de l'équation soit nul. Ii n'acceptait pas ai outre Ics solutions nigocives ou d e s .  
Rappcions que Nicolas Chuquet (WC skie) et Michel Safü (vcs 1487 - 1567) qualifiaient les 
nombres négatifs de sombres absurdes*; Fnnçoit Viète (1540 - 1603) b nierait uimpiètemcat et 
Rmt Descartes (1596 - 1650) acceptait les soiutioos négatives mais les appeiUt caaciws  fausses^ 



cas des équations à une inconnue de degré 2 au plus. Intéressons-nous maintenant au 

aeaité d'al-Khawarizmi, L fim ton& d'djobr et d ' a l q a  pour mieux compmdre la 

srgriltication de l'aigèbre de cet auteur. 

La première partie, théorique, est destinée à i'établissement de ce calcul - d'al-jabt et 

d'al-muqabah, c'est-à-dire de ses tennes primitifs et de ses concepts. Dans la deuxième 

panie, al-Khawarinii 6xe égaiement les bases des procédés régulters qui permettent de 

ramener les problèmes de la pratique caiculatoire aux types algébriques fondamÉntam 

Quant aux demières pafles, d'intention striaunent pratique, eües traitent de 

i'application de ce calcul aux transactions cornmerciaies, à l'arpentlge, aux mesures 

géométriques, et, en&, aux testaments. On voit donc à la simple lecture du livre d'ai- 

Khawa&mi, fiit obsemer Rashed, que l'aigèbre se présente d'emblée comme une 

discipline théorique, munie de prolongements appliqués aussi bien au domaine des 

nombres qu'à ceux de la géométrie mémque. (iM.) 

Un deuxiéme stade de généraiité est atteint lorsque al-Khawarizmi introduit la notion 

de folme nomale. Il exige de réduire systématiquement chaque équation à k bme 

normale correspondante en utilisant les transfomations aigébriques - tnm$ad io~~  et 

t&hcion. Dans le quatrième cas (a2 + bx = c), par exemple, il iait : a e  même, si l'on 

mentionne deux carrés, ou trois, ou moins ou plus, réduis donc à un seul c d ,  et 

réduis les racines et les nombres qui se muvent en même temps que lui ce à quoi tu as 

réduis les carrés.» (Rashed, p. 23). Pour les équations 

il arrive alors aux trois équations écrites sous forme normale : 

Tout est donc en place pour permettre l'établissement des formules aigoritbiques des 

solutions pour chacun de ces cas. 



Examinons pat exemple Le cas de Péquauon : xa + p* = q , avccp=lO et ~ 3 9 .  Que les 

coeffiaents soient affectés d'une v k  p a t k u h e  (nombre rationnel psi@ ne 

diminue m rien la généraiité du raisonnement, estime Rashed. Al-Khawarizmi écicit : 

«La règle en cela, est que tu divises les racks ai deux moitiés, dans ce pmbiùne cinq, 

que ni multiplies par lui-même, on a vingt-einq, tu l'ajoutes à treote-neuf, on a soixante- 

quatre; tu prends sa racine qui est huit, hi en retranches la moitié des racines, qui est 

cinq , il reste mis, qui est la meinc du cané que tu cherdies, et le catré et n d  

(Rashed, p. 23 ). Autrement dit, il obtient daas ce cas l'expression suivante : 

Pour les équations x2 = px +q et x2 4-4 = p , toujours avec pz10 et 4 ~ 3 9 ,  il obtient 

respectivement : 

moitié des racines exactement, sans excédent ni diminutioan ; et si ($7 c q ,  dors de 

problème est impossibla~. 

La formule de solution est alors justi& mathhtiquement à l'aide d'une 

démonstration proto-géométrique, ou preuve par tigures, selon Ie langage même d'al- 

Khawarizmi (Anbouba, 1978, p. 71) et il se trouve alors en mesute d'écrire que tout ce 

qui relève de l'aigèbre doit te mener à L'un des six tgpes d'équations que j'ai d h t s  

dans mon lima) (Rashed 1984, p. 24). 



Voici par exemple le procédé qu'al-illiawaki propose put la résoIution de 

l'équation : xZ + px = q , avec p = 10 et q = 39. Il commence pat con& un ciuré 

comme dans ia Qpre 21. 

,314 5 ) 

X 
t 
& x2 

F i e  2.1 : Justi6cation géomémque d ' a l - K h a M  

Il calcule l'aire du grand carté de côté p/2 + x de deux &ères différentes. Il obtient 

P ' d'une part (x + E)' et d'autre patt x' + px + ou mcore, q + - c'est-à-dirr 39 + 
2 4 4 ' 

25 = 64. De ià, il déduit que x +5 = 8 ,  soit x = 3. 

Après cette étude rhéorique des équations quadratiques, al-Khawarizmi coasaue quatre 

brefs chapitres à Pétude de quelques aspects de Papplicitioa des lois élimeutaites de 

i'arithmétique aux expressions algébriques les plus simples. Ii étudie, en effet, dans 

l'ordre, l'addition et la soustraction, la division, la multiplication et l'extraction de la 

racine carrée; autrement dit, les mêmes opérations dont il a mité dans son lmre 

d'arithmétique. Voia par exemple ce qu'il propose dans son court chapitre sut la 

multipiication : «Comment multiplier les choses (les inco~ues),  qui sont les racines, Ies 

une par les autres, si d e s  sont seules ou si des  sont ajoutées à un nombre, ou si on en 

soustrait un nombre, ou si d e s  sont soustraites d'un nombre, ..r (Rashed, 1984, pp.24- 

25 ), c'est-à-dire les produits du type : (a + b+(c + dx), dans le cas où a, b, c et d sont 

des nombres rationnels posiatS. 



Ces chapitres sont bien plus importants par l'kimtion qui ies anime que par les 

résultats qu'ils renfment, estime Rashed. D'après lui, si i'on considère en effet la 

place qu'al-Khawiuizmi attribue à ces Quatre chapitres et & Pautonomie qu'il restitue 

à chacun d'eux, il apparaît que l'auteur a voulu entreprendre p u t  elle-même i'étude du 

cahl a/Béhque, cJcst-à-dne du Pmpnëtis air àq 0pCiak.o~ mithmé~ues dc baze (&onJ 

s o ~ ~ o n ,  mu~iipkw/ion, dcbYrjion el  &na&# de & mine -2) rrrCnnnn que /U nwrJfonnaiaom d'al- 

jabr (t~nspositron) et  d'al-mzqsbuh (ridwtk'on) mt ks binômes et triffdmes ar1& aux ~~alülns 

comdweé~. hm hpcnski tbh~xepiG'n'dentc & lori dm. Et, aussi rudimentaite qu'de pukse 

paraître, cette étude n'en représente pas moins ia première tentative consacrée au calcul 

algébrique comme tel; car les éléments de ce caicul n'apparaissent pas simplement au 

cours de la solution des différents problùnes, mais font l'objet de chapitres 

relativement autonomes (Rashed, 1384). 

Nous saisissons donc avec davantage de précision P'iée de l'algèbre selon al- 

Khawarizmi : il s'agit de la théorie des équations linéaires et pdratiques à une seule 

inconnue et du caicui éiémentake sur les binômes et trinômes assoaés (calcul 

algébrique), sans que soit encore formulée I'idpc de polynôme en général (Rashed, 

19%). La nouveauté de la conception, estime Rahed, réside dans le fait que jamais 

auparavant les concepts de cette théorie n'étaieat appam en même temps et jamais ils 

n'avaient été reliés de cette Edçon. Mais si 11-KhawaziPni s'en tient, au plus, au 2' degré, 

c'est sknplemmt en raison de Pidie qu'il se fait du procidé de h résoiution d'une 

équation, lequel doit ette à la fois géaérai, calcuiable et bien fondé mathématiquement 

En fait, seule la solution p u  iabuxt3 pouvait répondre aux exigences d'al- 

Khawarizmi, ce qui explique la restriction aux équations du second degré (W). 

D'autre part, pour résoudre l'équation que nous écrivons en langage moderne 

x2 + 10x = 39, al-Khawarizmi consid& au départ un mcré (figure 21) de côté x + 5, 

comme si le segment de longueut x était déjà connu. représentant h c o m w ,  il 



peut opérer sur elle14 raisomant ainsi d'une madère dyt ique.  Arrêtons-nous un 

momeat pour expliquer en quoi consiste un tel mode de p é e .  

Mode de ~ e n s é e  anaivtiw 

Dans le cadre de la résolution de problèmes à une s d e  inconnue!, en algèbre, on parle 

depende una&z@c dans le sens suivant : 

On suppose qu'il existe une d e u t  (évendement plusieurs) de 

l'inconnue répondant aux conditions du problème. On accepte de 

représenter cette valeur par un symbole et d'opérer sur cehi-ci comme si 

la vaieur était connue. 

i\ l'aide de ce syrnboie, on tnduit les conditions du probléme sous In 

forme d'une équation ou inéquation. 

On cherche des conséquences logiques de 1. et 2, généralement jusqu'à 

ce que i'on soit en mesure de résoudre le problème. (Si jamais on aboutit 

à une conséquence impossible, par exemple O = 1, dors on peut 

conclure que la supposition initiale était fausse, c'est-à-dire qu'il n'existe 

pas de valeur de l'inconnue fipondant aux conditions du problème.) 

A h  d'illustrer cette catactéisation de la pensée dytique, considérons ie problème 

suivant: 

Problème 1. T m a  les dimensions d'un mrnin de fomc recmguk dont ia 
longueur est Ic double de h iargcur et dont In supa6cie vaut 128 a$. 

et comparons deux démacches de résolution, Punt arithmétique, Pautte algébrique. 

13 Raçhed ra@c qu'al-Khapm rcfux de colrsidGa commc aigébtique ia sduucm & l'équation 
cubique à I'aide de i'inrersccticm des courbes, et consacre cc quaii6catif i In seule solution par radiaux 
(Rashed, 1984, p. 25). 
l4 Rappdoas que i'algèbre d'a.-- et L'aigèk vlbe en &néraie, est apriméc cornplitement 
en mou. 



Une dématche -eaw , - : On décompose 128 comme produit de d m  mtiers 

naturels de toutes les manSres posailes: 128 = 128 x 1 = 2 x 64 = 4 x 32 = 8 x 16. ûn voit 

dors que la dernière dicomposition foumit la solution désirée : le recm@e cherché a 

pour latgeur 8m et pour longueur 16m. 

Une démarche alpébriaue 1 i h p s é e  zg&&pg : On suppose le problème 

résolu et on désigne par x la &ut du rectangle (exprimée en mètres). D'après les 

conditions du problème, la longueur vaut 2x et on a:  x(U) = 128 . On résout 

maintenant cette équation. On obtient : 

On conclut alors que les seules solutions possibies sont 8 et -8. On rejette la vaieut 

négative et on condur que le termin rectangulaire c h d é  a pour iargeur 8m et pour 

longueur 16m (sa superfiae est bien 128 m3. 

Dans la démasdie arithmétique, on est parti d'une grsuideut connue pour arriver i 

découvrir la vaieut de l'inconnue Comme Ie font remaqta Mason a Binnz (1993)' 

dans une tefle démarche, on fait simpiemenr une suite de calculs sur des quantités 

connues; jamais on n'opère sur des incomws. Dans la démarche algébrique fikant 

appel au raisonnement analytique, par cmm, on a procédé de l'inconnu vers le connu, 

en opérant sur hconnue comme si c'était un nombre connu 

Il va de soi que le symbole utilisé pour représenta l'inconnue peut êtte verbal ou écrit ; 

dans ce dernier cas, il peut être un mot (comme mire Wlisé par al-Khawltizrmi ou 

n'importe quel caractère écrit (comme x, ?, a, . . .). La nature du symbole est secondaire 

du moment que ce symbole est utilisé comme substitut de Pinconnue, que l'on peut 

manipuler lorsqu'on veut opérer sin I'incomue. 

We symbolise when we want swrcthing that is absent or missing in somc 
way - and then we work on or arith the symbol as a substitutc, md on 
occasion as a consoiatiun. 
[. . .f One ccntraI teason, then, for symbolising is tàat spmbois dows  us to 
man$x&?e, by ptoxy, Lhrngs ehat are not d y  handled, or which are evm 
impossife to handle, bp out physicd selves @mm, 1995, p. 103). 



Depuis fort longtemps, les Anciens opposaient les méthodes d'analyse et de synthèse. 

Hintikka et Rems (1974) upiiqmt : 

Analysis is a method Greek grometers used in bokhg for proofs of 
theorems and for constnictions to sohre problems. In both cases, d y s i s  
apparently consists in a s d g  w h t  was being sought for, in inquiring 
where it comes from, and in proceeding futth= di one reaches somethkig 
aiready known. Anllysis is fo110wed by a synthesis in which the desireci 
theorem or construction is estabMd step by step in the usual manner by 
retxacing the stages of the pnalysis in the reverse order. @. 1) 

ou encore, comme Pappus lui-même 1'2ffimie: 

Now, analysis is a method of taking wfilt is sought as though it were 
admitted and passing ftom it thiough its consequences in order to 
something which is admitted as a result of synthesis; for in d y s i s  we 
suppose that which is sought to be airudy done, and we inquire what it is 
from which this cornes about, and again what is the antecedent cause of 
the latter, and so on und, by retmcing our steps, we light upon sornething 
aiready known or ruiking as b t  principie; and such a method we caii 
andysis, as being a reverse sohttion. (..) But in synthesis, proceeding in the 
opposite way, we suppose to be rilteady done that which was hst reached 
in the a d p i s ,  and urangiag in th& naturai orda  as consequeme what 
were formcriy antecedents and linking thcm one with another, we haiiy 
arrive at the conswctioa of wbat was soughr, and this we caii synthesis. 
(Fauvell& Gray, 1990, p. 2û9, cité dans b s ,  1992, p. 15). 

Rematquons qu'en plus de la pensée analytique qui vient d'être déaite, il existe une 

autre forme d'analyse en mathématiques. En voici une iUustration à l'aide du problème 

géométrique suivant : 

Problimt2: Soit (cl) uaedtoitedvlsle~et~uapodatmi~lnncxt~rieutà(cl).A 
l'aide d'une rtgle et d'un comp~s se&, construire la droite (d3 pardi& 
i (d) etpsuitparM. 



on peut résoudre ce problème en utilisant le théorème suivant : 

Soient (d) et (d) deux droites du p h  S'il existe vre droite qui soit papcndiculaLe i h 
fois à (d) et i (d') dors ces d m  cimites soat plnllèies. 

il & de construire k droite (ci") passant par M et perpendicuîaice à (cl) a ensuite 

construire k droite (d') perpendicuIaire à (d") et passant par M. 

La résolution du problème 2 est donc ramenée à la consmKtion, à raide de la règie et 

du compas, d'une droite pupendicubw à m e  aum et passant p u  un point donai. 

Cette construction auXiliaite peut être eiktuée en remarquant que ia médiamce d'un 

segment est, par déhition même, une dmite perpmdicuiaire à ia droite pomnt ce 



segment. Le problème revient alors à constniite la médiatrice dSun segmat porté par la 

droite (d) et passant par le point M. Avec le compas, on commence par tracer deux 

points A et B sur la h i t e  (d) qui soient à égale distance du point M. Le point M est 

donc sur la médiatrice (d3 du segment [A , BI. De la même manière, on construit 

ensuite la droite (d") perpendiculaire à (d') et passant par M. Dans cette fonne 

d'analyse, on opère "à reculons" à l'aide de conditions logiquement suffisantes, alors 

que dans la précédente, on procédait à Paide de conditions logiquement nécessaites. 

Hintikka et Rems (1974) expliquent dans leurs termes les deux fonnes d'analyse ainsi : 

«"analysis as a downwatd movernent" (i.e., as a deduction of coaseqwnces h m  the 

desired condusion) and "analysis as an upward movement" (k, as a movement kom 

the desired result to premises h m  which it could be deduced)~ @. 12). 

Comme on le constate, les deux dé6nitions précédentes du processus d'analyse 

s'éloignent sensiblement de sa déhition communément utilisée: action de 

décomposer un tout en ses éléments constiniantw (voir LE PETIT ROBERT). 

Après avoir noté l'utilisation de la méthode analytique dans l'algèbre d'al-Khawarhi, 

rappelons que cette detniéte est erphée complètement avec des mots. Par ailleurs, les 

liens «génétiques» de cette aigèbn avec Patithrnétique et la géométrie ont orienté par la 

suite le développement de i'aigèbre dans deux directions: d'abord l'une de aatute 

arithmétique et ensuite une autte de natute géométBque. 

2.5.2 Les algébristes arithméticiens arabes ou Palgèbre comme 

arithmétique des inconnues 

La deuxième étape du développement de Paigèbre que nous avons retenue est celie 

marquée par I'an'thmihkatio~ de l'algèbre - projet élaboré par al-Karaji (h Xe siède et 

début du XIe siède) - telle qua& avait été constituée par al-Kbawaiimi, puis 

développée par ses successeurs comme Abù Kamil (850-930). 



ï i s'agit d'une paxt, scion les termes mime de l'un des suceessnm d'd- 
Karaji, As Sarnaw'ai (1130-1174) d'opérer sut ks incounues comme les 
arithrnéticiens opèrent sur les connue@ ; et, d'autre part, d'opter de pius 
en plus pour les démonstrations aigébxiques, aux dépens des 
démonstrations géométriques. C'est donc vas une application 
systématique des opérations de l'aithmétique élémentaire aux ~ r c ç s i o o s  
aigébriques que i'on s'oriente ; or cette applicnaon a été rendue possible 
par la première éhboraaon en termes généraux, de i'idée de polynôme. 
(Rashed, 1984, p. 27) 

La tâche est daire et i'aigèbre acquiert la @cation qui est désorniais la sienne, 

poursuit Rashed (ibis,. Il s'agit, d'une pan d'appiiquer de manière systématique les 

opérations de i'arithmétique éiémentaire aux apressions algébziques - soit des 

expressions polynomiaies, formées de nombres rationnels positifs spéci6ques et de 

diffientes puissances de la racine - et, d'autre part, de considérer les expressions 

aigébriques indépendamment de ce qu'des peuvent représenter, pout pouvoir leur 

appliquer ces opérations généraies qui sont appliquées aux nombres. Ainsi, apds avoir 

énoncé en toute généralité la règle équIvaente à x" x x" = x"'", pout n et m entiers - 
gràce notamment à la définition x0 = 1 pour x + O - et la règie des signes en toute 

généralité's, ces mathématiciens ont étudié l'addition, la soustraction, la muitiplication 

et la division des polynômes ainsi que l'exttaction de la racine carrée d'un poiynôme 

A ia suite de l'extension du caicui aigébrique aux expressions rntiomelles, 
ai-Karaji et ses successeurs poursuivent h réaiisation du méme projet et 

15 (1) X S O ,  y 2 0  3 q S O  
(2) x S 0 , y S O  a q r o  
(3) x s 0 , y r o  ~ x y 5 0  
(4) ~ s o , y ~ o , J x l a l ~ l = x - y s o  

(5) XSO, y s ~ , ~ x ~ a ( y ~ ~ x - y a O  
(6) x 2 0 ~ 0 - x I O  
(7) x s o - O - x 2 0  

ou comme i ' éd  ai-Samaw'ai de produit d'un nombre négatif- al-cri - par un nombre positif- a/- 
@'id - est négatif, et pac un nombre négatif est positif. Si nous s ~ y o a s  un nombit négatif d'un 
nombre négatif supérieur, le m t c  est leur diffcrtncc négative G U M  reste positive si nous 
soustrayons un nombre négatif d'un autre négatif infiiieur. Si d'un a& positif nous soustnps un 
nombre négatit; le reste est leur scxnme positive. Si d'une puissance vide (rmml~bo &üp) mu 
soustrayons un nombre posinf, le reste est le mîme aégaàfl et si d'une puissance d e  ~ n r s  soustrayons 
un nombre aégati& le reste est le même nombre positif n (Rashal, 1984, p. 46) 



veulent montrer, comme il l'écrit, "comment opérer au moyen de h 
multiplication, h division, Padrtition, ia soustraction et l'extraction des 
racines" sur les quantités htionneUes .ipCbnqUes. Al-S11111w'd pose h 
question presque dans ks mêmes tcnncs: "comment utiliser les 
instruments arithmétiques dans les quantités irratbnneiies ? ". (Rashed, 
1984, p. 48) 

Ainsi, soutient Rashed (1984), vers ia fin du X h  siéde et le début du XI- siècle, on 

assiste à l'achèvement de la constitution de I'aîgèbre des poiynômes et on a une 

meilleure connaissance de la structure algébrique des nombres réels; les irrationnels 

algébriques sont étudiés en tant que nombres et non plus en tant que grandeurs. 

Rappelons que dans l'aigèbre d'al-Khawarizmi, le calcul algébrique se résumait au calcul 

éiémentaite - c'est-à-due à l'addition, la sousttaction, la multiplication, la division et 

l'extraction des racines carrées ainsi que des nansfonnations d'al-jabr et d'ai-muqabala 

- sur des binômes et trinômes à coefkknts rationnels positifs. Le travail des 

algébristes arithmétiaens s'inscrit dans une perspective de l'extension: extension du 

calcul algébrique et extension de son domaine d'application. Cette double extension 

ressert la dialectique entre l'aigèbre et Parithmitique. 

Si l'arithmétique a pennis de développer l'algèbre, d e  a en tetour bénifiaé du progrès 

de cette dernière, et en panicdk, des possibilités qu'ofait désormais le calcul 

algébrique une fois étendu Dans cc sens, Rashcd observe: 

il est vrai que les arithmétiacns prédécesseurs des algébristcs des Xiè et 
XIIè sièdes extrayaient ks racines car~ées ct cubiques et disposaient des 
formules d'approximation pour les mémcs puissances. Mais, i défaut du 
calcul algébrique abstrait, iis ne pouvaient génkdiser ni leurs résultats, ni 
leurs méthodes, ni leun aigorithmes. Avec h nowde aîgèbre, la 
généralité du caicul aigébrique abstrait, une lois étendu, devenait 
constituante d'un chapitre d'anaipc numérique, qui n'était jusqu'alors 
qu'une somme de procédés, sinon àe recettes (Rashed, 1984, p. 311). 

D'un autre côté, si dès le dépan l'aigebre se présente comme un calcul, son 

développement se fait dans le sens de l ' w s i o n  théorique de ce calcul et de 

l'extension du domaine de son application. Ce double mouvement d'extension 

constituera aussi pat la suite un moteur du dévhppement de i'algèbre. La relation 



entre le calcul algébrique et son dormine d'apphtion (que nous désignetons par la 

suite par NeSpace de caicui aigébriqw) est de nature dialecaque En effet, à tout calcul 

algébrique conespond un espace de dd dans lequel ii se déploie cr, mvtrsanent, à 

tout espace de calcul conespond par absa;iction un calcul algébfi9ue. Au départ, le 

calcul algébrique prend fornie, si l'on peut dire, sur  h base du moule dé6n.i par la 

pratique calculatoire de l'espace de calcd il se &ounie ensuite de ce moule et tend 

vers sa propre autonomie, chetchant me extension devenue nécessaire Mais cette 

extension théorique renàra possibîe, à son tour, i'élargissement du domaine dans lequel 

le c a l d  étendu peut être rdisé. C'est dans ce sens, nous semble-t-il, que Pon peut 

campradte, ea particder, fa dation entre les extedons successives des systèmes de 

nombres et le dévdoppement du calcul *brique, laquelle occupe une place cenaale 

dans le Cumcuiwn des niathématiques préuniversitaires. 

Avec al-Karaji et ses successeurs, on assiste à un nouvel m l  de Paigèbre, cette 

d k é r e  étant vue, selon l'expression niéme de l'époqw comme une ~dthrnétiqw des 

inconnues>r et conçue comme étant essenuekment analytique. 

La citation suivante d'al-Karaji éclaire la ~ c a a o n  de Palgèbre et de la méthode 

algébrique que leur donriait cet auteut : 

Sache que toute @ science du) caid consiste à détermina les inconnues à 
i'aide des données connues. On ne paxvient i cette détcanin?uou que 
grâce à trois choses. Premièrement, et c'est là ia plus difficile : ia 
fornularion (#MW du pioblhne i Paide d'un traitement l'amenant nu 
stade de l'équation, ce à quoi on parvient mec une longue pratique et  ime 

connaissance de règles que nous avons exposées dans notre ouvrage 
inamlé Ba& Deuxièmement : tes conditions du problème, parce que ce 
sont des a u d i i r e s  puissants. Troisièmement : les apbtions de l'aigèbre, 
à savoir L'augmentation, Ia diminution, la muitiplicaaon, la M o n ,  
i'addiaon, la soustraction, ia proportion, Ia restauration et la réduccion (d- 
jabr wal-muqibaia), en& la d i t ~ t i o n  de l'inconnue. 
Dans tout problème qui t'est proposé et que ni désires résoudre, ni 
poseras Pinconnue x - car tel est Ie nom par iequei on exprime 
toute inconnue chay'j; ou bien, poseras iadite hconnue 2 (mi4 - 
A? représentant le produit de II multiplication d'une quantité indétaminée 



par elle même - : tu arrêteras ton chou de l'inconnue d'après 1s 
nécessités du problème, suivant In ma&c susdite, jusqu'i tant que soit 
amené le problème au stade de Sétablisscment de Péquation. On parvient 
alors nécessairement à l'un des six problèmes" (Cité clvls Sesiano, 1977, p. 
301) 

2.5.3 Les algébristes géométres arabes ou I'aigèbre comme théorie des 

équations algébriques 

Arithmétiser l'algèbre a été, comme nous venons de le voir, le premier courant dans le 

développement de l'aigèbre. Le deuxième courant, quant à lui, est a s d  aux efforts 

pour faire progresser i'aigèbre au moyen de la géométrie et marque selon nous la 

troisième grande étape du développement historique de i'algèbre. Al- Khayyàm et al- 

Tûsi (mort en 1213) sont les p~cipales 6gures de ce courant que nous allons 

maintenant décrire dans ses grandes iignes. 

Les mathématiaens arabes connaissaient les problèmes se ramenant à la résolution 

d'équations du 3* degré, tels ceux de la duplication du cube ou de la trisection de 

l'angle, qui avdent été étudiés antérieurement pir les Grecs. A aunia moment, 

cependant, les mathématiciens d'avant &Mahani n'avaient songé à tanimer ces 

problèmes à leur expression PlgCbrique - par exemp1e 2 = 2 2 s  ie cas du pmblkne 

de la duplication du cube (Rashed, 1985). La teadance à traduire algébdcpmmt les 

problèmes de 3* degré se renforce au Xè siècle, grâce notamment au développement 

de la théorie des équations bicanées et du calcul aîgébrique abstrait ré;ilisé par d-Karaji 

et ses successeurs (ïbid.). Or, estime Rashed, 

ces traductions aigébriques de problèmes du 3- degré par ai-Mahani, ai- 
Binini et d'autres mathématiciens contemporains de ces demiers comme 
Abu'l-jud al-Layth, ont posé un problème jusque-ià impensé : peut-on 
ramener ces problèmes i des équations cubiques ? Peut-on p u  aiileus 
classer l'ensemble des problèmes de 3'" degré, sinon pour tenter une 
soIution aussi élégante - par radicaux - que c d e  de i'équation du 
second degré, au moins p o u  donner des solutions systématiques ? (...) Le 

.- - 

17 A savoir les six types d'équations éiément2Lcs: ad = bx, & = c, bx = q 
9 7 a x - + b x = q  r + c =  bx, &=bx+c 



problème et ia dénmche d'al- Khayyh pout lui fout& une soluüm vont 
constituer un autre commencement de l'algèbre. @shed, 1985, p. 55) 

Le problème énidié pat al-Khayyh est le suivant: veut-on ramenet des problèmes de 

droites, de plans, de solides, à des équations de degré correspondant, d'une part, et, 

d'aune part, ciassu l'au& des équations de 3' degré pour chercha, à déhut d'une 

solution par radicaux, des solutions téglées au moyens de I'intersection de courbes 

awriliaires ?P (Woepcke, 1958, rapporté par Rashed, 1984, p. 312). 

Dans Ie mité d'Orna al- Khayyh dlémonstration de problémes d'al-jabr et d'al- 

muqabah datant de l'an 1074, i'aigèbrc a p p d t  comme b th&& ljis 4nalrons que m u  

qtpebnr wjourdJhi algc'!vigtie..r. Dans ce traité, ai- Khayyàm ne s'intéresse pas à 

i'éiaboration théorique du caicul algébrique, comme le faisaient ies aigébnstes 

arithméuuens, mais considère uniquement la résolution des équations algébriques. Li 

explique ahsi l'essence de Ia scieace d'aigèbre : «TIRS solutions algébriques18 sont 

trouvées à l'aide d'une: équation, c'est-à-dire d'une manière bien connue en rendant 

égales des puissances diffënmtesw (Rosenfdd", 1961, p. 18; cité dans Youschkmitch, 

1976, p.95). Ea d'autres termes, expîique Yous- l'aigèbre est la théorie des 

équations dont les membres sont des poiyn6mes entiers @id.). Les bistorims 

Arnaledez, Massignon et Youschkevitch nous résument ici l'objet du ttaité aigébrique 

d'al- Khayyih 

L'objet de l'algèbre [ tde qu'de ressort du ttaité d'ai- KhayyOmJ est dit être 
le nombre ou h quantité inconnue mise en dation avec d'autres nombres 
ou quantités connues. Cette dation est exprimée sous forme d'quation, 
c'est-à-&e en t!gaht des puissances à d'autres. P u  ceia même, l'aigèbre 
est considérée comme la science des équations qu'aujourd'hui nous 
appelons algébriques. 
Après avoir noté qu'on a vainement cherché à déterminer les soIuhns 
numériques des équations cubiques (autrement dit, i ks résoudre pax 
radicaux), Khayyim exprima l'espoir que cette fanme serait comblée i 
Pavenk ; effectivement, au début du M c  siècie, les Itlliens y pamkent. 
La méthode générale de résolution de Khayyim est unc construction des 
racines par l'intersection de sections coniques. 

I B  Soit les solutions pouvant ê a  obtaiues parmàicaux (Voir aussi la note & bas de page 13) 
19 0- ai-Kfiayyâm, T k d i r m a l ~ ~ -  Traduit par BA. Rosmfeld, Mosccu 1961(m =se) 



L'essentiel du aaité est consacré i h cimsibcltion des le dioù 
correspondant i chaque classe d'un couple de sections coniques et à ia 
détermination du nombre possible des racines positives ainsi qu'à leurs 
limites, c'est-à-clire, àans le langage actuel, à k séparation des racines. Les 
équations sont étudiées de fâçon généraie, c'est-à-dire que leurs 
coefficients sont supposés être des nombres positifs quekonqws. 
Khayyim distingue en tout 14 types canoniques. Pour chacun d'eux, iI 
indique les sections coniques, pmboles, hyperboles équilatères et 
&conférences, dont les abscisses des points d'intersection expriment les 
racines des équations, et il d y s e  les conditions de possibilité de racines 
positives. (Arnaiedez, Massignon et Youschkevitch., 1966, pp. 481-482) 

A défaut d'une solution par radicaux des équations du 3 k  degré, i'idée d'ai-Khayyb 

est de chercher des solutions au moyen de l'intersection de courbes aiariliaires. Mais, 

comme le précise Rashed, si les solutions de ces équations sont obtenues au moyen de 

i'intersection de deux coniques, il reste que, dans rhque cas, cette intersection est 

démontrée algébriquement, c'est4-dire au moyen des équations des courbes Wshed, 

1984). 

L'exemple suivant, a t é  par Rashed (1984, pp. 55-56), consistant à résoudre l'équation 

x3 + m = b illustre l'emploi de la méthode d'intersection des courbes pour la risolution 

d'équations cubiques." La méthode poursuivie pu al-Khayam revient à résoudre 

simultanément les deux équations: 

(équation du cerde) 

(équation de la parabole) 

où & est le double du paramètre de h parabok et ù/u est ie diamètre du cercle. En 

remplaçant y dans (1) par sa d e u t  twe de (2) et en effectuant les simpMcations 

a De degré inEmeur ou égai à 3. 
21 Pour un examen plus dédié de ccttc thioee des q u a t i m  aigébriques teiie qu'elle fut &borie par 
al-Khayyarn ct dévdoppéc surtout pat ai- Tüsî, on ~OUFL? consulter l'&de de Roshdi Rashed: 
Résolution des équations numériques et d g è k  Sauf-ai-Diu-ai- Tüsï, Viète (1974). ArrbitjrIMog 
OfEwn Sarnm. Volurne 12, a 3 @p. 244-290). New Y& Sprioget-Veriag. 



nécessaires, on o b h t  l'équatioa : x(x3 + m - b) = O. En éliminant la solution triaie 

O, on  &e bien à la solution cherchée. 

Devant la f icui té  de donner aux équations du troisième degré une solution aigébrique 

brève et dégante, les aigébristes gbrnètxes ambes ont été amenés à chercher d'autres 

méthodes, numériques, de résolution (Rashed, 1974, p. 252). Rashed résume ainsi la 

démarche qu'al-Tüsi a suivie dans son T d i  rjir q~akom : 

1 - Pour résoudre les équations, ii ks ciasse en deux sections: l'une 
contenant les équations qui ont toujours des soiutions (Al-Tüsi les 
donne); Paume correspond à celles qui n'ont de solution que sous certaines 
canditions. Il entreprend tasinte ia discussion. 
2 - Au moyen d'une transfoxmation a f h e  x -b x+a ou x + a - x, il 
réduit les équations à résoudre à d'autres équations dont il connaît la 
solution. 
3 - Pour résoudre ces équations, il i d e  le maximum des expressions 
aigébriques. il prend da dérivée premiérei, de ces expressions quP m u l e  
et démontre que I? racine de Péquntion obtenue, substituée dans 
i'expression aigébrique donne Ie mi.rimum. 
4 - II ne considère ni vohnne ni surface maximau, mais bien des 
dimites)). 
5 - Une fois trouvée l'une des racines d'une équation cubique, il lui 
arrive, pour détexminet l'autre d e ,  d'étudiet une équation du second 
degré, qui n'est autre que le quoticnt de la M o n  de i'équation cubique 
pat le (x - j, où r est k racine aouvée. En d'autres tames, il sait que le 
polynôme m3 + bx2 + cx +d est divistiie par (x - 3, si r est une racine de 
l'équation m3 + bx2 + cx + d = O. 
6 - Il lui arrive également de trouver cette équation du second degré d'un 
type qu'il n'a pas ituclié anpuavant, comme p u  exemple x2 - bx = c , il l'a 
ramène alors par une trnnsformation afhe i un type d'quation connu 
7 - Après avoir étudié i'équation, il essaie de détérminer me borne 
supérieure et une borne iuféneirec de ses racines. 
8 - Si l'on regroupe les équations scmbiabks, p u  exemple, m' +bx = c , 
mc3tc=bx, m3=bx+c,quinesontnuhesq~ m 3 + k + c = 0 ,  on 
peut alors retrouver a posteziori b formule dite de CARDAN». 
Autrement dit, cette formule est présente localement mais non pas 
globalement dans le cas des racines rédes. @shed, 1984, p. 176) 

Dans sa discussion des équations cubiques, al-TM pmient à saisit et à exprimer 

l'importance du rôle du d i s e t .  En effit, en discutant i'existence des racines 

positives de l'équation x3 +a = h , D constate d'abord que si x, est une teiie mine, 



3 x, +a = bx,. Al-Tusi c h d e  la vakur p o u  lequelle y = l n - x 3  atteint son 

maximum, et trouve a annuLat ia dérivée prrmiCi+ : x =(b/3)w. Ce maximum est 

donc : b(b/3r2 - (b/3p = 2(b/3y" 

Il &te donc une racine positive si et swiément si u S 1(l@r, ce qui équivaut à 

b' * b3 u2 - - a 2 0 .  Le &le du disaiminant D = - - -  27 4 
est doac ainsi établi et 
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algébriquemat élaboré p u r  l'étude de Péquation cubique (Rashed, 1984). 

Dans sa démade,  la tigure géométtique ne joue qu'un &le atiltiliaire et loin de s'y 

astreindre, al-Tüsl pense en teanes de reiahns foactionncllcs et étudie les courbes au 

moyen de lem équations, estime Rashed (&id). Il condut : 

La distance parcourue depuis i'awtt d'&Ch?- ne se mesure doac 
pas sedement par rapport P ka seule extension de la discipline mais aussi 
par le changement de sms dt la mnnaissmce aigébriqw. Si en effet 
l'algèbre s ' a f h e  comtne h science des quptions IlgCbriques, cdcs-ci  ne 
sont pas hées sedemmt i des nombres et à des segments, elles se 
rapportent égaiement à des c o d e s  dans le p h ,  l8a&bre intègre dors des 
techniques présentes cians h traition qui a participi activement à son 
renoweliement : celle des inhnitésitncntalistcs. &shed, 1984, p. 58) 

IL est tout a fait remarquable d'obscr~er que maigré son h u  technique et conceptuel 

élevé, cette aigèbre arabe a manqué d'audace dans i'emploi des nombres négatifs et est 

restée essentiellement verbaie. Cela montre en passaut que k symbolisme iittéralP n'a 

été indispensable ni à  émergence de l'algèbre ni i ses premiers déveioppements. Le 

langage utilrsé par ai-Khwarizmi pour représenter les concepts à la base de son algèbre 

(tache, mil, etc.), pour exposer sa démarche de résolution de problèmes et pour 

justifier ses algorithmes, bien qu'encore fort pesaci4 est tout aussi symbolique que le 

symbolisme Iittéd Dans la remit de cette aanche de l'histoire de I'aigèbre, nous avons 

P L'utilisation des lettres pour rcpriscnta les nombres c m u s  ou inconnus et de signes pour 
représenter les opérations. 



remarqué que plus celle-ci progresse, plus les tediniqucs uthées se coqlacifient et 

plus le langage devient efficace. 

Dans ce sens, les successeurs d'al-KhawaLiPni utilisaient ce que Rashed (1984) appelle 

la «Méthode des tableawo), pour rendre possible Pexécution de toutes les opérations sur 

les polynômes. Le principe de cette méthode est simple: «on inscrit verbalement sur 

une première ligne les différentes puissances xn, n E 2. On maipue ies coef6cients sur 

une deuxième ligne, sous la première, et, à propos de chaque opération, on prescrit un 

ensemble de règles qui pemiettent d'ajouter des lignes supplémentaires et de les 

dépkcuu (&id). A titre iliustrae voici In méthode utiüsée par al-Sarnaw'ai, pour 

présenter une règle équivalente à Px" = x"'" ; n, m E Z+ . 

II piace de part et d'autre de xo les deux niires i, x2, ...,l 1 et son 
X ' xZ '"" 

caicut de xn l- ; n, r 1  E Z, consiste i compter à partir du m g  n, ns x" 
rangs dans la direction de l'unité. Loaqu'il s'agit du produit xRd, ii 
compte également n'rangs mais dans ia direction opposée à l'unité. Cette 

règle revient m fait à traiter les puissances de L forme -$ comme x4 et 
X 

à additionner aigébriquemcnt les puissances. Ainsi, après avoir dressé le 
tableau suivant: 

il écrit : 
«Si les deux puissances sont de part et d'autre de l'unité, à partir de Puue 
d'des nous comptons en direction de l'unité, le nombre des éléments du 
tableau qui séparent l'au- puissance de l'unité, et le nombre est du côté 



de l'unité. Si les deux puissaoces soat du même côté de Punité, nous 
comptons en direction opposée de l'unité, (Rashed, 1984, p. 125)~~ 

Rashed ajoute que c'est cette conception qui a rendu possible l'application des 

opérations de l'arithmétique démentaire aux expressions algébriques de la forme 

et en particulier aux polynômes (iM.). 

Plus tard, les mathématiciens maghrébinsu vont det beaucoup plus loin et utiiiser un 

système de notation symbolique dgébrique basé sut Pusage de signes (une des lettres de 

i'orthographe en langue arabe du concept symbolisé) pour représenter les puissances de 

l'inconnue, les opérations arithmétiques et la relation d'égalité (voir @ure 24. En 

mentionnant le caractère rhétorique de l'algèbre arabe, Arnaledez, Massignon et 

Youschkevitch précisent : 

En fait, ce n'est que dans les États maures" qu'ont été fits les premius 
pas vers la création du symbohmc algébrique. On en trouve h trace dans 
l'ouvrage «Levée du voiic de la science gubam de ai-Qhaài, qui travaiüait 
à Grenade avant l'effondrement du dernier émirat maure au sud de 
l'Espagne et mounit d en A w e  (1486). (Amaiedez, Massignon et 
Youschkevitch, 1966, p. 483) 

En effet, le mathématicien andaiou al-Qaiasadi (mon à Tunis en 1486), désigne la 

racine catrée par la première lettre du mot+ (racine), placée audessus du nombre. 

Cette même lettre sert à désigner h grandeur inconnue (peut-être du fait qu'elle soit 

aussi la première lettre de JOM, igaorer) dans les règies de trois; la première puissance, 

le carré et la troisième puissance de hcoanue sont désignées par les premiéres letacs 

des mots chg', mal et krr'b26, ces Signes appataissent dans tous les cas au dessus des 

coefficients (Youschkevitch, 1976). On trouve aussi chez al-Qalasadi un signe qui 

On trouvera dans (Chcbaancau et Lef'brc, 199% p. 12, note 12) une autre desaipion de cette 
règle. 
2"thétnaticiats de l'Afrique du nord (sait a d e m c f i t  fiUritanie, Maroc, AIgé~ic, Tunisie et Libye) 
2s États de I'Mtique du nord. 
26 k mot ku'b signifie d e .  



désigne l'égalité et qui, selon Youschkevitch, est maisembkbltment inspiré pat la forme 

de la demière l e m  du mot '& qui sigaifie égaies. 

11 est Uittkessant d'observer qu'au moins un &de avant al-QaIasaài, Ibn Qunfud, 

mathématicien maghrébin né en 13M, utiiisait les mêmes notations (Tanrabet, 1981) 

dans son traité «Levée du voile sur les méthodes des opérations du cal& datant de 

1370. (Voir la Qpre 2.2). 

Rappdons que les signes + et - sont apparus en Europe au XVème siècle, alors que le 

symbole x de la multiplication, le symbole 4 de la racine carrée, le signe @&té =, In 

représentation des paramètres par des lettres, datent du XVIème siide (Smith, 1958). 



Notations d'Ibn Quafad 
.1 

3 

Racine caué de 3 
4 

3 

Trois canis 
4 

4 

3 
Trois d-c l r ré  

Trois saches 

Cinq sixièmes et un quart d'un sixième de 
ratine 

d 

3 
Trois cubcs 

J 

Cinq canés, quatre racines et trois nombres 
égdu à trois racines, deux CYtits et six 
nombres 

Dix et deux racines multiplier par deux d et 
5 cubes égaux à dix caués d, 54 cubes et 20 
carrés 

Y 

ut 4 

2 Y 4 J 2 Y 5  

5 moins deux carrés égaux à quatre 6 dcux 
tacines 

Notations modemes 

43 

x ou . (multiplication) 

F i  2.2 : Système de notation utilisé par Ibn Qunfud 



En passant, il convient de souligner le &le centrai du développement du calcd 

algébrique non seulemeat dans k développent de l'algèbre elle-même, mais 

également dans le développement et i'éciosion d'autres parties des mathématiques. 

2.5.4 Cardan et l'application du calcul aigébrique ik de nouveaux 

domaines de nombres 

La quatxième étape du développement historique de lyalgèbre que nous retenons est 

marquée par l'élargissement du domaine d'application du calcul algébriqw en y 

intégrant une nouvelle catégorie de nombres. 

La recherche de règles générales pour la résolution algébrique - c'est-à-dire au moyen 

des opérations d'addition, de soustraction, de multiplication, de division et de 

l'extraction de racines camées ou cubiques - de i'équation du troisième degré, allait 

conduire les algéb9stes italiens du XVI- siècle à raisonner sur des nombres dits 

imaginaires, une nom& catégorie de nombres. Les trois pionniers dans ce domine 

sont Scipione del Ferto, Tartaglia et Cardan (Itarcl, 1977). En langage moderne, la 

solution txouvée pour i'équation x' + pr + q = 0 a h suivante : 

Cardan a vite compris les difficultés souhrm par et te  équation. Lorsque d.,é est 
4 27 

négatif, la racine carrée de ce nombre ne peut pas être calculée dans R. Or dans ce cas, 

on sait que i'équauon possède trois saches, comme Archimède i'avait montré 

géomémquernent dans son livre De b J@& et ok g&ndn, Lm semnd oii un problème de 

solides est mathématisé par l'équation en question (Itard, 1977). En acceptant de 

calculer sut des racines carrées de nombres négatifs, Cardan utilisait ua a n i h  de cakui 

lui permettant de trouver trois racines pour cette quation. Pour lever la difhlté, il 

introduisit timidement - Bombelli le fera plus nettanent en 1572 - de nouveaux 

nombres dits cimpossibles» ou u b a g h k w .  



A titre cl'wtmp4 pour l'équation 2 - 63x - 162 = O (équation &e irréductible) h 

iaque~e, après Jimpwcation donne : x = (- 3 + 2 C i )  + (- 3 - 2 4 3  = -6. 

En acceptant d'appliquer à a les opérations de base habituelles et en supposant que 

les propriétés de ces opérations restent aussi valides pour ces nouveaux aobjecm, 

Cardan amive à trouver une solution réelle de i'équation cubique. Le raisonnement 

heuristique de Cardan est manifestement de nature undytique». Cependant, dans ce 

cas, Cardan n'opère pas sur un objet (un nombre) dont la valeur est temporairement 

inconnue ni sur une variable dont le domaine de référence est connu, mais plutôt sur 

des «objets imaginaires». Plus tard, &ce notamment à Bombelli, ces objets seront 

considérés comme des nombres à part entière, qui en se combinant avec les nombres 

réels, pemettent d'obtenir l'ensemble C des nombres complexes. 

Encore ici apparaît la relation dialectique entre Le calcul algébrique et les extensions des 

systémes de nombres. Comme le fait mrwqucf Chev2Uatd : d3'une part, en effet, les 

systhes de nombres foumissent les domaines de d c u i  sur la base des@ s'éièvera le 

c a l d  aig6brique (.. .). Mais, d'autre part, le caicul algébique constituera le mobile 

essentiei, et i'outii fondamental tk Ia construction des systèmes de nombres successifis 

(Chevallard, 1989b, p. 50). 11 ajoute plus loin a (. . .) à un moment donné, on dispose de 

très peu de nombres [dans un système de nombre4 pour qu'en résulte un calcul 

algébrique "agréable". D'où le passage aux nombres négatifs puis aux nombres 

rationnels et, plus tard aux nombres cornplaes par le prolongement de R dans Cb (ibid., 

p- 52). 

En fait, le passage d'un système de nombres S à un systkme de nombres S' plus grand 

consiste à adjohcire à S les solutions de cenaines équations polynodes à coefficients 

dans S en étendant à S' les règles de calcul dans S. Ainsi, i'ensembie des entiers relatifs 

Z est obtenu en adjoignant à i'ensembk cies entiers naturels Ies mombrem solutians des 



équations de la forme x + a = b ,  où a et b sont enriers naturels avec a 2 6. Le passage 

de Z à i'ensernble des nombres rationnels Q est régi quant à lui par les équations de la 

forme ax = b , a étant un entier n a d  non nul et b un entier telatif non multiple de a. 

De même le passage de Q à Q(&), ensemble des nombres de la fornie o + a, où a 

et b sont des nombres rat io~els  et b non nul, est régi par les équations équivalentes à 

(x  - sy = 26'. Ces nouveaux nombres permettent d'étendre les domaines d'emploi 

du calcul algébrique ; ils sont justement qui& d'algébriques car ils sont solutions - 
algébriques, c'est-à-dire obtenues par radicaux, comme disaient les mathématicienç 

arabes - d'équations polynomiales à coeficients rationnelsn. 

Une question surgit : peut-on continuer ainsi à a k  de nouveaux systèmes de nombres 

englobant les précédents et obéissant aux mêmes règles de calcul ? 

Tout d'abord, à la condition de conserver les propriétés essentides des opérations de 

i'aigèbre ordinaire, par exemple h pmpnité de la commutativité de la multiplication, 

i'ensunble des nombres algébriquesa, noté a, est nécessaire a sd6sant pour donner à 

l'algèbre démentaire toute son extension. D'autre put, si l'on essaie de aéer, à pamt 

de e, de noweaux nombres obéasant aux lois du calcul aigébrique, le système obtenu 

est identique à celui des nombres algébtique?; k nomh aIgc'bqne sst &nc Pékmmt ersenrrél 

et umimef de I'rtlgibn. 

n En langage moderne un a o m b ~  est dic dgékiquc s'ii peut itrc racine d'me équation polynomiaie à 
coeffiaents dans Z (ou dans Q, cc qui k t d t  au h). Dans les mucls d'algèbre anciensI 
l'expression nombre aigébrique est utilisie pair dtsigner les entiers datifs négatifç. ii s d e ,  don 
Chevallard, que cette tradition rrmonte 4 Euier. 

Soit l'ensembk des nombres  gant itxc miution d'équations polynomiaies i coeffiaents dans 2. 
Cet ensemble est plus grand que Q mais plus petit que C Les nombres comme t et nqui ne sont pas 

aigébriques sont dits ttlnsccncluits. 0. dit que Q cooltitue h dônue aigébique de Q muni des 
opérations d'addiaon et de mdtiptiatioa & d u e s  i putir & Q, ii possècîe h structure de corps. 
29Autremcnt dit, en langage savant, I'CIlSCmble des no& aigébriqucs est aalgébtiqucment clos, ciest- 



Dans ce sens, en dgbn ékmenkuh, on pcvr se conkntd d'kn @me di! wbm ne wlalcMntpar 

les m m h  ~ m m i h n ~ r .  Toutefois, à cause de l'usage des nombres pow mesuter des 

grandeurs, continues, on a besoin d'adjoindre aux rationu& des nombres transcendants 

comme n, et donc de travailler dans le système des nombres réels dont la dônire 

algébrique est cette fois-ci l'ensemble des nombres complexes. La transcendance n'est 

pas une propriété algébrique (nous reviendrons sur ce point plus tard). 

Pour tespecter l'ordre duonologique du développement de i'aigèbre, examinons 

maintenant l'aigèbre de Viète, considérée par certains auteurs (Chevsillatd, par exemple), 

mais à tort selon nous, comme étant le véritable commencement de I'aigèbre. 

2.5.5 Viète et le développement du symbolisme algtbrique 

La cinquième étape que nous avons identi5ée dans le développement histoiiqw de 

i'aigèbre est marquée par la création du symbolisme aigébiique. Il a fillu beaucoup de 

temps dans i'histoire pour que ce dernier anive à sa forme moderne, tek qu'on Ia 

connaît aujourd'hui. Le pas déasif a été accompli par François Viète qui, en 1591, a 

introduit l'usage des lettres pour désigner aussi bien les grandeurs inconnues que les 

grandeurs connues. Le système de notation a été pat la suite patfvt par Descattes et 

adopté par Pensernble des mathématiciens. 

Dans son «Introduction à l'art analytiques Viète d é f i t  i'aigèbre comme une méthode 

d'analyse comportant trois étapes : l'analyse zététique, l'analyse porisiaqw et l'analyse 

rhétique ou exégétique : 

Il se rencontre dans les mathématiques une certaine manière et fàçon de 
rechercher la vérité, hqueiie on dit avok été premièrement inventée par 
Platon, que Theon a appelte anaiyse, et par lui déhie ia supposition de ce 
que l'on cherche, comme s'ii était concédé pour parvenir i une vérité 
cherchée, et ce par le moyen des conséquences; comme au contraire la 
synthèse est la supposition d'une chose concédée pou. pamenir à lii 
connaissance de ce que l'on cherche p u  le moyen des conséquences. Et 
combien que les anciens ayant proposé deux sortes à'anaiysc, i savoir la 
Zététique et la Porkitique, ausqueiies la définition de Theon convient 
principalement; toutefois il est à propos d'en établit encore une troisième 



espèce, qui soit appelée Rhétique, ou Exigétique : donc ia Zététique est 
celie par bcpelle se trouve i'igolité, p u  le moyen de k proportion qui est 
entre la grandeur que l'on cherche, à cele qui est donnée. La Porisitique 
est c d e  par laqueile on uamine b vérité d'un théorème déjà ordonné, par 
le moyen de l'égaiité ou proportion. L'Eségétique est cene p u  lnquellc on 
trouve la quantité ou grandeur cherchte, p u  le moyen de i'égahté ou 
proportion déjà ordonnée. Par ainsi l'art andytique entier e x q u i t  ces 
trois offices, peut être d é h i  h doctrine de bien inventa en 
mathématiques. (François Viète, édition fnnçaise de 1630, orthographe 
modemisé, cité dans Chevaiiard, 1989, pp. 31-32) 

L'historien Itard nous explique en langage moderne en quoi consistent les trois types 

d'analyse dont p d e  Viète : 

La $ 6 h p  consiste à adopta un symbolisme pumettant de noter tant les 
grandeurs inconnues que les grandeurs connues, à e x p b e r  les liens qui 
les unissent et à dégager l'équation qui, sous forme abstraite, résume le 
problème posé. L'ana& prUt&e étudie, ttmsforme, discute cette 
équation. E n h  Pucl~'tiq~e, ou @se &@ne, revenant au problème 
concret, résout Péquatioa, soit p u  des consauctions s'ii s'agit de 
géométrie, ou par des dcuis s'il s'agit d'uithmétiqw. (Itard, 1977, p. 245) 

Viète disait avoir aéé une nouvelle algèbre où le calcul est réalisé sur des "espèces", 

c'est-à-dire des nombres non s e é s  (+ta @diwu) en opposition à un dcul  

essentiellement nunérique (@ka mmma) (Khe ,  1962). Il dédt  expliatement les 

différmtç types d'espèces ct les propriétés des opétations sur eux (Charbonneau et 

Lefebvre, 1982). Ces deux auteurs précisent : 

Dans ses manipuiations, contrairement à ses prédicessews, il [Viète] n t  
fait aucune distinction entre les espèces représentant des gmndeuts 
connues et ceiies représentant des grandeurs inconnues, si ce n'est de 
représenter ceiies-19 par des consonnes et celles-a par des voyelles. 
(Charbonneau et Lefebvre, 1982, p. 13). 

Avant Viète, le calai algébrique était un calcul sur des équations ct sur les expressions 

polynomiaies comspoadantes où, conttaitemmt aux paramètres qui restaient 

numériques, seule I 'inco~ue était représentée par un symbole. Ce «symboiisme» n'était 

pas immédiatement opérationnel; il était toutefois utile parce que sa concision 

permettait de retenir fàcilement les étapes de résolution, au moins en ce qui concerne 

l'inconnue (Charbonneau et Lefebvre, 1982). Avec Viète, le calcul algébrique devenant 

un calcul littéral (hgLjrica @&a), c'est-à-dire un caicui avec des lettres, Pdgèbre se dote 



d'une "épaisseur syntarrigue''. Cet apport de Vitte consunie une avancée foadamentaie 

dans le développement de I'aigèbre. En représentant par des symboles même les 

coefficients d'une équation, le calcul littérat présente dots le principal avantage de 

traiter le cas général et non les cas particuliers et, de ce lgit m b e ,  de s'intéresser à la 

stniçturc des problèmes plutôt qu'à leurs expressions. Mettant i'emphase suc la forme 

du caicui, il petmet de garder irnc uace des traasbmations que subit une expression 

algébrique. Aussi, d mus fait raisonner à peu de ftais, en mettant des caractères à la 

place des choses, pour désenibanasses P ' i a t i o n .  De plus, il laisse à notre 

disposition des formules toutes fiaites, qui nous dispensent de recommencer chaque fois 

notre travail)) (Leibniz, cité dans Chevallard, 1989% p. 30). 

Sans prétendre expliquer les aisuns derrière la création du symbolisme algébrique de 

Viéte, il nous semble que ia tendance à p s e r  anaEjtiQuement et à chercher des 

méthodes généraies seafbrce h tendance à symboliser. Eh effet, pour pouvoir opérer 

sur l'inconnue, Pabsmce de sa valeur numéfisue oblige à la nommer et à la représenter 

par un symbole. Dans le calcul aigébrique obtenu - calcul sur des équations et sur les 

expressions polynomiales conespondaates - la manipulation des expressions où &are 

un symbole sans détermination numirique pennct non seuierneat de trouver la valeur 

de l'inconnue, mais aussi de p&xmtcr des procidés généraru de calcul et de résolution 

d'équations. Dans cette ligne de pensée, et pour tuer pleinement profit de cet avantage, 

en masquana la détermination numAique des ph connues !es paramètres de 

i'équation) par des symboles, les étapes de la résolution de i'équation conviennent à une 

Iarge &se de problémes et non à un cas particulier. Viète utilise les voyelles pur les 

inconnues - dont on cherche la valeur - et les consonnes pou les quantités connues - 
dont on oublie la d e u t  ! 



2.5.6 Hamilton et l'extension du calcul algébrique A dc nouveaux 

domaines de calcul 

La sixième étape du développement historique de i'aigèbre que nous avons retenue est 

marquée par la création de nouveaux espaces de calcul dont la structure aigébrique est 

différente de celle des systèmes de nombres usuels. Dans la section 2.5.4, nous avons 

expliqué que les extensions successives des systèmes de nombres consemant les règies 

et les propriétés du calcd aigébrique, tel qu'il a été élaboré sur la base de i'atithmétique 

élémentaire, atteignent un seuil limite avec le corps des nombres algébriques (ou le 

corps des nombres complexes si l'on considère le système des nombres réels comme 

étant déjà construit). Tout autre système de nombres plus générai ne peut avoir les 

mémes propriétés ni obéir aux mêmes règies de calcul aigébrique. Pendant quinze ans, 

Hamilton s'est efforcé d'éiaborer une aigèbre ( d e  des quaternions) qui lui permetaait 

de résoudre certains problèmes en mécanique et dans d'autres chapitres de k physique, 

mais il a buté sut la propriété de la commutativité de la multiplication. Son génie h t  

alors de rejeter «simplernenm cette propriété et d'accepter que a fois b ne soit pas 

nécessairement égal à b Fois a (Be& 1940, p. 49). Par ce pas de côté, Hamilton oumit h 

voie à des structures algébriques non essentieilement numériques, et libéra ainsi 

déhitivement Paigèbre de l'emptise de l'a~itbmétiqqu Expliquons avec plus de détaîis 

l'idée de Hamilton. 

Rappelons que l'addition et la multiplication de nombres complexes se déhissent ainsi, 

i étant le symbole satisf&ant à $ = -1: 

(a+ib) +(c+id) = (a+c)+i(b +d)  
(a + ib)(c + id) = (ac - bd) + i(ad + bc) 

ou encore, en représentant un nombre complexe a + ib par la paire ordonnée de 

nombres réels (a, b), de la façon suivante: 



Ces opérations satisfont aux propriétés wuclles des opérations d'addition et de 

multiplication sur les nombres ré&. A PimPgc de h conÇtNction du système cies 

nombres complexes à partir de celui des réeis, H d t o n  a défini une nouvelle catégorie 

de nombres comme étant des paires ordonnées de nombres cornpiexes de la lorme 

(a+ib , ch%), c'est-à-dire essentiellement des quadnip1ets de nombres réels (a, b, c, 4, 
qu'il a appelés par la suite des ((quatemionsn. Ii a tenté de définir sur eux me addition 

et une multiplication satisfaisant aux propriétés u d e s  de femeture, d'assochtmité, de 

commutativité et de distributivité. Après une quinzaine d'années de réfiexion sur le 

sujec il est amvé à la condusion qu'il était impossible de créer un tel système qui 

satisfasse à la fois à ces propriétés arithmétiqws et aux exigences de la physique 

('Kmmer, 1970). Finalement, en 1843, il réussit à définir un système des quaternions 

logiquement cohérent mais dont la multipiication n'est pas coxnmutativeW1. 

A k suite de Hamiiton, d'autres mathématiaens ont essayé de généraliser encore 

davantage le concept de nombre. Cayley (1821-1895) par ample, a déhi des 

nombres hypercomplexes comme étant des paires ordonnées de quaternions, donc 

essentidernent des octuplets de nombres réels, mais le système qu'il a obtenu n'obéit 

pas à des propriétés fondamentales de l'algèbre traditionnelle, à savoir la commutativité 

et I'assoUativité de la multiplication (&amer, 1970). 

Hamilton parle de l'algèbre comme étant da saence du temps pub). Il part de 

l'hypothèse qu'il en existe mis conceptions difféttntes : m e  i caractère qxatiqueu, où 

Wamilton dé6nit un quatunion comme tant de la forme a + bi  + y + dk, où a, b, c et d sont des 
nombres ras; i, j et A sont déhais par les daaoas: 3 = -1;$ = -1 et Az = -1 et leur mulupiiatian pu 
le tableau suivant 

i i -1 
. -A! -1 

A! j 4 -1 
On peut remarquer en particulier que j'ltj, ik + ki etjk + 4 Ji est aussi aisi de v é d k  que l'ensemble 

d e r s o l u ~ ~ d e l t ; S ~ t i o n I Z + 1 = ~ ~ ~ l a g o p t c m i ~  ki, ij, k t ,  f f i j + i J Z k  aimi 
qu'une inhnité d'autres solutions. On s'apgoit ainsi que le théorème foadamtnd de ly?Igébre a'cst 
pas valable dans I'al$bre des quaternions. 



elle est considérée comme étant purement instnimcntale; une autre à caractère 

«phdologique>>, où d e  est envisagée comme uu calcul put orienté selon la symétrie des 

expressions; une troisième à caractère a<théoriv flahnke et Octe, 1981), qu'il s'est lui- 

même proposé de développer : 

In aii mathematicai science we consider and compare relations. In aigebra, 
the relations which we ht  con^ and compare, are reiations between 
successive states of some di?n%ing thing or thought. And numbers u e  
the names or noms of dgebra: marks or signs, by which one of these 
successive states may be nmembucd and diseingrtished h m  another. (...) 
relations between successive ttioughts thus viewed as successive states of 
one more generai and chmghg thought are the primary r&tions of 
algebra. (...) For with Tirne and Space we conaect d continuous change, 
and by symbols of Tirne and Spacc we reasoa on and r&c progression. 
Our marks of temporal and locd site, our then and thue are at once signs 
and instruments of dut e~nsfoannaon by which thoughts become thkigs, 
and spiet puts on body, and the act and passion of mind seem dothed 
with an outarard existence, and we bchold ourseives fiom da. And such 
a transformation rhere is whcn in Algebra WC contanphte the change of 
our own thoughts as if it wcre the p rops ion  of some Foreign thing and 
inaoduce numbers as the mvks or signs to denote pkce in that 
progressions ( H d t o n ,  Cité d m s  JPhnke et Otte, 1981, p. 34) 

Selon Kramer (1970), Hamilton est souvent considéré comme le fondateur de l'algébn 

abstntire moderne parce qu'il a été ie premier à créer une algèbre non traditionneiie. 

Toutefois, l'idée de traiter l'aigèbre comme une science pure déduite d'un système de 

postuiats n'a été développée que graddement par la suite pat les membres de l'école 

Britannique d'aigèbre, notamment, Georges Pacock (1791-1858) et Georges Boole 

(1806-1871). 

2.5.7 Galois et l'introduction des structures aigébriques 

La septième étape du développement historique de I'a&bse que nous avons retenue est 

marquée par l'introduction en aigèbre des rtntrtms olgghpes, c'est-à-dire des emembk 

initialement des systèmes de nombres), par exemple de h s t n i a u t e  de corps (dont les 

ensembles Q, R et C munis de l'addition et de la multiplication constituent des 



exemples) et de la stnicture de groupe (dont les isométries du plan constituent un 

exemple). 

Après Descartes, l'algèbre est devenue, grâce à son symbolisme, un outil puissant non 

seulement pour la résolution de problèmes, mais aussi dans la recherche de divers types 

de généralisations (fornides, propositions généraies, etc.). Par analogie avec le cas des 

équations polynomiales à coefficients nkls de degré inféeeut ou égal à 4, les aigii'bristes 

ont longtemps pensé pouvoir trouver une formule générale donnant toutes les 

solutions d'une équation de degré supérieur à 4 à Paide des quatre opérations 

démentaires et des radicaux. (9a.r un hasard de l'histoire des saences, les tentatives 

pour établir cette conjecture, pouttant mathématiquement saugrenue, allaient conduire 

à dégager les premières swcrures absaaites et ètre à l'origine de Paigèbre modemw 

(Itard, 1977). 

Leibniz explique i'état de Palgèbre après Descattes, montrant les obstacles qui se 

dressaient devant les aigébristes à cette ipoquc: 

L'algèbre est encore (...) impufiite, quoi qu'il n'y ait rien dc plus connu 
que les idées dont d e  se sert, puisqu'eiies ne si%ufient que des nombres 
en général; car le public n'a pas emorc le moyen de tirer les racines 
itrationnelles d'aucune équation au-delà du quamime degré (excepté dans 
ua cas fort borné); et les mithodcs dont Diophante, Sapion du Fer et 
Louis de Ferrare se sont s& respectivement pour le second, troisième et 
quamème degré, a h  de Ics réduire au premier ou a h  de réduire une 
équation à une pue, sont toutes différentes entres des, c'est-à-àire c d e  
qui sert pour un degré, ciiffeue dc ceiie qui scxt pour i'auae. Car le second 
degré ou de i'équation carrée se réduit au premier, en Ôtant seulement le 
second terme. Le troisième dcgré, ou de l'&paon cubique, a été résolu 
parce qu'en coupant i'inconnue m parties, il en provient heuteusement 
une équation du second d e .  Et dans le quatrième degré ou des 
biquadrates, on ajoute quelque chose des deux côtés de r i t p a o n  pour ia 
rendre extrayable de pu t  et d'autre; et ii se trouve encore heureusanent 
que pour obtemir ceka on n'a besoin que d'une équation cubique 
seulement. Mais tout ceia n'est qu'rai méiauge de bonheur ou de hasard 
avec i'art ou méthode. Et en le tentant dans ces deux derniers degrés, on 
ne savait pas si l'on réussitlit Aussi faut-il encore quelque autre Ytifice 
pour réussi. dans le cinquième ou sixième degré (...). (Rapporté par 
Bninschvicg, 1912, p. 551) 



Vers 1824, Abel démontra qu'il état impossible de trower une solution générale à 

i'équation du cinquième degré, qui puisse s'exprimer à l'aide des quatre opérations 

éiémentaires et des radicaux. Mais, c'est à Galois que mient Le mérite d'en donner les 

conditions nécessaires et &antes. Son idée h t  de faite correspondre à toute 

équation algébrique un cettaingnvpc de permutations de ses racines. Ce p u p e  attaché 

à i'équation reflète les pmptiétés caractétistiques de cette demière et donne le moyen de 

saisir les conditions qui en permettent la résolubilité. Galois a ainsi mis en évidence une 

première swcture algébrique, soit ccHe de p u p e  

La découverte de Galois ouvrit grande la voie à la période moderne de l'algèbre. 

A priori, Cuit M. Couturat, il n'y a na & commun mtrc In résolution 
algébrique d'une équation et In décomposition d'un groupe en sous- 
groupes invariants. Il a faiiu le génie de Galois pour apercevoir une 
analogie entre ces deux processus intellectuels si divm, et pour dicouvzir 
des relations aussi fécondes qu'inattenàues entre h saence du nombre et 
la science de l'ordre. (Cité dans Brunschvicg, 1912, pp. 556-557). 

Notons aussi que l'idée d'o$oa&n, une autre idée utiIisée par Galois, s'est révéîée uès 

féconde par la suite en aigèbre. Ainsi, h @@me 

qui est irréductible sur le corps Q devient réductible sur k corps ~(4s) obtenu ai 

adjoignant le nombre 45 à Q et dont les déments sont de In forme: n + bJ5 (avec r a b 

dans Q. En effet, Pensembk Q ne possède pas assez d'éléments pour que la 

décomposition en facteurs indiquée dans le membre de droite de (1) puisse s'effectuer; 

son üargÿsunent à l'ensemble de nombres ~ ( 4 5 )  rend cette décomposition possible. 

Cette idée illustre la dialectique entre les extensions successives des systèmes de 

nombres et le calcul aigébtique que nous avons soulignée précédemment 



2.5.8 L'apparition de Paigèbrc moderne 

La huitième et dernière étape du développement historique de l'aigèbre que nous avons 

retenue se distingue par l'apparition de l'algèbre mademe. 

Dans l'introduction de son h sur \'algèbre, Bourbaki retrace 

(..) le lent processus d'absttaction progressive pat i e q d  ia notion 
d'opération aigébrique, d'abord restreinte aux entiers naturels et aux 
grandeurs mesurables, a peu à peu &agi son domaine, i mesure que se 
généralisait padèiemmt la notion de unombrm, jusqu'à ce que, dépassant 
cette dernière, d e  en vint à s'appliquer i des déments qui n'avaient plus 
aucun caractère imumériqwn, par a m p l e  aux permutations d'un 
ensemble. C'est saris doute, 1? possiiilité de ces extensions successives, 
dans lesquelles k forme des cPlculs restait h même, alors que h name des 
êtres mathématiques, en eus-mêmes, importe peu : ce qui compte, ce sont 
leurs relationsr (Bourbllq 1970). 

Contrairement au cas de l'algèbre classique, la date de la naissance de l'algiibre moderne 

est relativement précise, Selon Qucysanne et Delachq m effet : 

Les aigébcistes contemporains s'nccodent pou simm la date de naissance 
de l'algèbre modeme en 1910, avec le mémoire de Steinitz m la Théorie 
algébrique des corps : c'est In première fois que se trouve abordée 
systémaàquement Pitude d'opérations portant sur des êtres 
essmtiellement abshuts, c'est-à& qui ne sont plus les objets, nombres 
ou figures de l'arithmétique, de l'algèbre ou de la giométne dassiques. 
Mais cette naissance a été précédée d'une H o d e  de gestation de plus d'un 
siède. (Queysiuine et Dehchet, 1960, p. 2) 

Pour définir une structure alj+briqw, il suffit d'avoir un ensemble queionque d'objets 

(représentés par des lettres) muni d'opérations satisfaisant à certaines règles déterminées 

(celles-ci constituent en quelque sorte des axiomes déhissant la stnrcnite). Des 

mathématiciens comme Gauss et surtout Galois, ont montré la fécondité d'étudier 

certains types spécifiques de stnictures algébriqimes, par exemple celle de groupe. 

Néanmoins, une gmnde paa de Paig+bre moderne étudie divers types de structures 

dgébriques ayant des applications intéressantes en rnathémariques ou dans d'autres 

ses objets atomiques ne supponent aucune charge sémantique ; ce qwi compte dans la 



conduite du calcul aigébriqw ce sont uaiguement les axiomes ou régla que les 

opérations doivent satisEaVe. 

Nous n'dons pas relater ici, même pas très sommairement, l'évolution historique de 

l'algèbre moderne, tant d e  est riche, atteignant un haut niveau de complexité et 

s'irradiant en d'innombrables directions. Dans le chapitre suivant, nous aurons 

l'occasion d'illustrer velgues types d'activités qui lui sont propres. 

La première grande étape que nous avons retenue est ceiie du début de l'algèbre en tant 

que discipline mathématique indépendante. Au cours de cette période, l'algèbre 

apparaît comme la théorie des équations linéaires et quadratiques à une seule inconnue, 

et du c a l d  élémentaire sur ies binômes et ttinômes associés (caid algébrique), sans 

que soit encore formulée l'idée de polynôme en général Dans la seconde grande étape 

de l'évolution de l'algèbre, celle-ci apparait comme une arithmétique des inconnues, oh 

on assiste à la constitution de l'algèbre des polynômes. Le cald algébrique se trouve 

alors prolongé en un calcd sur les expressions polynodes à coefficients ratiomels 

positifs. Dans la ttoisiéme étape, l'algèbre apparait comme la théorie des équations 

aigébriques où on note une grande influence du courant géométrique. La quatrième 

période retenue est marquée par l'éiargissement du domaine d'application du caicul 

algébrique à de nouvelles catégories de nombres. En la décrivant, nous avons noté la 

relation dialectique entre le développement du caicul *brique et les entensions 

successives de systèmes de nombres ainsi que le rOle moteur de la pensée analytiqye 

dans le développement de i'algèbre. Durant la cinquième étape, le calcul @brique 

acquiert une épaisseur synt;urique qui augmente considérablement sa puissance. L'idée 

dé, celle consistant à noter par des lettres même les nombres connus est manifestement 

de nature analytique. Mais, en cornpataison avec l'idée sous-tendant la représentation 

de l'inconnue par une lettre, le courant s'inverse. En effet, au lieu d'opérer sur une 

inconnue comme si elle était connue, on opère sur une quantité connue comme si elle 



était inconnue ! L'aigGbre devient une sorte d'arithmétique avec des h tms  qui 

représentent des quantités arbitraires. Jusque là, on opérait sut des grandeurs connues 

ou inconnues seion des règles &es et bien déhies, à l'image de cdes régissant les 

systèmes dassiques de nombres. Dans la sixième étape retenue, on voit apparaître des 

aigèbres non traditionneiles, dans le sens où les proptiétés des opérations ne satisfont 

plus au même système de règles que ceiies des systèmes de nombres Jassiques (entiers, 

rationnels, réels ou complexes). Durant la septième étape, on voit appdtte la notion 

de structure algébrique. Les aigébristes commencent à comprendre qu'en algèbre, ce 

sont les propriétés des opérations qui comptent et non la nature des objets sur 

lesquelies elles sont déhies. Dans la huitième étape, la sqdcation de l'aigèbre qui 

domine est celie de l'étude de structures algébriques. Le calcul algébrique signifie alors 

un calcul sur des expressions symboliques qui n'ont a u m e  ontologie et dont les règles 

de calcul sont basées sur les axiomes définissant une structure algébrique. 

Cette revue du développement historiqw de l'algèbre va nous semir de référence pour 

mener une réflexion sur les caractéristiques de l'aigèbre et de la pende algébrique dans 

les chapittes 3 et 4. 

Notons enfin que la dassi6cation de Petrolution historique de i'algèbte de Nesseknan, 

que nous avons présentée dans 22, est insuffisante pour les 6ns de nom mvail pour 

deux raisons. 

D'abord parce que cette dassitication ne met pas en évidence des étapes importantes 

du déveioppement de i'aigèbre. En faisant le vide encre Diophante a Viète (s'étalant 

sur près de 13 siècies), d e  ne p m e t  pas d'expliquer d'où provient cette maturité de 

l'algèbre à i'époque de Viète, notamment à travers le développement technique du 

calcul algébrique, du développement de l'algèbre des polynômes, de la théorie des 

équations algébriques, etc En outre, en ne prévoyant aucune étape après Vi& elle ne 

fait dusion ni à l'apparition d'algèbres non tfaditio~des, comme ceiles d'Hamilton ou 

de Cayley, ni à i'dgèbre moderne, c d e  de i'étude de stnicnws aigébriques. 



Ensuite parce que, s'appuyant sur cette classi6cation, certains auteurs placent l'algèbre 

arabe dans la phase rhétorique et d e  de Diophante dans la phase syncopée de 

l'évolution de l'algèbre. Ainsi, K i m  (192) reprend cette interprétation de l'évoiution 

historique de Paigèbre et avance dans son article synthèse sur les recherches en 

didactique de l'algèbre: 

It is to be noted that the syncopated symboiism inaoduced by Diophantus 
did not develop to my great extent und the tum of the 17' cenniry. Aficr 
the Modem conquest of the 7' cenhiry., Arab mathcmaticians EGept dive 
Greek and Hindu mathematics, but thek aigebra was p h d y  rhetorid 
This style continued in the century that foliowed, during which tirne 
Arabic algebra was trausmitted to Europe. (Kieran, 1992, p. 391) 

Cette interprétation invite rapidement à penser que cd'aigèbrm de Diophante surciasse 

celles d'al-Khawatizmi, d'al-Kataji et d'al-Kha- toutes réunies ! Now n'allons pas 

nous attarder à commenter l'idée communément admise, quoi que de plu  en plus 

xéhtée notamment en histoire des sciences, que la culture grecque a transité par les 

savants arabes jusqu'au Moyen Âge occidentai et que dans ce t t ans fa  Lr arabes n'ont 

éti qu'une simple ~ccout~lie de aansmissiom dont le seul mérite a été de sauvegarder 

intact l'héritage hellénistique. Une teile iifhmiation est d'autant plus étannante dans le 

cas de Paigèbre où les apports d'ai-Khawarizmi et d'ai-KhaWàm, en particulier, sont 

généralement s&acnment connus. 



Chapitre 3 

Un modèle intégrateur de l'algèbre 
et de la pensée algébrique 



Dans ce troisième chapitre, nous poursuboas la présentation du cadte conceptuel de 

noue thèse, en menant une réflexion sur ies principales caractéristiques de i'algèbre et 

de la pensée aigébrique. Dans la section 3.2, nous expliquons pouquoi il nous apparaît 

important d'insister sut les deux à la fois. Dans les sections 3.3 et 3.4, nous présentons 

les principales caractétistiques de l'algèbie a de la pensée aigébrique respectmement, 

chaque fois après avoir précisé le sens de certains ternies fréquemment utilisés. 

Ensuite, dans la section 3.5, nous présentons un modèie intégrant Palgèbre et la pensée 

algébrique. Enfin, dans la section 3.6, nous comparons notre modèie avec les points de 

vue d'autres auteurs. 

3.2 IMPORTANCE D'INSISTER h LA FOIS SUR L'ALGBBRE ET SUR LA PENSSE 

ALGI~BRIQUE 

Les mathématiques peuvent être considérées c o r n e  une science toute faite, c'est-à-dire 

un ensemble de connaissances déjà bien otgPnisies, ou encore cornnie me science en 

train de se faite, c'est-à-dire comme une activité humaine. Selon cette seconde 

perspective, qui est celle que nous préfbas  nettement, l'algèbre, i'uithmétique et la 

géoméme, par exemple, sont des types particuliers d'activités mathématiques. Une 

personne qui s'y engage a en tête un objectif qui oriente le déroulement de son activité, 

par exemple la résolution d'une équation, la fomuhtion d'une conjecture à partir de 

i'examen de quelques cas particuliers, h comparaison de deux stnictutes, le calcul de la 

vaieur d'une intégrale, Ia recherche du licu des points géométriques ayant certaines 

propriétés, i'estimation du cardinal d'un ensemble de nombres entiers natutels 

satisfaisant à certaines propriétés, etc. Pour aneindte cet o b j e d  elle réalise une chahe 

de tâches qu'un observateur tacme expm peut interpréter comme la manipulation de 

symbolisme mathématique, la représentation pphique d'une relation fonctionnelle, 



etc. En même temps, elle exerce cettaines h a b W 3 ~  in- comme généraliser, 

abstraire, faire des analogies, jus*, etc. 

Une première raison d'insister à la fois sut l'algèbre et sut h pensée algébrique, est que 

nous voulons décrire à la fois les caractéristiques principales de i'algèbce vue. en tant que 

type particulier d'activités mathématiques, que les prinapales habiletés intellectuelles 

qui y sont utilisés. 

Une deuxième raison émane de notre conception des mathématiques et de notre vision 

consmaiviste de I'mseignancnt et de t'apprentissage. En effkt, pour nous, le savoir 

mathhatique est un produit de l'activité humaine et les mathérnaucpes sont à la fois 

une activité ainsi et  ses produits. L'apprentissage des mathématiques ne consiste pas en 

l'accumulation progressive d'habiletés et de parcelles d'uifbmations isoiées les unes des 

au- (faits, règles, thbrèmes, etc.), il est plutôt un processus d'acquisition de sens, qui 

suppose que l'apprenant soit engagé dans des activités mathématiques (ou dans celles 

qui nécessitent leur utilisation) lui permettant de consauire son savoir. Il est alors 

important de faVe en sorte qu'il développe des habiletés MdecNeUm qui sont 

essentielles clans de relies activités. Dans ce sens, il est important de mettre m évidence 

à La fois le type d'activités pue i'on fait en algèbre h s i  que les habiietés intellecNelles 

qui s'y exercent. 

Une troisième mison est que le fait de mettre l'accent à la fois sur I'aigèbre et sur la 

pensée dgébtique sonde une nowde voie dans la consVucOon de cu&dums de 

mathématiques non encore sérieusement exploitée à noue coanaissance. Jusqu'à 

présent, en effet, Ia plupart des cmicuiums de mathématiques - notamment ceux de 

mathématiques modernes) et ceux qui en sont dérivés - ont été bâtis suivant 

f i  Nous préférons utilisa le itmit LWpIutÔt que cdui de agku?i le s e c d  étant général et moins 
pré& que le premier. Mm le DICTIONNAIRE A m  DE L'ÉDUCATION, ai effer, da 
capaaté a plus rappod à i'itaidu des aptitudes et des conmissances; l'hribiieté à I'appiicatioa, à ia 
pratique. L'habileté est uoc capacité puussic i son cfegré de perfection, et ce, dans un champ spéci6que 
d'activitén. 



l'hypothèse que les m a t h é m a t e  scolaires dokenc être oiganisées hiérarchiquement 

selon la logique propre de la discipline mathématique. 

En condusion, l'aigèbre et la pensée aigébriqw sont pout nous complémentaires et 

hdissociables rune de i'aum, ce qui d'ailleurs sera bitn d a t e  dans le modèie que 

nous proposerons dans la section 3.5 pour les intéget. 

Notre étude du développement historique de Paigèbre dans le précédent chapitre a mis 

en évidence le fait que i'algèbre a connu de multiples changements dans ses objets, ses 

concepts et ses méthodes. Faut-il rappeler que même la signitication du mot dgèbrs)  

de-même a varié : désignant i son début une procédure (afjabr, ie. transposition), le 

tenne (calgèbrm a fini par désigner une sauaute algébriqw (une aîgèbre); entre-temps 

Viète a proposé de l'appeler «analyçs, en réfétence à l'importance que la méthode 

analytique joue en algèbre. Dms cette section, nous présentons les caracté&iques 

essentides de l'algèbre. 

Notte objectif ici n'est pas de donner une définition de Palgèb&, mais d'identk les 

aspects impottants de l'aigèbre en tant qu'un type parti& d'activités mathématiques 

ainsi que les processus de pensée essenàels dans ces activités. 

Dans le modèle intégrateut que nous allons pioposer plus loin, il est souhaitable 

d'utiliser, dans la mesure du possiiie, un petit nombre de composantes pour 

caractériser l'algèbre. Ces composantes devront pemertre d'expliquer les aspects 

importants de l'algibre déjà mis en évidence dans le chapitre 2. De plus, des deoront 

s'intégrer de façon harmonieuse avec les composantes que nous retiendrons par la suite 

pout caractériser la pensée algébrique. En réllichksant à ces deux conditions et après 

avoir fait plusieurs essais, nous avons retenu les trois aspects essentiels de l'algèbre 



3.3.2 Prkisiona sur fa terminologie utilisLe 

3.3.1.1 Les notions d'opération, de système algébrique et d'expression algébrique 

On appelle hi de CunrpOiR'on inteme sur ua ensemble E, m e  application de ExE dans E. 

Exemples : i'addition, la multiplication sur l'ensemble des nornb~s réeis ou encore, 

L'intersection et la réunion sut Pensembie des parties d'un msemble E. Ainsi déhie, 

une loi de composition intenie est une reiation binaire. Mais, il n'est pas nécessaire de 

se limiter à ce cas, par exemple, l'application qui à ua en& naturel n bit coxespondte 

son successeur n+l est une opération uri9irt dih ie  sur l'ensemble des entiers nahireis. 

Plus ginidement, étant donné un ensaable E, les applications 

sont dites respectivement, opération uaaitc, temaite et n-aire 

On appelle lai dc mnrpan'h'on r x t m e  sur un ensemble E de domaine d'opérateurs un 

ensemble Q, une application de QxE dans E. On dit que B opère sur l'ensemble E. 

Exemple : i'application de (2)xN dans Fi, qui à un couple (2 , n) fait conespon& 

l'entier naturel n + 2 On peut de même définir des lois de composition externe plus 

g h é d e s ,  applications de R x E n  + E. 

32 NOUS ne pensons pas qu'il ai aiste une qui soit satisEaisui9 p plus qu'existe une difÏnitim des 
mathiniaupues. 



Par opCmtU,n sur un ensembk E nous enteadirons toute loi de composition inteme ou 

externe sur E. Dans ce sas ,  une opération est un procédé qui pemiet de combiner des 

éléments d'un ensembk E, ou d'opérer sut eux à Paide d'éléments d'un ensemble R, et 

d'obtenir d'autres déments de E. Faisons remarquer toutefois que la plupan des 

opérations que i'on utilise en aigèbre sont binaires. 

Le fait qu'une opération soit une application assure que les produits obtenus sont des 

éléments de l'ensemble E sur lequel eiie est déhic  

Une opération peut être représentée de plusieurs nianiètes différentes : au moyen d'une 

règle énoncée oralement ou par écrit, d'un tableau ou d'un dhgmnme, comme l'illustre 

la &jure 3.1 dans le cas de l'opération définie dans (1, î, 3,4)qui à un couple (x ,y) Wt 

correspondre max(x ,y) : 

Figure 3.1 : Différentes façons de représenter une opération 

Les trois dernières représentations ne sont pas possibles en pratique quand l'ensemble 

contient une inçiité d'éléments, aussi peut-ii s'avétu nécessaire de définir l'opération 

au moyen d'axiomes donnés ou de présenter la règle de l'opération33. 

33 Comme par exemple l'opération : NxN+N (~'9 



La notion d'opération occupe me piace fondamentaie ta aigèbre. Car selon notre 

vision, dans les activités mathématiques p'on y exerce peuvent intemenu des 

opérations pouvant être de nature quelconque (addition, multiplication, rotation, 

translation, etc.), mais en restant dans le cadre de processus ibis seulement Dans ce 

sens, une grande partie de l'arithmétique est induse dans PalgèbrP. Ainsi, 

l'établissement de l'égaiité 

de l'inégalité 

et de la proposition : 

si p, q et r désignent les spméttks orthogonales par rapport aux hauteurs 

d'un triangle équilattrale et 1 la msfotmation identique, 

on a, par exemple : p2=q2=r2=I et pq== 

font partie de l'aigèbre, alors que celle de l'égalité 

ne reiève pas de i'algèbre, mais plutôt du domaine de l'aaaiyse mathématique, parce 

qu'de fait intervenir une idaité de temies. 

Cette vision de i'aigèbre est latge. Elh kcht IIIIC p& pati & l l a ' r h n r i ~ ~ e  et in t èp  ah 

ékments de I'ana&e m a t h k e  et ak &a gcimihr;r. Toutef'ois, ene est suffisante pour les 

besoins de noue travail En effet, d'une part, bien qu'de ne soit pas assez précise, d e  

nous sert pour donner assez tôt une signikation au terme aigèbre, dont nous 

3' Difinit les nombres entiers naturds a i'opératioa d'addition, par ciremplc, n'est pas du domaine de 
i'algèbte Pour faire de l'algèbre, il fiut déjà que soient &bis des objets et des opéraaoas. 



identifierons plus tard de fiçon plus précise les aspects importants. D'autre part, 

comme notre but est de définit un &um d'aigèbse dans l'éducation de base, le fait 

que cette s ~ c a t i o n  de l'algébre indut une p d e  part de l'arithmétique et intègre des 

éléments de l'analyse et de la géométrie est un atout, dans le sens qu'elle permet 

d'entrevoir des comections enue l'algèbre et ces disaplines fivonsant l'élaboration 

d'un curriculum d'aigèbre qui s'in* à celui des mathématiques à l'école. 

Pour sa part, van Reeimvi'jk (1938) adopte un point de vue proche du nôtre : 

From a mathematicai point of view, aigebn deais with systems in which 
operations play a role: addiha (of numbers or other "thing"), 
multiplication (nurnbcts, other "thing"), and the rciations with the 
inverses. in others wozds, aigebm deah with structure. Algebra is the 
study of operation stnictures. FoRowing bis point of view, arithmetic is a 
subdomain of algebra. 
(-4 
Calculus d d s  with change of magnitude and continuous and disaetc 
changes. Very large and verg small are important in dcuius; grasping the 
inhite s d  and infinite lvge is a way to ciraw conclusions about the 
fuite space in betwcen. 
(-4 
When taking about school nlgebra, I mean something orher than 
mathematicai dgebra. Algebra in the context of school aigcbra i s  a 
coherent integratioa of demcnts fiom the three domaius: arithrnceic, 
aigebra, and calculus. @p. 83-84) 

Finalement, on appeUe gn2mc a&'+ ua msembk dans lequel une ou plusieurs 

opérations sont défies satishisant des axiomes donnés. Les systémes de nombres en 

sont des exemples. Dans un système aigébriqw, il peut exister un autre type de 

relations, par exemple la relation d'ordre ou de divisibilité dans le système des entiers 

naturels. 

3.3.1.2 Les notions d'espace de caicui algébrique et d'équations algébriques 

Soit E un système algébrique dans le@ sont définies une ou plusieurs opérations. 

L'existence d'opérations dans l'ensemble E donne la possibilité de combiner des 

éléments de E, de combiner les produits obtenus et ainsi de suite. ïi peut arriver que 

deux combinaisons différentes p r o d u h t  le même dément de E. Effectuex et 



comparer de teiies o p ~ t i o n s  sont des tâches qui pewent s 'avk  f a s h e s  à réaliset 

mentalement. Ii est nicessaire de les rendre «obsemablew. Pour cela, nous allons 

déhnit un espace de c ~ ~ ~ ~ ~ Y c  associé au système aigébrique E aous permettant 1) de 

désigner par des signes les éiéments de E, les opétations et Ies dations dé& sur E 

ainsi que la forme des opérations que l'on peut effectuer sur ces signes, 2) d'opérer sur 

ces signes à i'aide des opérations et des dations déhies sut E, et 3) de déterminer des 

relations (spécialement les relations d'équivalences) entre ces signes suivant les règles 

des opkitions et des relations définies sur E35. Ii n'est pas absolument nécessaire que 

les signes uàlisés soient des catactéres dpbanumériques; ds pewent être des mots du 

langage namei, des diagrznimes, des tableaux, des graphes ou n'importe qwlle 

représentation verbaie ou iconique. 

Expliquons de maake plus décaiuée ce qu'est un espace de calcul algébrique. Pour 

cela, donnons-nous un système algébrique f a d k r  tel l 'amble  des aombres entiers 

relatifs, no& 2, dans lequel nous ne considérons pour l'instant que les opérations 

usueltes d'addition et de rnultipLication. L'espace de calcul aigébripue qui lui est associé, 

que nous notons Z', contiendra, ur vertu de la condition 1) les signes pour représenter 

les nombres entiers telarifi, par exunpic l'écriture déchde des nombres à i'aide des 

chiffres arabes, les symboles + et x pour désiier les opérations d'addition et de 

multipliadon, respectivement Pgalement, 2' contiaxûa toutes les combinnisons 

permises de signes représentant les nombres et des opérations ainsi que leurs produits, 

comme 2 +3; 2x(3 + 4); 2x3 + 3x4, 43-3'; aous considérons &-ci comme des 

expressions algébriques de d o d e  Z. Une orptrskoa ol&+ clésigne ainsi ia 

représentation d'une opération ou d'une chaîne h i e  d'opérations quc l'on peut 

effecruet sur des éiéments de 2, c'est-à-dire de fep~scntations d'opérations ou de 

chaînes d'opérations effectuées sut des élémmts de Z à Saide de l'addition et de k 

multiplication. Par exemple, i'mpression aigibriq~~ Zx(3 + 4) peut être interprétée 

comme i'appiication de la challie d'opérations : m ~ ' ' l i i n n p t m k r  nambnpmb && 



h somme d'un dc&e et tm rroPElsmc, am nombres 2,3 et 4 pris daas cet onin+. Pour 

représenter la fome de cette chaine d'opérations, nous devons utilisa des variables de 

domaine 2, c'est-à-dire ks signes désignant les déments de Z, que nous appellerons des 

constantes, ainsi que d'autres signes qui n'ont aucune signification en eux-mêmes, par 

exemple des lettres, qu'on utilise en mathématiques pour consauite des formules ou 

énoncer des théorèmes. Nous obtenons dans notre exemple, la forme a x @ + c), où a, 

b et c sont des variables de domaine 2; c'est-à-dire que si nous remplaçons ces lettres 

par des constantes dénotant des déments définis de Z, nous obtiendrons la description 

d'un cenain nombre de 2. Nous appelierons a x @ + c) aussi une expression 

algébrique de domaine Z et nous élargissons cette défition aux variables x de 

domaine 2. 

En résumé, une expression aigébrique ayant comme domaine un système aigébrique E 

est une représentation, utilisant un nombre hi de signes, d'opérations ou de chaînes 

d'opérations effectuées sur des variables de domaine de E A l'aide de(s) opétation(s) 

déMe(s) sur E. Par exernpie, dans Pensemble des nombres ré& muni des opétations 

d'addition et de multiplication : 

+ 3x' sont des expressions algébriques, tandis que 0 J W 3 3 3  .... ; 5x - 1 

1 + x + x2 + ... + f + ... n'en sont pas. 

LRs expressions algébriques de domaine le système des nombres réels sont donc les 

expressions polynomiales à pIusicutç vatiables et a coefficients dans R, ainsi que toutes 

M Dit autrement, c'est une application dc N3 4 N , (a, b, c) i+ a(b + r) . La foanc de Popéraaon 
est la règle de cette application. 



les expressions ayant un nombre fini de wmes que l'on peut obtenir en utilisant la 

division polynomiaie et i'extraction des racines dèmes de polynômes. En supposant 

déhies les expressions algébriques p o i y n ~ d e s ,  nous pouvons p r k  de manière 

formelle ce qu'est, dans le cas générai, une expression aigébéque de domaine le système 

des nombres réels. Pour cela, rappelons h notion de fonction aigébrique ": 

Une fonction numérique f à variable réde est nlgibrique s'il existe un 
polynôme PER[X, Y]'' tel que P(x,Ai)) = O pour tout réel x appartenant 
3u domaine de définition de$ 

En généralisant cette défuition au cas des fonctions à plusieurs variables réeiles, nous 

dirons qu'une fonction numérique f à n variables réeiies est aigébrique s'il existe un 

polynôme PeRWi, Xz ..., X, tel que P(m, xz ..., xn,A=ci, aq .., ~ 4 )  = O pur tout 

réel (x, .q ..., xd appattenant au domaine de dé6nition de! Nous dirons alors qu'une 

expression e(m, ,us, ..., x,) est algébrique si la fonction 

est algébrique. 

Par exemple, l'expression &, est algébtique puisque pour tout x;rO on n P(4 &) = 

O, avec P& Y ) = X - Y2 De même l'expression est aigébrique au pour tout x 
Y 

réel et tout y riel non nui, on a Q(x, y, s) = O avec Q(X, Y, Z) = Y2 - X En 
Y 

revanche, les expressions &(x) et Mi), par exemple, ne sont pas aige'briques de 

domaine le système des nombres réels. 

Faisons remarquer que le caractéte algébrique d'une expression est toujours relatif à un 

système algébrique et donc à la nature des éiéments, des opérations et relations qui y 

sont définies. Dite que i'expression rxp(i) n'est pas aigébrique relativement au système 

37 Bowier, A. et George, M. 1974. Dirttknaitr a21 ~ ~ ~ u L T .  Paris : Presses Unbusiraires de 
France 

R[X , YJ désigne Censemble des polynOns en X et Y i c d a e n t s  dans R 
3"&, & ...& désigne l'ensemble des poiynôtnes à n+l indéterminées et à cœffiaents dans R 



des nombres réels sigdie que cette expression ne peut pas être obtenue en utilisant un 

nombre fini de fois des muhblcs de domaine R et les opérations d'addition, de 

multiplication, ainsi que lem inverses, et l'extraction des racines nièmes. Par contre!, si 

dans le système des nombres réels on considère Popuation unaire x H op&)), 

l'expression dx) est aigébrique sur ce nouveau système dgébtique et une égalité du 
e 

type i'=xd n'est pas du doanrine de Pdgèbre cnr le second membre de i'égaiité n'est 
.=O "! 

pas une expression algébrique. 

Ajoutons halement qu'une expression algébrique peut ihe décrite de manière 

verbale40 ou en uiilisant d'auttes symboks que les caractères alphanumériques41. 

Pour satishke la deuxième coadition, noue espace de calcul algébrique 2' doit nous 

permettre d'opérer un nombre hi de fois sur des qressions algébriques à raide des 

optirations déhnies sur Z obtenant ainsi d'autres expressions algébriques. Pat exemple, 

à partir des expressions x + 2 et 2.v + 1, on peut forniet des expressions algébriques 

comme (x+2)', (x+2)(2w+l), (x+S)'-(2x+l)' , etc. 

Jusqu'à présent, dans l'espace de calcd algébrique Z', nous pouvons dé& et fotmer 

au moyen des expressions aigébriques des repdsmtaetions d'opérations que Pon peut 

effectuer sur les éléments de Z au moyen des ophations d'addition et de multiplication. 

La uoisième condition que doit vériher un systime de représentation (déteminet des 

relations, spécialement celles d'équioalences, entre ks signes suivant les &@es des 

opérations et des relations déhies sur E) est tout à fait cssmticiie car il nous faut 

pouvoir comparer des expressions aigébriques, p u  exemple savoir quand deux d'entre 

etles, bien que de formes différentes, désignent les mêmes élhents de Z quand on 

remplace les variables par des constantes. 



Étant donné un système aigébrique E, nous mandons par 4waiZirn d#+w d. &mine 

E toute fonne propositio~elte constintée par dcux expressions dgébriques de domine 

E reliées par le symbole a-. Une équation peut aiors avoir quatre sigdhtions 

&&entes : 1) exprimer que deux expressions algébriques désignent le même éIément 

de E, mmme 2 + 3 = 5, ou & - I = ~  ; 2) d+er uue identité fornelie comme 
2 +1 

2x + 1 = 2r + 1, ou me proposition univetselle'2 comme (x+l)'=d+&+l jusme par 

une propriété de l'opération; 3) désigner une égaiité conditionnelle où intemient iine 

inconnue que l'on doit ~endre connue, comme 2x + 1 = 3 ,  ou halement 4) désignet 

une égalité conditionnelle faisant intemenit des variables de domaine E, comme 

y = 2 x + 1 .  

Les règles des opérations, les propriités de la relation = ainsi que les tges d'infbce 

logique nous pemettent de transformer des équations en d'autres et d'identifia les 

relations mue elles. Par exemple, les deux équations (x - l)(x + 1) - 3 = 0 et 

xz - 4 = 0 sont équivalentes car en m t u  des propriétés de l'addition et de la 

multiplication dans Z, on a (x - l)(x + 1) - 3 = x2 - 4 .  G t t e  danière équation est 

équivalente à (x - l)(x + 1) - 3 = (x - 2)(x + 2), puisque xz - 4 = (x - 2)(x + 2) et 

que la relation = est transitive. 

Par ailleurs, dans k système aigébrique 2, on peut con si ci^ d'autres types de relations 

c o r n e  par exemple la dation d'ordre < et la dation de divisibilité 1. Avec ces 

relations, il est possible de fornier d ' e  f ~ ~ ~ ~ p q ! w M ~ n ~ / / i r s  dgc'hqws d i f f h t e s  des 

équations, comme 2ob 4 u2 + b2 OU ab 1 (a + b)2 - (a - 6)' , a et b étant des va&bies de 

domaine 2. Dans ce cas aussi, b règles des opérations d'addition et de mufaplication 

et des relations 5 et 1 ainsi que les règles à'infbce logique permettent de transfarmer 

des fornies proposiriomdes aIgébriques en d'autres et d'idenh les relations entre 

4 z h l e  sazs oiisil'mrcmplact~cs~b~ts~dwcoasmm,~aowetouioutsuaeptoposi~~ 
vraie. 



elles. Par exemple, 2ub I a' + b2 est équivalente à ab S - , ouencore (xla t t x j 6 )  
2 

implique x 1 (pa + qb). 

Finalement, dans Z', on peut c h k t  al'hiqumr~t, c'est-à-dire transformer des 

expressions algébriques, des équations ou des formes propositio~eiies algébriques en 

d'autres en utilisant les propriétés des opérations et des relations définies sur E ainsi 

que les règles de la relation d'@té et d'inférence logique. Calder aigébriquement 

revient à établir des liens logiques (d'équivalence, de nécessité ou de causalité) entre 

deiix expressions aigébriques ou équations ou fonnes propositiomdes algébriques. 

En résumé, étant donné un système algébrique E muni d'opérations et de relations 

données, un espace de caicui algébrique E' associé à E est un système de représentation 

de E contenant les expressions a&briques, les équations et les foimes 

propositionneiies aigébriques de domaine E, la relation d'égalité et les règles d 'k i fhce  

logique. Dans E', on peut calculer algébriqument dans le sens déûni plus haut. Les 

règles des opérations et des relations déhies dans E existent dans E' sous fonne de 

propositions; par exemple, dans 2, la propriété de la commutativité de i'addition est 

représentée dans 2' sous fome de l'identité universde : a + b = b + a ,  pour tout a et 

b dans Z. Réciproquement, toute nouvde identité universde établie dans 2' est une 

propiété des opérations et/ou des relations dans le système aigébrique E. 

Par ailIeurs, dans toute activité a&brique, il est indispensable de se placer dans un 

espace de calcul algébrique. Considérons pour cela les quatre problèmes suivants : 

(SI) :Jean et Fred jouent aux billes, chacun possède un lot initiai de mes.  
Si Jean gagne une bJie à Fred, il aura le double du nombre de bilies de 
Fred. Si par contre c'est Fred qui gagne une bille i Jean, ils auront le même 
nombre de billes. Combien Jean et Fred ont& de billes au départ ? 
(S2) ": Considérons une pendule ayant perdu sa petite aiguiiie, et ne nous 
intéresserons qu'aux multiples de 5 minutes, durée que nous prendrons 
comme unité @divisible) de temps. Commençons une cextaine 
expérience lorsque h grande a@üe est devant le 3. Supposons qu'à la îin 

43 Ce problème est emprunté à : Wamsfci, A. (1969) bmdbimdq~urnadnncs. Paris : Édition du Seuil 



de I'erpérience elle se trouve devant le 7. Combien l'upéricpce a-t-de 
duré? 
(53) : Quels sont les entiers naturels dont le nombre de diviscuts est impair 
? 
(S4) : Factoriser dans R l'expression poiynode : 

2x3 + X 2 - 5 X + 2  

Dans la situation (SI), les variables sont les nombres de bues; les opérations ai jeu sont 

l'addition et la multiplication. Le domaine des variables est Pmsemble des entiers 

naturels muni des opérations d'addition et de multiplication, soit le système aigébrique 

usuel des nombres entiers naturels. Dans la résolution algébrique de ce probièzne, le 

calcd est conduit dans i'espace de calcul aigébrique associé au système des nombres 

entiers naturels. Pour (S2), le système algébrique correspondant (domaine des variables 

muni des opérations et relations pertinentes) est ZI2 , l'ensemble des nombres entiers 

naturels modulo 12 (ou bien Z muni des opérations dassiqws et de la relation de 

congruence modulo 12). Pout (S3), le système algébrique correspondant est I'ensernbk 

des nombres entiers naturels muni des opérations dassiques ainsi que de la dation de 

divisibilité. Pour (S4), le système aigébrique correspondant est l'ensemble des 

polynômes à coefficients réels muni des opérations ciassiqws. Dans chacun de ces 

exemples, le calcul algébrique est conduit daas l'espace de calcul algé'brique associé au 

système algébrique. 

La disponibilité de tels espaces de c a l d  algébrique rend l'activité algébrique possible et 

permet l'application de l'aigèbre à des situations différentes. Les e p c e s  de calcul 

algébriques les plus utilisés en aigèbre démentaire sont les différents systèmes de 

nombres munis des opérations usuelies. L'étude de tels espaces de cakul algébrique est 

donc importante en algèbre. 

3.3.1.3 Les notions de structure aigé'briqw et de sttucture de situation 

Dans notre travail, nous p a r h s  de structute dans deux sens principaux Le premier 

est celui de mclun akbnque, c'est-à& comme dasse de systèmes algibriques dont les 

opérations, et relations, satisfont à un même ensemble de propriétés qui seront 



considfis comrne des axiomes. Dans ce sens, une stniaure algébrique est une 

abstraction de systémes algébriques. Par abus de langage nous ditont qu'un système 

algébrique possède une structure aigébrique dans le sens où il appartieat à la &se de 

systèmes algébrique qui dénnit cette stcuaiue algébrique. &alement, nous dirons 

qu'un espace de caicui aigébrique Et possède la saucture aigébtique du système 

algébrique E qu'il représente. Les axiomes de la structure aigébrique ainsi que les 

propriétés qui en décodent fournissent les jusacations des règles du calcul aigébrique 

de Et. 

Finalement, nous ferons dans notre travail la distinction suivante. Si un système 

aIgébrique E est muni seulement d'opérations, nous parlerons alors de stnicture 

algébrique pure (comme le groupe, l'anneau, le corps ou encore l'espace vectoriei). Si, 

en revanche, dans E se trouve aussi d é h i  un autre type de relation (relation d'ordre, 

par exemple) nous parlerons dors de structure algébrique mixte (comme le système des 

entiers relatifs où l'on considère la relation de divisibilité). 

Le deuxième sens dans lequel nous emploierons souvent le mot structure est celui de 

sous forme abrégée, nous parlerons de la dmtm dr b n'bath. h ce propos, examinons 

la situation suivante : 

Dans une ferme, il y a des pwla et des chkcs. En tout, on a compté 25 Pnirrilux 
totalisant 70 pattes. C d i a  y-a-t-l de chèvres ct de poules ? 

Dans cette situation, nous pouvons distinguet un ensemble de domées et 

d'incomues(R), comme la classe des poules et celles da chèvres, le nombre de chèvres 

dans la fernie, le nombre de poules dans la fernie, le nombres de pattes des chèvres, le 

nombre de pattes des poules ; ainsi qu'un crisemble de relaaoas entte ces données : k 

nombre de chèvres plus le nombre de poules vaut 25, le nombre de pattes des chèvres 

plus le nombre de pattes des poules vaut 70, le aombre de pattes de chéores vaut quatre 

fois le nombre de chèvres, le nombre de pattes de poules vaut deux fois k nombre de 

poules. Nous avons ainsi mis en évidence un système de relations entre un certain 



nombre de variables et dans ces reiations ûgurent des opérations (ici l'addition et la 

multiplication). La stxucture de ce système est déhie par la manüte dont ces variables 

sont reliées entre des. Désignant par x le nombre de poules et par y le nombre de 

chèvres, ie système d'iquations : k&2;0 offie une représentation aigébxique de 

cette smcture, laquelle peut être aussi décrite d i f f m e n t ,  en mots ou en images par 

exemple. 

Nous sommes maintenant en mesure de présenter en détail les trois prinapales 

caractéristiques de l'algèbre que nous avons déjà annoncée à la fin de la section 3.3. 

3.3.2. Construction et interprétation de modèles algébriques de 

situations réelles ou mathématiques 

Historiquement, l'aigèbre s'est présentée d'abord comme un moyen - plus puissant 

que i'arithrnétique - de résolution de problèmes concrets. Par problème conaet nous 

entendons un problème issu d'une situation du monde matériel. Rappelons que dans 

Le /ivre con& d'aLjabr et d'd-mqà& premier traité d'aigèbre dans l'histoire, Al- 

Khawarizmi déclare vouloir foumir aux gens un m a n d  concis dont ils puissent se 

servir pou lem problèmes de calcul, pout leurs échanges commerciaux, pour leurs 

successions et pour l'arpentage de lem tenes. Depuis Diophante jusqu'à Viète au 

moins, les algébtistes se sont occupés piinapalernent à développa des méthodes 

générales pout résoudre des dasses de problèmes, méthodes essentiellement de nature 

analpqut. 

La généralité de la méthode aigébrique réçide tout partidèrement dans le bit que dans 

un problème de n'importe quel contexte, le calcul de la grandeur inconnue dépend 

uniquement de la fonne du système de relations entre cette grandeur et les grandeurs 

connues, soit en langage moderne, de l'équation mathématisant le problème. Dans ce 

sens, décrivant la méthode algébrique pour le calcul de la valeur de la grandeur 



inconnue, a l - W j i  souligne i'importantt de trois choses. Premiètcrnent, et c'est là la 

plus diEti.de, dit-& lafonrzxh%~ du pmblime à l'aide d'm traitement l'amenant au stade 

de l'équation, deuxièmement, ks .~&m drcpmbr2lle et troisiémement, /U o#n&nr & 

If?&bre, i savoir l'augmentation, la diminution, la multiplication, la division, i'addition, 

la soustraction, la propomon, ia restauration et la réduction" (al-jabr wa'i-muqàbak), 

e n h  la détermination de l'inconnue. Pour sa part Viète uplique la méthode aigébrique 

comme un processus comportant mis étapes successives. La première est l'analyse 

@téXqzque qui, comme nous i'avons présentée en 2.25, consiste à adopter un symbolisme 

permettant de noter tant ks p d e u t s  inconnues que les grandeurs cornues, à 

expher les liens qui les unissent et à digagez l'équation qui, sous forme absaaite, 

résume le problème posé. La seconde est i'a&repoak%pe qui étudie, transfome, 

discute cette équation. En& la troisième, l'ext~11;3xe, ou BM&C &tri3JIc, résout 

i'équation, soit par des constructions s'il s'agit de giornéuie, ou pat des calcuis s'il s'agit 

d'arithmétique (Itard, 1976). Nous reconnaissons dans l'explication d'al-Karaji et de 

manière beaucoup plus exphcite, dans les trois types d'analyse de Viète, k processus de 

rnodéiisation mathématique. 

Rappelons que ce processus composte trais grands moments, comme l'explique 

élégamment John Synge, Pm des spécialistes des mathématiques appliquées : 

L'application des macbimntiqucs i un problème conact comporte trois 
étapes : a) plonger du rie1 dans le monde des mathéma*; b) nager 
dans le monde des mathirmtiques; c) émuger du monde des 
mathématiques pour revenir dans le téel ni &tant porteur d'me prévision. 
(Lu dans Be& 1979, p. 331). 

La modélisation est un aspect majeur de l'activité mathématique. Denière l'œuvre d'ai- 

Khawarizrni se situe un travail de modélisation important: iI part d'un problème 

pratique à résoudre et fonde une équation qui Ie mathématise; cette dernière est 

- -  - 

U Ccs ternies ne sont pas d&k dans les documents que nous avoas Coasultis. On peut comptmdrr 
qu'ils désignent des opécaawis ûassiques d'ndditiou a de muitip~carion aimi que les diffirmas 
aansfomiaeions que l'on peut appliquer i une qmtion p r d y n d c  pur In rtndre s w s  une fome 
cauoniquc 



transformée pour uriver à l'une des six équations canoniques d'ai-Khawanzmi, à 

laqwlle il applique alors l'algorithme correspondant 

Voici comment Hem3 Poiiak déctit en détail les phases successives du processus de 

modélisation : 

The process begins with something outside of mathematics which you would Idcc to know or 
to do or to understand. 

The result is a question in the real world, welldefined mough that you have made progress 
on it. 
You next select some important objects in this situation outside of mathematics, and 
relationships among them. 

The result is the identincatioa of some key concepts in the siîuatiom you wmt to study. 
You decide what to kecp and what to ignore in your knowkdge of the objects and their 
interrelationships. 
The result is an idealized version of the question 

You translate the idealized version of the question into mathemetical terms. 
The resuk is a mathematical version of the idealucd question. 

You identiS( the field of mathematics you think you're in. 
You bring into the forefront of your consciousness your instincts and hiowledge about this 

tield. 
You do mathematics. 

The result is solutions, theorems, speciai cases, algorithms, estimates, open probletm. 
You nciw translate back into the sctting of the original problcm. 
You now have a theory of the idealized version of the question which yau fiad in (3) above. 

You c d o n t  reality in the fann of the original situation as nptescntecl by (1). Do you 
believe what is king said in (7)? In othcr wotds, do your rcsults, whcn translatai back to the 
original situation, fit the real world? 

If yes, you have succeeded. You tell your fie&, write it up, publish some papers, get a 
raise, get promoted, or whatmr. 

If no, go back to the bcgllining. Did you pick tk ri& objects and reiationships unong 
hem? Do yow choics of wbat to keep and what to ignare necd to be misitedl The way in 
which your theory of the ideaüzed problem fails to satisfy you should proviâe some hints of 
where there are difficulties. (Pollak 1997, pp. 99-100) 

Cette descxiption montre les vois moments du travail de modélisation mathématique 

déLrits par Synge. Le premia est couvert par les phases (1)' (2), (3) et (4) au terme 

desquels on arrive à une situation mathématique obtenue à partir de k traduction en 

temies mathématiques de la situation idéalisée. k s  étapes (5) et (6) constituent le 

deuxième moment où le travail est purement mathématique. Le résultat de ce travail 



est invesu dans la construction de noweiies connaissances de la situation idéalisée 

(étape 7) et, par la suite, de la situation du monde réel initiale (étape 8). Ces deux 

dernières étapes fornient le etoisféme moment du processus de la modélisation. 

La 6gure (3.2) illutte, de maniére SirnpWh, le processus de modélisation 

ma thématique 

Lorsque le modèie mathématique M est un élément d'un espace de caicui aigébrique E' 

associé à un certain système alg6brique E, nous dirons que M est un mo&h a/BC'hr@e? 

M peut ainsi être une expression aigébrique de domaine E, par exemple m e  équation 

ou un système d'équations ou une forme propositiomde ou un système de formes 

propositionneiies. En 0% nous parierons de mod4.ürraion al&yue quand le modèie 

mathématique est un modèie algébque. 

Sm : Simation du monde réel 
Si : Situation idinlisie, ou système i l'étude 
M : Modèie mathématique 

Figure 3.2 : Modélisation mathématique 

À i'aide de ce schéma général, expliquons les grandes lignes de h modélisarion 

algébrique. Notons d'abord que la consauction du modèie algébrique, à partir de la 

45 NOUS ne considéronç pas le cas oii k d e  M est lui-même un systùne algéhiquc 



situation idéalisée, nécessite la mise en évidence d'opérations (au moins une), de 

relations, des variables pertinentes ainsi que de relations &tant entre elles. C'est la 

manière dont les variables pertinentes sont reliées entre elles, soit la sauctute de ia 

situation idéaiisée, qui constitue i'objet de l'étude. En choisissant les variables et les 

opérations pertinentes, et peut-être des relations, on est amené implicitement à choisir 

un système algébrique E qui est le domaine des variables et qui est muni de ces 

opérations et relations. Ainsi, on dispose d'un espace de calcul aigébriqw assoaé à E, 

dans lequel le modèle algébrique de la situation idéalisée est exprimé, et le travail 

algébrique de transformation de la foxne du modèle est conduit, jusqu'à atgvet à une 

forme à partir de laquelle on peut tirer les connaissances espérées de la situation 

idéalisée et par la suite, de la situation initiale du monde réeL Notons que le premier et 

le second moment du processus de modélisation mathématique nécessitent des 

connaissances propres au système étudié. 

Prenons comme exemple le cas d'me situation en sciences physiques, comme le 

mouvement rectiligne uniforme d'un mobile. En se référant à la description du 

processus de modélisation de P o u  le parcours des trois premières étapes nécessite 

des connaissances de la physique: suite à diverses obsemations d'un mobile en 

mouvement rectiligne uniforme, on anive à se convaincre que si les frottements sont 

négligeables, les seules grandeus caractéristiques de la situation sont la vitesse, le temps 

et la distance parcourue. Le domaine des variables doit pouvoir représenter des 

grandeurs continues sur ksqueiies on puisse opérer à l'aide des opérations dassiques 

d'addition et de multiplication. Dans un cas pareii, on opte généralement pour le 

système des nombres ré&. Le modèie algébrique du système que l'on entend étudier 

appartient à l'espace de calcul aigébriqw associé au système des nombres réels. En se 

basant sur des expérimentations, on arrive à la condusion que ces grandeurs 

caractéristiques sont liées par une relation linéaire de la forme : x = v t où la variable v 

désigne la vitesse du mobile, x désigne la distance parcourue et t le temps écoulé. Cette 

équation est le modèie algébrique de la situation et d e  se ttowe construite dans la 

quatrième étape du processus de la modélisation. Il apparaît ici que dans la 



constniction du modèle, on a besoin de c d t r c  la sigdkation des varriables, des 

opérations ainsi que des reIations entre des. Un mvaii aigé'briqw simple montre que 

l'équation précédente est équhknte aux deux équations : 2x  = 2~ t et x = 2v t/Z, 

lesquelles sont deux fonnes d8f"entes du modèie. De la première, on peut intespréter 

pat exemple, que pour que le mobile puisse parcourir le double de la distance dutant 

une même période de temps il taut doubler la vitesse ; la seconde montre par exemple, 

qu'en doublant la vitesse on peut parcourit la même distance durant la moitié de la 

période de temps. 

Le terme «modélisation rnathématicpw est habitdernent réservé au cas où la situation 

à modéliser appartient à un univers non mathématique. Si comme le fait Chevallard 

(1989b), on accepte que ce temie englobe aussi les cas où le système à modéliser est 

mathématique, les explications ptécédentes de ce processus restent encore valables. 

Chevahd (ibid.) désigne par m a t . u t & i  k registre du système à modéliser et par 

mathémutipc celui où est conduite la modélisation. Toutes les étapes déaites par Pollak 

peuvent être tefornulées en conséquence. Considérons, par exemple, la résolution 

algébrique du problème suivane : 

Caider t'aire du demkercie (1) en fonction 
des &a des demi-cenles (2) et (3). 

Figure 3.3 : RésoIution algébriqw d'un problème géométrique 

Cet exemple est emprunté à Chev?Ilud (1989b, p. 56) 



Dans cette situation, le triangle fait pattie de la dasse des aiqks rectangles connus 

par la théorie géomémque. Si on désigne par a et b les mesures des côtés et c la mesure 

de i'hypoténuse, le théoiéme de Pythagore nous pamet de consttuire le modèie 

aigébriqueq : c2 = aZ + b2.  Dans un tel cas, le modèle se distingue bien du système 

modélisé. Un mvail aigébrique simple sur le modèie permet de répondre au problème. 

R R It X 
En effet, en muitiplinnt i'éghté de Pythagore par - on obtient : - r 2  = -a2 +-bz ;  

8 8 8 8 

dans le contexte du problème, cela peut s'interpréter : l'aire du demi-cde (1) est la 

somme des aires des demi-cercles (2) et (3). 

3.3.3 Manipulation d'expressions algébriques selon des règles 

prédéhies 

Nous avons vu dans le chapitre 2 que Paigèbre se présente dès son commencement, 

c'est-à-dire dans Ie traité d'al-Khawachi, comme un c& cacactérisé par les deux 

transfomations (aigébtiques) djabr et d-mqaba&, et dont l'objet est de détennliet la 

vaieur de la grandeur inconnue en fonction des grandeurs connues d'un problème. 

L'aigèbre était alors interprétée comme une dhmi&pe & I'if~~nnwe- Pendant une longue 

période depuis al-KhawaLiznj les mités d'aigèbre sont désignés comme des traités du 

calcul d'alyabr et à'al-nnquhb. Euier, quant à lui, a dk6ni i'dgèbre comme étant h ~n'ena 

du cahf auec &.r q~.~a~tik'f a% W. 

Dans le processus de modélisation aigébrique, une bonne pati du travail mathématique 

consiste à transformer le rnodéle aigébrique dans un espace de dcul aigébrique, ce qui 

revient à manipder des expressions algébriques selon les règles de calcul de cet espace 

de calcul aigébrique. Le modèie algébrique déait commerit des variables d'une 

situation sont reliées entre des. En o f h t  me autre représentation du système de 

relations entre les variables, une nouvelle forme du modèie algébrique révèle alors des 

aspects différents de Ia situation. Dans ce sens, le calcul algébrique possède une 

47 Dans un espace de dcui  associé au système des nombres fi. 



purj~ance momlmtrUc. Par exemple, dans le système des nombres entiers relatifs, les 

expressions algébriques 4n et (n+~)~- ( r l f  sont équivalentes rmis ne montrent pas lp 

même chose : la première montre que l'entier désigné est un multiple de 4, la seconde 

montre qu'il est une diffétence de deux canées. Pour sa part, Bell fàit une observation 

qui va dans le même sens : 

Syntactic transformations of symboiic expressions cm be made 
mechanicaliy and used to expose grnuine conceptuai quivaiencc without 
the degree of mental efforr required to establish those quivaience by 
working with the concepts tbemsebes. (Ba 1993)" 

De ce fait, le calcul aigébdque est un outil de la pensée, un moyen pour acquérir de 

nouvelles connaissaaces. On peut, en effet, transfomer une expression algébrique 

selon des règles syntaxiques et aboutir à une nouvelle connaissance. Si, par exemple, on 

pose a = 42, on voit ssiugir une expression algtibrique qui se prête à des mnsformatiiom 

aigébriques. Onobtien~eneEet: a = &  ; 0 2 = 2  ; oz-1=1 ; (a-lXa+l)=l etalors 

1 
a = 1 +- . Cette detnière expression de u petmet de 'cproduite" des connaissances à 

l + a  

propos du nombre 42. En e&t, en tematquarit que fi > 1, on déduit succesSmernent 

La manipulation des expressions aigébriques se fait en h t  des règies bien déhies, 

généialernent inspirées de règies tégissant les systèmes de nombres. En ce sens, un 

auteur du début du XEC- siècle expliquait ainsi ce qu'est Palgèbre : 

L'algébre est Part d'exécuter sur des quantités quelconques, au moyen des 
signes généraux, toutes les opérations de i'arithméaquc, et de représenter, 
à l'aide des même signes, toutes les relations entre ces quantités. (Extrait 
d'un manuel publié à Pa& en 1827, repris dans Chmailard, 1985, p. 57). 

Cette conception de i'aigèbre a conduit dans l'histoire à un pmblàne épistémologique. 

En effet, dans une t ek  perceptive, l'algébriste prend ia position que le calcul avec les 

lettres dérive du calcul avec les nombres. Aussi longtemps que le calcul avec les 

a Le document onginai n'est pas paginé 



nombres dont le domaine n'avait pas été déhi  précisbat, le calcul avec des symboles 

généraux, représentant des nombres, restait aussi non déhi et inexpliqui. Wh& 

(1989) rapporte que ce probIémc a été au c m  d'un débat s u t  la nature de l'algèbre 

entre les mathématiciens britanniques dans h première moitié du 1- siède. Pour les 

uns, l'algèbre est une "arithmétique généralisée." - ie., d e  traite des quantités et des 

opérations permises sur ces quantités, et ses règles sont dictées pat les propriétés bien 

connues de l'arithmétique quantitative (Pyaor, 1984). Pour les autres, hlgèbte est un 

système putement symbolique; iI mite de symboles essentiellement arbitaites, régis par 

des règles essentielienient arbimires. Et W h d e t  de se demander : si les règles de 

i'aigèbre ne dé9vent pas nécess?irunent du comportement des nombres et  des 

quantités, d'où dépvent-elles ? 

Selon noue point de vue, ks règies du calcul algébrique proviennent de ou sont 

générées par les propriétés des opérations et des reiacions d W s  daas le système 

algébrique en question, ainsi que des @es de la dation = et de l'inférence logique. 

Aussi, dans un espace de caicui aigébtique, système de représenmtion d'un système 

algébrique, la syntaxe est-elle basée en fin de compte sur la sémantique de ce decrier. 

Kaput foutnit une explication comparable dans le adte de systèmes algébriques 

particuliers, les systèmes de nombres : 

In the case of an nigebraic system, as in the case of most practidy used 
symbol system, the syntax is not arbitruy. It is v q  dosely tied CO the 
semantics of the number systern that, if you dido't look at the ninnber 
system, you might regard as the rules for combining numbers, as again a 
syntax. Then a syntax at one place is semantics nt anothu and so on. 
This is not an easy mbject, othezwise it would have been solved long ago. 
The syntax of the aigebWc reprcsentational system is guidai in a necessq 
contingent way on prior set of nilcs that evohrcd for numbus. (Kaput, 
1987, p. 107) 

Kaput ne semble pas faite une distinction daire entre systéme algébrique et ce qu'il 

appelle système de représentation algébrique. Pour sa part, Chevallard avance : 

L'élaboration d'un calcul PIge'briquc suppose, à titre de motivation ou 
d'arrière-plan, un o u  des dom?mcs & cllcuL On entendra par ià un 
ensemble d'objets rmthématiques sur lcsqueis on pubac cakukr. Les 



nombres, les vecteurs, voue les points du pian (caicul barycmtrique), 
fournissent des exemples éiémentaires de tels domabes de calcul 
Lorsque, en dasse de srnéme, l'enseignant passe de l'obsavation que 2 + 
3 =5 e t 3  + 2=5àPéctinuedehr&tiongCnCrrlea+ b=b+a,ilpasse 
alors du calcul sur Ica nombrw (entiers naturels) i un calcd dgébtique i 
coeffiaents entiers xWds .  En d'autres tennes, un & aigébsique (. . .) 
rend manifeste une syntaxe P iaquclie le domaine de aicul assoaé ioumit 
une sémantique. 
A tout domaine de caicui correspondent ainsi des formes (ou s t ~ c t u r e s )  
algébriques, qui offrent une image formelie du domaine de caicul 
considéré. Aux entiers naturels, on pourra fVre correspondre la structure 
de demi-anneau (unitaire, commutatif, intègre); aux entiers reiatifs h 
structure d'anneau (euclidien); aux rationnels, In structure de corps; etc. 
L'étude de calculs agibriques est l'un des objets de i'algèbre. (Chevallard, 
1989b. pp. 49-50). 

Les domaines de caicui dont parle Chevallard sont les systèmes algébriques et ce dernier 

ne précise pas dans quel domaine est conduit le calcul aigébrique- Cependant, lui aussi 

soutient que le système aigébrique foumit une sémantique à la syntaxe de l'espace de 

Par aillem, la puissance du calcul aigébtiqw est iargment due aux systèmes de 

notation utilisés. Selon Dieudonné, m effet, «La tendance fondammtale de Paigèbre : 

noter de façon abrégée les opérations que l'on est amené à eff'eauer et leurs résultats, 

par une sorte de sténographie assez souple et assez perfkctiomée pour sendre le 

madement de ces opérations à la fois plus clair? plus rapide et plus fa& ~ieudomé, 

1955, p. 48). Ainsi, la notation matriade pemiet de conceptuaiiser un système de n 

équations à n inconnues comme une équation à une iacomue de matrices et de fournit, 

grâce au déterminant, Paigorithme donnant les solutions de ce système. 

En algèbre, on utilise de nombreux systèmes de notations et de manièies de représenter 

les objets. Outre les symboles littéraux, on utilise des signes particuliers pour dénoter 

les objets et les opérations sur ces objets ou pour organiser les expressions algébriques 

pour en rendre la manipulation aisée et surtout pour pouvoir decrLe syntagiqwmmt le 

mieux possible la structure de la situation. L'exemple le plus classique est celui de ia 



notation d'me équation polynomiale, Daas l'histoire, il a fallu une longue p&de pour 

qu'on amive à écrite l'équation sous h fonne : 

après qu'on se suit ap-çu du rôie que joue le degré des coefkients, a qu'on ait dussi a 

trouver m e  notariori satisfdsante pour les coefficients des équaaons. On sait qu'une 

notation pertinente fadite la conception de bonnes conjectures. 

3.3.4 hlaboration et application de structures (~tnicturec *briques, 

structures de situations delles ou mathkmatiqucs) et de 

proctdures (dgiee, algorithmes, heuristiques, etc.) 

Cet aspect inclut Pai@bie dite abstiaite ou moderne - marquant la dernière des huit 

grandes étapes du développement historique de l'aigèbre que nous avons retenues et 

présentées au chapitre 2 - qui étudie les propriétés formelles (commutativité, 

associativité, etc.) des lois de compositlondg comme la ttiéoie des groupes, ainsi que les 

associations des struautes algébriques avec des smictures non a&b+ues (d'ordre, 

combinatoires, topologiques) où l'algébre domine foaement~ comme ia théorie des 

fonctions, les espaces vectorieis topologiques, la topologie *brique, ies algèbres 

topologiques, la théorie des schémas, etc (k Lionnais, 1979). Dms cette section, nous 

ne prétendons pas vouloir cafactiriser l'aigèbre absuaite; nous dons nous contenter de 

présenter quelques aspects essentiels de l'énide des sttuchires algébriques, tout en 

resmr à un niveau élémentaire. 

Cet aspect inclut également les activités visant à éiaboet, à exprimer et à appliquer des 

structures de situations réelles ou mathématiques, comme des téguhités numériques et 

des relations fondonneles. 

" Soit les stnicnircs aigébaques pues, scion notre tranindogk 
9 Soit les strucnires agébnques mixtes, sclod mtzc rrnriinolcgie 



rétude de structures algébriques peut d'abord consister en la reconnaissance d'une 

stnrcture algébrique à partir de la recherche des propriétés cornmuaes, moins hidentes 

et plus profondes entre différents cas de ses spéâ6cations. Nous a l l m  voit par la 

suite qu'une t d e  activité nécessite une habileté d'abstraction. 

Étudia une structure algébrique peut @er étudier les propriétés des opérations a 

des relations déhnies sur un système aigébrique donné, par exemple un système de 

nombres. Ces propriétés permettent d'approfondir la compréhension du système 

aigébrique, d'enrichir les règles du calcul aigébrique dans l'espace de caicui *brique et 

d'augmenter la puissance du calcul aigébrique. Expliquant lui aussi cet aspect de 

l'algèbre, Kaput avance : 

These structures seem to have three purposes, (1) to enrich understanding 
of the systems that they are abstmcted from, (2) to provide intrinsicaliy 
uset3 structures for computations fieed of the particulars that they once 
were tied to, and (3) to provide the base for yet higher levels of absaaction 
and formaiization. (Kaput, 1995b, p. 77) 

L'étude des structures algébriques peut consister aussi à énidier les morphismes entre 

Ies structures; étude qui pemiet de comparer les s t ~ ~ t ~ ~ e s  algébriques de systèmes 

algébriques, de dire par exemple si deux systèmes algébriques sont isomorphes (ont la 

même structure) et de voir comment les caraauistiques struchirales sont transmises 

d'une structure à une autre via des applications (morphismes). 

L'étude d'une structure aigébrique pennet de centrer l'attention sur des propriétés 

communes à plusieurs situations mathématiques qui en sont des concrétisations et de 

généraliset ces propriétés en les apphquaat à de nouvelles situauons. Par exernpie, le 

fait que les nombres premiers engendrent multiplicativement les enciers peut être 

étendu aux polynômes (polynôme premier, décomposition d'un polpnime en un 

produit de polynômes premiers, etc.); si i'on fait abstraction de la nature des éléments, 

les entiers et les polynômes possèdent la même structure par rapport i !a relation de 

divisibilité, d'où les résuicats fosmellement similaires. 

Pour sa part, Al-Cuocco exphque d'autres aspects de Pétde d'une sauctute aigébrique : 



Algebraists o h  devise decomposition thcotems for chses of aigeb~c 
stnrcnues as weii as for more atomic things (hkc integers). So, heu 
aigebra is full of ways to decompose a vector space into usefui subspaces, 
and a basic result in group theoy shows how to decompose lay 6nite 
commutative group into cyclic groups. 
Another decomposition technique in dgcbra is to break a structure up into 
classes with respect to some equivaicncc relation. In many cases, this is 
just an absttaction mechanism for expressing ipimilarities among vkom 
eiemenrs of a structure. For example, whcn we wue looking at how 
integers behave when they are cxponents for a 6fth mot of 1, we saw that 
m integers behave the same if they diffa by a multiple of 5. So, with 
respect to the situation at hanci, the iutegers break up into 5 &ses, cach 
dass containing ail the integers that leave the same r&&r when the? 
axe divided by 5. This has the effect of equating d multiples of 5 CO O, ?II 
numbers of the fonn 5k+l to 1, and so on. (In many situations, aigebmists 
use this mechanism to "get rid of'  a troublesome element: If 7 is causing 
you trouble, work in the integers mod 7 hstead of the ordinary integers.) 
(Al-Cuocco, 1996). 

3.3.5 Conclusion 

Rappelons que, de notre point de vue, le concept d'opération est l'ingrédient essentiel 

dans une activité algébrique : toute activité mathématique qui ne met pas en jeu une 

opération ne fait pas partie de l'aigèbre. 

L'aigèbre apparaît comme ayant mis aspects essentiels compiémentaites et 

kidissociables compte tenu de ce qu'de a été dans son histoire et de ce qu'elle est de 

nos jours. Ces trois aspects o f h t  une vue simplifiée mais non étrdqWe de l'algèbre. 

Ils sont en outre irréductibles. En effet, une part de toute activité aigébrique consiste à 

manipuler des expressions aigébriques; cet aspect est le plus connu, il r e h  Ia nature 

dynamique de l'algèbre. L'aspect modélisation aigébrique est aussi essentid puisquail 

permet d'mimer i'algèbre à la réalité et à l'étude d'autres domaines du savoir. Aion 

que i'aspect structure est inrlispensable pour établit des liens entre P?Igèbre et des 

mathématiques supérieures. D'autre pan, rappelons qu'une s t n i c ~ e  algébrique peut 

être considérée comme une abstraction d'une &se d'espaces de calcul *brique et 

que ces demias sont indispensables pour que le calcui algébrique puisse être déployé et 



donc égaiement pour l'étude algébrique de diverses situations mathématiques ou issues 

du monde réeL 

Après avoir présenté les aspects essentiels de l'algèbre, nous allons maintenant 

présenter les p ~ a p a u x  aspects de la pensée aigé'brique, soit les principales habiletés 

kitellectuelles indispensables pour fiire de l'aigèbre. Ce sont de t e k  habiletés 

inteliemeiles qu'on utilise en mathématiques pour produite des connaissances et que 

Ibn vise à développer chez les élèves. A ce propos Al C u ~ m  et ai. uOliSent 

l'expression (habits of min&> : 

Much more important than speci6c mathematicai results are the habits of 
mLid used by people who aeate those resuits, and we envision a 
Cumcuium that elevates the methods by which mathematics is acated, the 
techniques used by reseuchers, to a status equal to that enjoyed bp the 
tesults of that research. (Al Cuocco et al., 1996). 

Fait d e u x ,  Gattegno utilise le mot d g è b m  dans le sens de <cpensée aigébriqw, lar 

pour lui l'importance en aigèbre réside beaucoup plus dans les processus mentaux qui y 

sont utilisés que dans les connaissances : 

Aigebra can be thought of as autonomous of the rest ofmathematics, but 
it is &O true (...) that aii is aigebra in mathcmaacs, because to say aigebra 
is to say the awareness of  the rnind at wock on whatcvcr content (this 
nanuaiiy is a mental shifi) (...) aigcbra has no mmtai content and oniy 
descnies the mental process (....) Algtbra is dways implicit in the 
beatment of mental questions, which, themselves, may have content. 
(Gattegno, 1965, p. 22) 

Love conclut en ces termes: 

Algebra is now not medy '@hg m&g to the symbols', but another 
level beyond that: concerning itself with those modes of thought that are 
essentidj- algebraic - for example, handling the as-pet-unknown, 
inverting and reversing operatious, seeing the generai in the pdcuiar. 
Becoming aware of these thought processes and in conaol of them, is 
what it means to think algebraicaiiy. This shift is a move towards the 
Gattegno position, and even may be seen as an atternpt to put some £iesh 
on it. (Love, 1993) 



À l'instar de Diaies (1966), nous croyons qdii est ioacosé de tenter de séparer de 

quelque façon que ce soit les différentes branches des mathématiques, pac exempk la 

géométrie et l'algèbre, puisqu'il y a tant de connexions entre eks quv est impossible de 

parler de l'une sans inaoduite qdque chose des auttes. Cepondan< nous n'allons pas 

adopter le point de vue m ê m e  de Gattegno que @out est aigèbre en mathématiquesu. 

Parce que, d'une part, nous avons expliqué l'importance pour notre mvd d'insister à h 

fois sur i'afgèbre et sur la pensée dgébrique, et, d'autre patt, dans notre 

conceptualisarion, un processus de pensée est une composante de la pensée aigébrique 

uniquement quand il est essentiel dans i'actmité aigébfisue. Dans une advite 

ma thématique, nous parions d'algèbre, rappelons-te, si une opkation est en jeu et non à 

cause de la nature des processus qui y sont udisés. 

halogurnent au cas de i'aigèbre nous avons tenté de caractériser succinctement la 

pensée algébrique à l'aide d'un petit nombre de composaam qui, une fois réunies, 

permettent de rendre compte des prlicipaux processus de pensée utilisés en a@bte et 

qui s'afident de hçon harmonieuse avec les composantes identifiées précéàemment 

pour l'dgèbre. La tâche s'est avérée plus diEficile dans le cas de Ia p s é e  algébrique 

que h s  celui de i'algébie. D'abord, parce que la plupart des écrits sur l'histoite de 

l'algèbre portent davantage sur le déveioppement des connaissances algébriques 

consmites par les mathbticiens que sur les processus de pensée que ces derniers 

utilisent en algèbre. Ensuite, parce que dans la communauté didaakp, i'intérêt pour la 

pensée aigébnque est relativement récent et les idées à ce sujet ne sont pas encore assez 

développées, nous semble-t-it. 

Nous avons retenu les quatre aspects essentieis de la pensée a&buqw suivants : 

1) habileté à penser analytiquement; 2) habileté à consauite, à interpréter et à vaMer 

des modèles aigébriques de siruations réeües ou mathématiques; 3) habileté à manipula 

des expressions alg6briques seion des règies prédéfides et 4) habileté à généraiiser et à 



abstraire des relations, des régla, des sttucturcs algébriques, de mème que des 

structures de situations rédes ou mathématiques. 

Nous ne prétendons pas que cet ensemble de composantes de la pensée aigébrique soit 

exhausàt", néanmoins, à notre sens, il exprime les composantes qui sont les plus 

essentielles à l'activité algtibrique. 

3.4.1 Précisions sur la terminologie utilisée 

Noue revue du développement historique de l'algèbre laisse apparaître que penser 

analyiquernent, abstraire et généraliser sont des processus de pensée qui y ont joué un 

rôle important. A cet effet, soulignons que bien que l'aigèbre soit partie de 

considérations empiriques, son développement s'est accompagné de l'élaboration de 

concepts de plus en plus absnaits et généraux @ar exemple de ceux de polynôme, 

notion générale d'opération, groupe, morphisme, catégorie) et de la tendance à élaborer 

des méthodes généraies de résolution de problèmes. 

Dans ce qui suit, nous présentons les processus d'abstraction et de généralisation. Il est 

à notez que ces deux ternies sont utilisés pour désigner à la fois des processus et les 

produits de ces processus VaU, 1991). 

3.4.1.1 L'abstraction en mathématiques 

Le processus d'abstraction joue un rôle important en mathématiques. D i e u d o ~ é  va 

jusqu'à dire que i'essence des mathématiques réside dans le pouvoir d'abstraire et de 

raisonner sut des notions absaaites. Selon lui, les grands progrès en mathématiques, et 

en p h d e r  en algèbre, ont été toujours liés à ua progsès dans la capacité de se hisser 

un peu plus haut dans le domaine de l'abstraction (Dieudonné, 1955). 

Les psychologues Piaget et Henriques distinguent deux formes p ~ a p a l e s  

d'abstraction : 



L'une dite nempkiqua, consiste i tirer son information des objets eux- 
mêmes en retenant certaines propriétés à L'dusion des autres, et qui 
existaient en eux avant toute constatation de ia part du sujet (par exemple 
la couleur ou Ie poids). L'autre, dite oaéWsantm, procède à partir, non 
pas des objets, mais de ia coordination des actions que le sujet exerce sur 
eux, ce qui n'est nullement parcii, ou des opirations cri générai du sujet : 
elle consiste donc d'abord à réfléchir au sens d'un aiaCchissernena sur un 
plan supirieur ce qui est tiré de L'infiricur et, d'autre put, P réfléchir au 
sens d'une "riflexion" ment& dont le rôk compiémmtluc est de 
reconstruke sur le nouveau p h  cc qui est abstrait du pricidcat, d'où une 
réorganisation qui exige une stnicturaaon nouvelle (Piaget et Henriques, 
1978b, pp.5-6). 

Suivant ces définitions, la plupart des objets mathématiques sont les produits 

d'abstractions empiriques ou rénéchissantes eh dans ce sens, ils sont des objets 

abstraits. Ainsi, les concepts de cade, de t&qk et le nombre 3 par exemple, sont des 

abstractions ernpiaques car chacun d'eux peut êae perçu comme la propriété commune 

à un ensemble de divers objets (des objets mndw pour le cade, des objets de fomc 

aùmguiatte,~ pour le triangie et des paires d'objets pour Le nombre 2). Voyons ua autre 

exemple. Selon Piaget, c'est pat abstraction dédiissante qu'un e n h t  arrive à 

décowrir que le nombre d'objets dans une coilectioa est indépendant de Porcire dans 

lequel ces objets sont placés. Pour cela, il doit compter des objets, ies réorganisu, ks 

compter à nouveau, ks  réorganiser, les compter, etc. Ces actions sont intériorisées et 

représentées mentalemeut de telle manière qu'des soient objets de pensée et que 

l'enfant puisse les cornpater et se rendre compte qu'des aboutissent toutes au m h e  

risdtat (Piaget, cité par Dubiasky, 1991). 

Dienes (1961, p. 280) définit ainsi le processus d'abstraction en mathématiques: ccThe 

process of abs~mcfton is dehed  as the pmcess of drawkrg fiorn a number of différent 

situations something which is cornmon to them a b  Il ajoute : 

Logidy  speaking it is aa inductive proccss; it consists of scatdi for an 
attnibute which would descnic certain elements felt somehow tu beiong 
together. A c h  is c o n s w d  out of some elements *ch will then be 
said to bchng to the &S. This firndamental relationship between classes 
and th& elernents, ic, the rclationship to "belonging" or '%+ an 
e h e n t  of' is realised in the direcrion from tlmiwts to ciass. (Dienes, 
1961, p. 282) 



Dienes schématise le processus d'abstraction du nombre 2 comme suit : 

Abstraction process : 

Un ensemble de ciasses déjà formées peut conduire à une nouvelle abstraction 

(formation d'une nouvelle classe), cette dernière avec d'autres classes peut conduite à 

son tour à une noweiie abstraction, et ainsi de suite. Dienes ajoute : dn the case of 

mathematical concepts, ciasses of &ses of. .  . etc. of objeas are heaped together in aii 

sorts of relatioaships to each other~) @. 286). Durant ce processus, i'utilisation d'un 

symbolisme est indispensable : ~The mathtrnatib's job is the makiug and sorting of 

such heaps. In order not to get îost in the m e  of his own making, he uses symbolism 

which raninds him of the stmcnire of the m e 3  (iM) 

P o u  les besoins de notre travaü, nous adopterons la définition de l'abstraction de 

Dienes. 

3.4.1.2 La génétalisation en mathématiques 

La généralisation est, comme l'abstraction, un processus essentiel dans l'activité 

mathématique. 

Comme pour l'abstraction, Piaget et Hcnxiques distinguent deux fornies de 

généralisation : 

Celle qui part des observables attachés aux objets, donc d'abstractions 
empiriques, et s'en tient i eux pour v&&r ia validité des reiations 
observées, pour établir leur degré de géninlité et en tirer des prévisions 
ultérieures (mais sans encore chercher d'explication ou de "raisons" ce qui 
conduirait à dépasser les obscrvabls), est alors dc nature essentiellement 
extensionnelIe et consiste à procéda du aquelqum au «tous» ou du 
«jusqu'icl) au atoujoum : nous l'appellerons agénénlisation  inductive^ 
(. . .). Par contre, bxsque la gi.élisatioa s'appuie ou porte sur les 
opérations du sujet ou leurs produits, +de est en ce cas de nature 
simultanément compréhensive et extensionneiie et aboutit donc à la 
production de nouvelles foimes et parfois i de nouveaux contenus (. . .). 
Ces contenus sont alors engendrés pat ces formes et non pas donués dans 



des observables empiriques : nous p h a s  à leur propos de 
«généralisations constnictivcsis; (. . .). (Piaget et Henriqws, 1978b. p. 6) 

Dans cette thèse, nous dons plutôt adopter la défuition que donne Dienes du 

processus de généralisation. Lui awsi distingue deux formes de généraiisation : 

(1) P W r e  geircrrsr(i~crtrgn is the passing ftom one ciass to anothu where 
the other includes the former as a part. 
(2) Maibcma/ical ~ ~ o z s i r n  is de6atd as foiiows : A ciass B is a 
mathematical genedzation of the ciass A if B indudes as a part an 
isomorphîc image of A, in relation to d relevant properties. This means 
that the classes A and B could consist of quite àifferent elements, as long 
as there was a part of B which was sokehow an exact irmgc of A; 
mitroihg the properties of A in aü relevant respects. (Dienes, 1961, p. 
282) 

Par exemple, un enfant peut noter que pour toutes les paires (a, b) de nombres entiers 

naturels qu'il a rencontrés, les sommes a + b et b + a sont égaies. Une généralisation 

pimitive consiste à supposer que ce fait doit êtte valable pour toutes les paires de 

nombres entiers naturels (ibxd). Le passage des entiers n a d  aux nombres entiers 

positifs et négatifs est, en revanche, un exemple de généralisation mathématique : les 

nombres positifs ont exactement les mêmes propriétés que les entiers nanitels (classe 

A), ils forment une sous-ùasse de la dasse des nombres avec un signe (classe B) à 

hqueile les nombres entiers natutcls n'appartiennent pas. L'image de la dasse A dans la 

classe B est l'ensemble des nombres positifs. Ces deux exemples du processus de 

généralisation sont schématisés comme suit (itn'd): 

a + b = b + a  
F w a U ~ ~ ~ b m a  and b 

Wzldn 'ass)  

PanXie ond n@Ya nmbm 
(+1, +2, +3, S.. -1, -2, -3, ..*) 

4 V d 2 r d h )  

3.4.2 Habileté à penser analytiquement 

Rappelons que dans la section 25.1, nous avons défini habileté à pensa 

analytiquement, dont nous avons souligné le rôle moteur joué dans le développement 



historique de l'algèbre. Nous rehdrons cette habileté intellcctuelle comme 

composante de la pensée algé'brique dans le modèle que nous proposerons. 

Lins (1992) aussi, qui à notre connaissance est le seul a avoir tenté de définir 

explicitement la pensée algébriqueI a sodigné i'hpo~tance de la pensée analytique en 

algèbre. Selon lui , «To think ebraically is, (i) to tbink ARITHMETICAUY, and ci) 

to think INTERNAUYI and to thùrk ANALYTIWYJ) &.ms, 1992, p. 56). 

Nous analysetons cette proposition plus loin. 

3.4.3 Habileté à construire, B interpdtcr et A valider des modeles 

algébriques de situations réelles ou mathématiques 

Cette composante de la pensée algébrique a trait à 1) Phabdeté à construire des modèles 

algébriques de situations réeiies ou mathémaaqws, à 2) l'habileté à interpréter des 

modèles algébriques de situations réciles ou mathématiques, et à 3) l'habileté à valider 

des modèies aigébriques de situations réelles ou mathimatiques Nous dons présenter 

ces trois habiletés intellectuJIes en nous référant à la description de Pollak du 

processus de modélisation et m les iilustrant pat la résolution du problème suivant : 51 

Un congrès international & derm~rologie U t  des rcPidteias britMNques, d e ~ ~ ~ l d s  et 
français. II y a deux fois plus de F d  que d'AJlunmds, ces demies étant eux- 
mêmes deux fois plus nombrrur que Ics ~tPnniques. Deur techniques fort di f fk tes  
y sont proposées pur saigmr au avicuI k pitphis rosé de Giibat, mm lesquelles 
diaque médecin prisent est invirt à chaisir. La tecbniquc du proftsseur Smith remporte 
entre autres tous les suffnges britanniques. Et pour In techique du professeur Simon, 
il y a autant d'AUeznands fivocaMo que de Fruy?is hostiles. 
Quelle est dors ceüe des deux aduiiques qui r cmpe  te plus de suffiges? 

Dans le processus de modélisation, la constniction du modèie algébrique est réalisée au 

terme des quatre premières phases de la description de Pollak que nous rappelons ia : 

(1) The process begins with somethmg wtside of mathemetics, which you would like to laiow or 
to do or to understand. 

The rault is a question in the reai wœfd, welWned enough that you have made progress 

51 Cet exemple est proposé dans C h c v ~  (1989, p. 14). Lui même l'a mipninté i Berrondo M 
(1979)- Les jeux mathématiques d%& Pa& : Dunod. 



The result is the idmtikatiioii of same k q  co~lcepts in the situations yw want to study. 

(3) You decide what io keep and wùat to ignore in y w t  knowledgc of the o b j a  and their 
interrelationships. 
* The result is an idealid vasion of thc question. 

(4) You translate the idealid version of the question into rnathanatical tcrms. 

The resuit is a mathematical version of tht ideaiid quesîian. 

Ces phases nécessitent selon nous quatre habiletés principaks. La ptemière est l'babilkti 

ù bien se'krctioon~er I'infonna&n ylr irc,  ppar l'appréhension de k question, la sélection des 

objets importants ainsi que celles des relations entre eux. Pour la résolution de notre 

problème, il s'agit par exemple, compte tenu de la question, de noter que le nom de la 

maladie (piyiasis rosé de Gilbert) n'est pas une inforniaticin importante, pas plus que 

Ie fait que les médecins soient des dermtotogws et pu'& soient réunis dans un congés 

de dermatologie. Ce qui importe, c'est de saisit que i'asemble des médecins (ceux qui 

sont présents au congrès) est réparti en mis ciasses disjointes : une classe des médecins 

b ç a i s ,  une dasse des médecins britanniques et une classe des médecins allemands et 

qu'il existe des reiarions entre ks w m b m  &ux de ces dssses. Également, il faut 

retenir que tous les médecins ont voté en h e u r  de l'une ou l'autre des deux techniques 

et tenir compte des c W t h t c s  dations entre les Mérents suffrages. Le 

développement de cette habileté nécessite une longue pratique dans la modélisation de 

nombreuses situations de différents contextes. 

La deuxième habileté nécessaire dans la construction de modèies aigébxiques est 

PbabiIefi à chorjir h &bhs et hv nMinrpnanrntc~ pm n p r t  à Pu&t dt Si la 

situation comporte des dunntks superfhies pa. rapport à i'objjt de l'étude, alors faut 

les ignorer. Dans notre exemple, les variabies pertinentes sont, le nombre de médecins 

fiançais, le nombre de médecins bdannips, k nombre de médecins allemands ; le 

nombre de médecins fiançais qui ont voté pour la technique du professeur Smith (et du 

professeur Simon, respectivement), le nombre de médecins bri-s qui ont voté 

pour la technique du professeut Smith (et du pmfksseur Simon, respectivement), le 



nombre de médecins allemands qui ont voté pour la technique du professeur Smith (et 

du professeur Simon, respectivement) ; le nombre totai des médecins qui ont voté p o u  

la technique du professeur Smith (et du professeur Simon, respectivement), ainsi que 

les relations dl y a deux fois plus de Français que d'Allemands», di y a deux fois plus 

d'Allemands que de Britanniques,), «tous les médecins britanniques ont voté pour la 

technique du professeur Srnittu,, «pour la technique du professeur Simon, il y a autant 

d'Nemands favorables que de Français hostiles». 

La troisième habileté nécessaire dans la constnidon de modèies algébriques est 

l'habileté à choisir, en vue de la traduire aige'bnquement, les variables ainsi que leur 

domaine, les relations, ainsi que le type de relation à retenir (équation, inéquation, 

système d'équations ou d'inéquations, tableau de valeur, etc.). Dans notre exemple, les 

vatiables appartiennent au domaine des nombres entiers naturels et les relations entre 

ces variables font intervenir les opérations d'addition et de multiplication ainsi que la 

reiation d'ordre, puisqu'il s'agit de comparer des nombres (ies deux suffrages 

qu'obtiennent les deux techniques). Cela s@e que, même si on n'en est pas 

conscient, on se place dans le système aigébrique fonné du système des nombres 

entiers naturels ou, comme on le fait par défaut, dans le système des nombres réels 

(pour autoriser le cas échéant, l'emploi des nombres réels négatûç, des hctions et de 

Putraction de racines axées). Également, se trouve h é  i'espace de calcul algébrique 

associé au système des nombres réeis. C'est par rapport à cet espace de calcul 

algébrique que l'on représente les variables et les relations entre &S. Dans notre 

exemple, il s'agit de représenter, en fonction des paramèaes du problème, les suffrages 

obtenus par les deux techniques et de les comparer. L'attention de l'aigébriste sera 

centrée sur la manière de calculer ces deux suff&es. Les deux relations qu'il faut 

traduire algébriquement sonc 1) le nombre totai de suffrages en faveur de la techaique 

du professeur Smith est la somme des sufhges fiançais, britanniques et allemands en 

faveur de cette technique, et 2) le nombre total de sufErages en faveur de la technique 

du professeur Simon est la somme des suffiriges français, britanniques et allemands en 

fiveut de cette technique. 



La quatrième habileté nécessaire dans la conswction de modèles aigébnques est 

thabihté à ~ e n i e r  all'ünqwcment k nhionr m h  k YaMbhpthmfc~. Pour ce Eiire, on 

peut procéder de deux façons au moins: 1) exprimer les relations pertinentes qui sont 

indépendantes en fonction d'un nombre minimum de variables, et 2) noter toutes les 

variables, décrire toutes les relations entre d e s  et ensuite réduire le nombre de variables 

et de relations. Dans notre exemple, si Son procède selon la première possibité, on 

commence par nommer les variables pertinentes en jeu dans la situation. On s'apeqoit 

que pour symboliser les effectifs des médecins français, allemands et britanniques, une 

seule variable suffit. Si b est le nombre des médecins britanniques, dors il y a 26 

médecins allemands et 46 médecins b ç a i s .  De même, on se rend compte que pour 

exprimer en symboles le nombre des d g e s  des médecins allemaads, fiançais ou 

britannique en faveur de ia technique du professeur Simon ou de celle du professeur 

Smith, on n'a besoin que d'une seule variable. Soit x le nombre des médecins 

aliemands en faveur de la technique du professeur Simon. On obtient alors : 

Suffrages en favcur de ia tcchniquc 
du professeur Smith 

b -i- (2b -x) + x 
36 

SufGagcs en favcur de la ccchfitquc 
du profcssw Simon 

Revenons à notre exemple, mais cette fois en procédant selon la deuxième possibilité. 

Désignons par a, b et f les effectifs des médecins Aiiernands, Britanniques et Français, 

respectivement Désignons par a, h et 1; les suffkges allemands, btitslllliiques et 

français respectivement, qui sont en h e u r  de la technique du professeut Smith ; et par 

az, h et fi les suffrages allemands, britanniques et français respeaivemcnr, qui sont 

en faveur de la technique du professeur Simon. On obtient ici les rehaons : 

D'où l'on déduit : 



Suffrages en faveur de b technique 
du professeur Smith 

Suffrages en heur & h tediaique 
du profcsscur Sunon 

Dans ia construction du modèle aigébrique, la première méthode semble généralement 

nécessiter un effort cognitif plus Mportant que la deuxième. En effet, d e  oblige à 

réaliser mentalement des opérations et transfomiations algébriques qui sont fvtes 

synta.xiquernent dans la deuxième méthode; d e  présuppose d'appréhender la swcnite 

de la situation. En revanche, la seconde méthode soliicite plus que la premiére des 

habiletés dans la manipuhion syntaxique des expressions algébriques. 

Les habiletés intemenant dans les phases (5) et (6) suivantes du processus de 

modélisation seront présentées dans h section 3.4.3 où il sera question de l'habileté à 

manipuler des expressions aigébriq~~s selon des règles prédéhies. 

( 5 )  You identifi the field of mathemstics you think you're in. 
You bring into the foredionî of your conscioumess y m  instincts and knowlcdge about this 

field 
(6) You do mathematics. 

Présentons maintenant l'habileté à interpréter des modèles algébriqws de situations 

réelles ou mathématiques qui réfère au deux dernières phases du processus de 

modélisaticin tel que décrit par PoW : 

(7) You now translate back into the setting of the original p r o b h  
You now have a theory of the idcalid version of the question, whiih you find in (3) abow. 

(8) You confiont reality in the fm of tbe original situation as rcpresented by (1). Do you 
believe what is being said in (l)? ln other words, do your results, whai tmnslatcd back to the 
original situation, fit the real world? 
* If yes, you have succeedd You tell your f b d s ,  write it up, publish some papers, get a 
raise, get promoted, or whateva. 



If no, go k t  to the beghing, Did you pick the right objccts and rciatiaaships among 
them? Do your clmices of what to k#p rad what to ignore need to be mFisittd? The way in 
which your thcory of ti# idealued problem fiils to satisfi you sbwld phde some hints of 
where there are diflIicuities. (Polhk 1997, pp. 99-100) 

Cette habileté consiste à interpréter dans la situation initiale des conséquences obt~nws 

à partir du modèle algébrique. Dans notre exemple, le modèie (système d'équations) 

permet de condute, après interprétation, que dans ce type de scrutin le nombre de voix 

obtenu par la tedinique du professeur Smith U = 3b et le nombw de voix obtenus par 

la technique du professeur Simon V = 46 ne dépendent que du paramètre 6, qu'ils sont 

en outre des fonctions linéaires de b et que leur comparaison montre que U est à V ce 

que 3 est à 4. 

Finalement, &tons-nous sur les habiletés p ~ a p a l e s  faisant partie de l'habileté à 

valider des modèies aigébriques de situations réelles ou mathématiques. Nous 

considérons deux types de validation : une première qui peut intervenir n'importe 

quand durant le processus de modélisation et que nous appelterom validation locale ; 

une seconde qui interpient à la fin du processus de modélisation et que nous 

appellerons validation globale. 

La première hrih%ti est d e  de wklérhkment ah d k r  a/sibn@cs rk &wtioar defk on 

m a t h é m a ~ ~ a  Elle peut s'exercer à divers moments. Par exemple, lors de la 

construction du modèie, elie revient à s'assurer de la pertinence du choix des 

opérations, du domaine des variables et de la concordance des expressions algébriques 

avec les relations entte les variables de la situation qu'des représentent et, le cas 

échéant, à recommenux Panalyse et la traduction aigébtique des relations pertinentes. 

Durant le travail mathématique avec le modèie, cette habileté consiste à s'assurer de la 

validité des transformations que l'on effectue et des conséquences que I'on tire. 

La seconde butri~eti consiste à va&rghbahent akr moa2kr a&~nc.r  & ~ r i ~ l a t r k  deIh on 

mathémact;3zïes. Comme PexpIique Janvier (1996, p. 228): dt consists of testing the 

validity of the modei by going back to the reality that it is supposed to ~epresenb). Elie 



pennet de voit si le modèle est raisonnable ou non, et si le problème a une solution ou 

non. Cette forme de validation nécessite des cornaissances propres à i'univers de la 

situation modélisée. Par exemple, si l'on reprend k situation de h modélisation du 

mouvement recaligne à vitesse constante, une validation du modèle aigébrique x = v t, 

où la variable v désigne la vitesse du mobile, x désigne la distance parcourue et t le 

temps écoulé, consisterait, par exemple, à s'assurer expérimentalement de la validité de 

la formule 2 .  = 2v t, en v é d b t  que si on double la vitesse du mobile, celui-ci 

parcourra le double de la distance durant la même période de temps. Dans i'exemple 

des suffrages, cette habileté pousserait l'algébriste compétent à remarquer que dans ce 

scrutin, d'une part les nombres de voix ne dépendent que du paramètre b ( e f f d  des 

médecins Britanniques), et que, d'am part, q d e  que soit la valeur du paramètre! 6, 

c'est la technique du professeur Simon qui l'emporte. Il sera porté dors à vérifier une 

telle observation en faisant vatier ia ValCu du paramètre b. 

3.4.3 Habileté manipuler des expressions aigébriques selon des régies 

syntaxiques prédéfinies 

Nous avons expliqué, dans 3.3.3, que lorsqu'on fàit de l'algèbre, on manipule souvent 

des expressions algébriques selon des règles syntasiqucs prédéhies. Pout que cette 

manipulation du calcul aigébrique soit fonnellernmt vdde et fonctiomellement 

pertinente - c'est-à-dire que, aune pan, ces transfomations sont faites selon des règles 

syntaxiques prédéfinies et que d'autre part, la chaîne des transfomiations effectuées soit 

orientée pour atteindte le but recherché par Pactivité - i'algébriste doit disposer et 

utiliser certains processus mentaux (ou certaines habiletés mentales) que nous 

désignons sous le titre (dubileté à manipuler des expressions aigébriques selon des 

règles syntaxiques prédéfinies>,. 

Premièrement, en manipulant des expressions algébriques, l'aigébriste se situe dans le 

iegistre de i'espace de calcul iùgébriqte Son attention est portée uniquement sut les 

règles du caicui algébrique qu'il peut appiïquer, indépendamment de la sigrdîcation des 



variables et des opérations forniarit m e  expression algébrique. Kaput expliqw ceci de 

la manière suivante : 

When we deai with formllisms, whethcr traditionai dgebraic oncs or those 
more exotic, out attention is on the symbols and syntactict d e s  for 
manipuiating those formllisms mther thvl on what they might stand for, 
with much of th& powa arising from intcrndiy consistent, refcrent-fiee 
operations. The user suspends attention to what the symbols stand for 
and looks at the symbols thcrnselves, thus kees to operate on rciationships 
fat more complex than could be manlgcd if he or she needed at the same 
time to look through the spmbols and transfomxitions to what they stood 
for. (Kaput, 1999, p. 10) ) 

Cette déviation de i'attention de la sémantique vers la syntaxe n'est pas facile à réaliser 

surtout lorsque l'expression algébrique que i'on manipule est un modèle d'une situation 

du monde réel ou que le système aisébrique, pour lequel elie représente une chaîne 

d'opérations, est chargé sémantiquement. Rappelons la longue période de temps qu'il a 

fallu dans l'histoire de l'aigèbre pour arriver à représenter les objets surs lesqueis on 

opère algébriquement par des lettees qui n'ont aucune ontologie. 

Une deuxième habileté importante chez Paigébriste compétent dans la manipulation des 

expressions algébriques se rapporte à @pn'hcmbn & ka Iltrrc2wrir gnhc+e d'nne cxpnssion 

~Ige'brzque (Kkhner, 1989). Par exanple, explique cet auteur, une simple factorisation 

comme 3x2-6=3($-2)requiert de reconnaître ia soustraction comme i'opération 

domliante dans l'expression iaitiak, d'interprétez 3w2 comme (x2]et non comme 

[3xr, et ainsi de suite. Il ajoute: 

Two separate subsystems of d e s  intena to yield the parse of an 
expression. In the 6rst subsystern, explicit parsing syrnbols (parentheses, 
brackets, and braces) force i parse according to their location in an 
expression. impiicit parsing faturcs such as grouping by rising to an 
expouent and vin& extension operate shihdy. For example, x"9 
pmed differently fom x 3 j  because of the physicai grouping of 3 andy. 
We will cd these espiiat and impücit fe;ituresjniqg mrmtm. 
[A] second subsystem (...) operates in the absence of such forcing 
markers. In this case, parsing defiuits to the conventionai hierarchy or 
operatious. ( ' shner ,  1989, pp. 275-276) 



Ces règles syntaxiques font partic de l'espace de calcul aigébrique et dépendent du 

système de notation utilisé. 

Lorsqu'on manipule des expressions algébriques, on a tendance à transfomer une 

expression, équation ou forme propositio~elle algébrique en une autre 6qUhknte 

mais de stmcwe syntaxique plus simple. Par exemple, la résolution du système 

d'équations : 

est facilitée par la considération de la nouvelle variable u = x + y + z. Le système 

précédent est en effet équivalent à : 

lequel permet de trouver fachnent les valeurs des incornues : %= 2; x=  1 ety = 0. 

La considération de la variable rr est rendue possible grâce à l'appréhension de la 

gntt+c du système, c'est-à-dire de ia façon dont les vatiablcs x, y et p sont 

mises en relation entre des. 

De la même façon, le systénie appafemment complexe suivant : 

possède la même structure syntaxique que le précédent. Les changements de variables: 

X = (w-q2; Y = y' et Z = 6 pennenent de condure rapidement : r = O ou 2; y= O et 

;= B. 



Par ailleurs, lorsqu20n manipule des expressions algébPqucs, il va de soi que toutes ks 

aansformations que l'on utilise obéissat aux lois et pmpfietés du cakd dans i'espace 

de caicui aigébrique. Cependant, cette manipulation doit être painen* es doit nous 

conduire à résoudre la situation. Une autre habilete consiste alors à orienter la chaîne 

des transfomiarions que l'on va e&cnier dans le sens d'atteindre l'objectif de l'activité. 

S'il s'agit, par exemple, de la ùétennination de Ia d u r  d'une incornue, l'attention doit 

êae portée à tenter d'exprima cette inconnue en fonction des données connues du 

problème. Cela amène à opérer ceRaines manipulations dgébdqws. Ou, s'il s'agit de 

chercher à exprimer une &guimité numérique., on doit chercher i déctire les relations 

entre les variables en jeu dans une tek situation par une expression a&bricp dont la 

forme permet de saisit la réguiaité cherchée. Les transformations a@briques opérées 

sont alors destinées à cette fin. De sa part, Boero (1993) avance une idée analogue. Il 

a f h e ,  en effet, que les transfomations du code algébrique ont lieu à travers une 

relation dialectique entre hs modèles de transfomiation standard et des anticipations, 

qui suggèrent me forme pertinente de la formule rechexchée et In direction àans 

laquelle les transformations d o h t  être effectuées. Ii note : dn gened, standard 

pattems of transformation without anticipation offer b h d  perspectives - with the 

exception of some easy school excrcises on "simpli6cationJ' of aigebraic expression, or 

standatd resolutions of equationsn (Boero, 1993). Cettes il peut &et que l'alg&riste 

opère des transformations de manière syntaxique, mais d a  ne constitue pas l'essentiel 

de son activité aigébrique. Kaput apporte un témoignage dans ce sens, lorsqu'il avance: 

N Sometimes we use the symbols or representations as th.ings-in-thanseives, with th& 

own formal d e s  and s t r u ~ s ,  and sometimes we see through hem to other patterns 

in o u  exp&ce» (Kaput, 1994). 

Une autre habiIeté daas la manipulation des expressions algébriques consiste à mironnw 

à pi. ka mctm pikxigne d'me q m . #  ~/9c'bn@t, +ak'on m fmmc p ~ ~ I t e n ~ c l k  

a/gébrique, en enutilisant des notations perctientes en vue d'établir et de véri6er des 

conjectures et des généralités. Illustrons ceci par l'exemple suivant 



Donnons-nous comme o b j d  de & o d  Quclques propiiétés intéressantes de la 

somme S(n) = 1 + 2+ ... + n en ayant en vue de généraiiser les résultats trouvés. Dans 

ce sens, il est nécessaire d'exprimer autrement la somme S(n). Il s'agit de trouver une 

expression de S(n) qui permette, par exemple, de calculer aisément la valeur de S(., 

pour tout n donné. Ainsi, on peut monira que S(n) = n(n+l)/Z. h elie seuie, cette 

expression résume un certain nombre de propriétés de Jh). Par exemple, elle pemiet 

de voir pourquoi les nombres S(n) sont dit triangulaws, puisque n(n+1)/2 peut être 

interprété comme la surface d'un trian$ rectangle dont l'hypotknuse est une diagonale 

d'un rectangle de côtés n et n+ 1. 

En outre, le procédé classique utilisé pour aboutir à l'expression n(n+1)/2 à partir de la 

dé£inition de S(n), peut être très instructif pour concevoir d'autres généralisations. 

d'où l'on tire : 2S(n) = n(n+l). On voit alors que le succès de la démarche dépend de ia 

régularité : ka somme & rkxrx tmires ~ymitiq~yem~tplMs wut toyOm n+l, laquelle peut être 

induite à partir de quelques termes de la somme S(n) seulement Eh algèbre, on ne se 

contente pas de cela et on cherche i exprimer symboliqumat la régula9té en 

désignant par i un tenne quelconque de ia somme : i + [n -6-l)] = n+l. Maiatenant, à 

l'aide de cet dément génétique 4 on peut retrouver la démonstration précédente mais 

d'une manière beaucoup plus explicite : 

Par ailleurs, l'emploi d'un tel spmboIisme owre de nomelies avenues. Par exemple, on 

peut chercher à exprimer auttement le double de la somme S(n) : 



Si maintenant on note : 

alors il s'ensuit que : 

Cette dernière démonstration laisse apparaître un fàit remarquable : pour exprimer 

algébriquement S(n), on a utilisé Sdn). Il est alors tout naturel de vérifier si î'on peut 

généraliser cette observation, par exemple si l'on peut cd& S&) à partit de : 

S3(n)=î3  + z 3  +....+ n 3 

En utilisant le changement de vatiable i = j+i, on constate que : 

et en  développant les facteurs de la dernière somme : 

on obtient halement : 

S3 (n  + 1 )  = S, (n) + 3S, (n) + 3S(n) + (n + 1) 

Compte tenu de la valeur de S(n) et de I'égaiité : S, (n + 1) - S, (n) = (n + 1)' , on obtient 

J3(4 = (n + l)> - 3S(n) - (n + 1) , ce qui donne 



Une fois encore, l'établissent du calcul de h(A) à partit de Sdn) montre que ce 

processus est généialisabk avec S,(n)=lk + Sk + ....+ n'. On obtient en effet : 

k + l  
oii h ( ) sont IU raili-ts b h d v  et od on i posi : = n . 

II v i w t  alors: 

ce qui donne : 

La dernière expression -et de calculer de proche en proche tous les Sk(n). 

Nous avons vodu présentet cet mcmple en détail pour montrer la puissance de ia 

composante de h pensée aigébtiqut que nous présentons dans cette d o n ,  dans h 

construction de connaissances. Cet cxemple illustre, en particuüer, qu'en algébre on a 

tendance à ne pas se contenter de cerner la généralité, mais à chercher à i'exprîmer à 

l'aide d'une expression algébrique dant la fonne permettra souvent de décowtir de 

nouveaux aspects de la siruaaon et sutout de menet à d'autres géaéraiisabs. 

Cet aspect de la pensée *brique est souligné par plusieurs auteurs, au moins de 

manièce implicite. Par aanple, Bell (1996) insiste expliatement sur L'aspect 

manipulation de symboles dans l'activitk aigébrique. De leur côté, AI Cuocco et al. 

(1996) considhc l'aigèbre comme un langage - qui ne sert pas seulement à 

représenter des objets à Paide de symboles - et ils présentent la pensée algébrique 



comme un ensemble de composantes qui pemiettent à l'aigébriste de se centrer sur ies 

manières de transformer ces symboles. 

3.4.4 Habileté à abstraire et B généraliser des relations, des règies, des 

structures algébriques, de meme que des structures de aituations 

réelles ou mathématiques 

Dans cette composante de la pensée *bique, nous distinguons quatre priacipales 

habiletés intellectuelles: 1) Phabileté à appréhender la notion générale d'opération, 2) 

l'habileté à abstraire et à g é n e  des stnicnires algébriques; 3) l'habileté à abstraire et 

à généraliser des structures de situations réelles ou mathématiques, et 4) l'habileté à 

généraliser des règies et des procédures aigébriques. Présentons chacune d'des. 

Rappelons que dans notre conceptualisation, ta notion d'opération joue un rôle 

fondamental, puisque dans toute activité aigébrique doit intemenit au moins une 

opération. Faire de l'algèbre nécessite d'abord l'brrln'kté d c~p~bcncndi*. ka nohn &ha& 

d'opémtron, laqde,  selon nous, fait appel à deux habiletés principales. 

La première est I'habikté ù khkfjir rlu @wio~s aim. quc kr trhfbm c n h  c l h  &n.r dvrnc,r 

n?&ons. Pour reconnaître l'existence d'une opéation binaire dans une situation 

quelconque, I'algébriste doit appréhender dans la sémantique même de la situation, 

l'existence d'une loi de composition (par exemple, la composition de deux transiations 

défjnit une unique translation, l'addition de deux nombres dé f i t  un nombre unique, 

etc). Ii peut s'agit de reconnaître une opération f d e ,  par exemple l'addition 

arithmétique, dans diverses situations c o n t e d e s ,  comme dans les problèmes 

verbaux, ou de voir l'opération d'adition à la base de la régularité de la suite numérique : 

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, . . ., 97, 100. Cetce habileté implique aussi qu'il faut pouvoir 

reconnaître les relations entre les opérations, par exemple voit la soustraction comme 

l'inverse de l'addition et la multiplication comme l'inverse de la division dans le système 

des nombres réels. 



La deuxième est Phabikti à nconndn et b &p+ti. dw tp6tzthu.r a h  dium ipr de 

ituatioons. Par exemple, dans les systèmes classiques de nombres ii est important de 

reconnaître la propsiété de dismiutivité de l'addition par rapport à la multiplication et 

de l'utiliser de diverses façons, comme dans le &cul mental: 15 x 101 = 1500 +15. 

Cette habileté se manifeste aussi dans le bit de recollllzuntre que certaines propriétés 

sont communes à plusieurs opérations ou qu'une certaine opération possède une 

propriété non satisfaite par une aurre opération. L'habileté à reconnaître des 

ressemblances et des différences mue les propriétés de différentes opérations facilite 

l'identification de systèmes aigébriques isomorphes et i'abstraction de la notion de 

structure algébrique. 

Faire de i'aigèbre nécessite Phabiieté à abstraite et à généraliser des structures 

algébriques, laquelle lait appei, selon nous, à deux principales habiletés intdecnteiies. 

La première est i'habiieté à reconnaître des caractéristiques communes à plusieurs 

systèmes aigébriques et, en particulier, à ident ih  deux systèmes algébriques 

isomorphes. Iliustrons cette habileté par des exemples. Considérons le cas du groupe à 

4 éiéments. A un isomotphisme près, on sait qu'il criste seulement deux poupes 

d'ordre 4, le groupe cyclique IZq ,+) et le groupe de dûcin,) (21 x 21, +). Les tables 

des opérations de ces deux groupes sont données dans la f p e  suivante. Pour alléger 

leu- présentation, la première ligne et la première colonne ont été supprimées. 

e a b c  

a b c  e 

b c e a 

c e a b 

Groupe (Zz x 2 2 ,  +) 

Figure 3.4 : Tables des groupes d'ordre 4 



Chacun de ces deus groupes possède un éiément neutre noté e. Le groupe (Zq ,+) 

contient un seul sous-groupe d'ordre 2 soit ({e, b), +). Le groupe de sein contient 

trois sous-groupes d'ordre 2 : {e, a), {e, b) et {e, c} munis de l'addition. Les éiémcnts a, 

b et c jouent le même rôle dans le groupe de Klein mais non dans (Z4 ,+). Ce sont 

quelques-unes des caractéristiques de ces deux structutes aigébriques. 

On peut rencontrer ces deux groupes dans de nombreuses situations. 

1 : Considérons les déplacements dans le sens des aiguilles d'une montre d'un jeton sur 

les quatre cases d'un chemin cllculaite. La position du jeton après un déplacement 

quelconque est la même que celle après i'un des quatre déplacements suivants : 

1 

,Ah e : rester sur place 
/ 1 

/' 
a : avancer d'une case 

b : avancer de deux cases 

,/ c : avancer de trois cases. 

" y?<'' 
Le système algébrique fonné de ces quatre - 

déplacements et muni de l'opération r suivi de )) est bien un groupe d'ordre 4 

isomorphe à (Z4 ,+). 

2. E est le système algébrique fomé des éiéments O, 1'2 et 3 et muni de l'opération : 

n @ m = r ,  où r est le reste de la division de n + m par 4. Ce système algébrique 

constitue aussi une spédcaaon du groupe qclique d'ordre 4. 

3. Considérons deux interrupteurs, i'un rouge et Pautre vert, par exemple=. 

e : correspond à ne pas actionner les intemtptem 

u : correspond à actionner le rouge 

Q hemple tiré de : Diènes, ZP. et M.A. Jcevcs (1967) P d  ut Montréai : 0.CD.L. 



b : correspond à actionner les deux 

c : comspond à actionner le vert 

L'ensemble de ces actions muni de l'opération composition est un système algébrique 

dont la structure algébrique est celle du groupe de Hein. 

4. Dans l'espace à trois dimensions, considérons un repère fonné de trois axes 

perpendiculaires entre eux. Muni de l'opération de composition, l'ensemble formé des 

rotations de 180" autour de ces trois axes et de la rotation nuile, est un système 

algébrique dont la structure aigébrique est celle du groupe de Mein. 

L'habileté à reconnaître des caractéristiques communes à des spéatications est 

nécessaire pour se rendre compte que les systèmes 1 et 2 ont les mêmes caractéristiques 

structurales que le groupe cydique (Z4 ,+), que les systèmes 3 et 4 sont deux 

conaéasations du groupe de Klein et que 1 et 3 ne sont pas isomorphes. Cette habileté 

requiert de pottet i'attention exdusivement aux opérations et aux relations, 

indépendamment de la nature des objets sut lesquels elles sont déhies, et de mettre en 

évidence des relations intemes caractérisées essentiellement par les propriétés des 

opérations et des relations 

L'habileté à abstraite et à généraiiser une structure algébrique suppose également 

I'habihté à uoir une s~nvctm a/gcgchipe comme #ne abstmct&fi ou comme rmcgtn&harion. Faisons 

remarquer que bien que les deux processus d'abstraction et de généraiisation soient 

différents, leurs produits sont toujouts des @édités. Une stnrctute algé'brirpe peut 

être w e  à la fois comme une abstraction et comme une généraiisation. C'est le cas par 

exemple d'un espace vectoriel E de dimension n sut le corps des réels, on peut 

l'envisager à partir de ce que plusieurs espaces vectoriels de dimension n ont en 

commun indépendamment de leus objets. On peut également y voir une généralisation 

obtenue à partir d'espaces vectoriels de dimension 2, 3, 4, etc.. Vu en tant 

qu'abstraction, l'attention est portée sur les propriétés des opérations et des mhtions 



tll 

communes aux difféteats espaces vectods de dimension n indépendamment de leurs 

objets. Vu en tant que générabation, l'attention est portée sur les cas partidem à 

partir desquels la généralisation est e f f d e ,  soit ici les espaces de deux dimensions 

(R*), de trois dimensions (R3, etc. 

Par ailleurs, toute connaissance relative à la structure algébrique se répercute sur ses 

spécifications. Par exemple, n étant l'ordre d'un groupe et e son éiément neutre, 

sachant que a8=e, pour tout a éiément du goupe, oa en déduit qu'on a uue proposition 

analogue dans le cas n = 4 pour chacun des quatre groupes spécSques précédents. En 

outre, la connaissance d'une stmctme algébcique abstraite permet d'élargir la classe des 

structures aigébriques spécifiques qui ont pemiis de l'abstraire par la construction de 

nouveaux éléments. 

Dans la suite de ce travad, nous dirom qu'une situation réeile ou mathématique est 

a/gétnirab/e si elie peut être modélisée algébriquement, et que deux situations 

aigribrisables sont isomu@u si dlcs peuvent être représentées par un même modèie 

aigébrique. 

Faite de l'algèbre nécessite égaiement l'habileté à abstraire et à g é n M s a  des stnicnaes 

de situations réelles ou mathématiques, c&-a implique à son tour Phabikté à 

reconnaître des caractéristiques communes à plusieurs situations algébrisables et, en 

particulier, à reconnaître deux situations algébrisables isomorphes. h d a  611s 

d'illustration, considérons les deux problémes suivants : 

Dans une fmne, il y a des 
poules et des chèvres. En 
tout, on a compté 25 
animaux tomlisant 70 pattes. 
Combien y-a-t-il de chèvres 
et de poules ? 

D?ns un restaurant, il y a des tables 
à 2 piaccs et des tables i 4 places. 
En t o u ~  on a compté 25 tables 
tor?lisuit 70 places. 
Conibitn y-a-t-il de tables à 4 
phces et de tables à 2 places ? 



Nous avons ici deux situations aigébiisabks isomorphes. L'algébriste compétent doit 

être capable de reconnaître que ces deux situations ont la même stniaure. Bien qu'elles 

aient des contextes différents, elles ont le même système de relations entre les vaciables 

pertinentes. Cette struchue commune peut être représentée formellement par le 

système d'équations: y w ay appartenant à I'ensembl des nombres entiers 

naturels. A un niveau d'absbstrnction plus élevé, I'aigéb~iste saisira que les deux situations 

sont des cas partiders de cette clcsse de situations algébiisables dont la structure est 

représentée par un système de deux équations linéaires indépendantes à deux 

inconnues. Cette habileté permet de se rendte compte, par exemple, que d d è r e  tous 

les emplois de la règle de trois en arithmétique, ii n'y a jamais eu qu'une bnction 

linéaire, dont il s'agissait seulement de déterminer rune des valeurs sous telles ou teIles 

conditions. En une formulette, y = ay i'algèbre met à la portée de notre pensée, la 

quintessence d'une grande dasse de pmbièmes que l'arithmétique, faute d'une langue 

appropriée, s'est évertuée à vouloir aiansmettre sous l'habdage de problèmes pratiques, 

en en diversifiant les contextes. En particulier, il nous semble que cette habileté a été à 

la base de la constitution de l'algèbre d'ai-Khawarizmi, En effet, rappelons que son 

projet consistait à proposer des procédés généraux pour la résolution de classes de 

problèmes. Or, justement, chacune de ces ciasses est constituée de probièmes issus de 

situations aigébrisables isomorphes, soit celles qui peuvent être modéiisées par l'une des 

six équations canoniques d'al-Khaw;irinni. La donnée de ces classes doit éviàemmmt 

précéder l'élaboration de méthodes généraies pour résoudre tous les problèmes qui la 

constituent. Traditionnellement, l'étude des problèmes verbaux vient après 

i'ens@ernmt formel de h résolution d'équations. Ceia nous appataît êtte autant une 

m u r  épistémologique qu'une aberration pédagogique, car la notion d'équation 

algébrique est une abstraction qu'on ne peut consrxuire qu'à partir de situations 

aigébrisables isomorphes qui amènent les &es à oublier les objets en jeu et à centrer 

leur attention sur les relations existant entre les variables, les opérations et relations 

pertinentes. 



Enfin, faire de l'aigèbre nécessite I'MLttL à ginWer k d& et &proceproceh cJ@+nes 

(procédure de résolution de problèmes, algotithmes, etc.). Cette habileté peut se 

manifester, par exemple, quand on est capable de reconnaître le patron dans une 

situation numérique ou géométrique a de i'utüisa pour fiire des prédictions. A titre 

d'illustration, considérons la situation de phages successifs d'une feuille de papier en 

deux moitiés ; le but de l'activité est de trouver le nombre de régions déhies après n 

pliages. Un enfant du primaire ayant développé une telle habiieté sera capable de 

résoudre le problème dans les cas, n = 1, n = 2, n = 3, n = 4 et de réussir à prédite la 

sohtion pour des valeurs plus grandes de n. Un éiève du secondaite ayant développé 

cette habileté, quant à lui, sera capable de déteminer le nombre de régions en fonction 

du nombre de pliages, d'exprimer algébriquement la règie et, à un niveau plus avancé, 

de uower la règle générale donnant le nombre de régions obtenues après une série de n 

pliages d'une feuiiie de papier en m parties. 

Dans la résolution de systèmes de n équations linéaires à n inconnues, cette habileté 

permet également de généraliser une méthode de résolution, par subsütutions par 

exemple, des cas n = 2,3,4 à n'importe quelle valeur de n. 

3.4.5 Conclusion 

Dans cette section, nous avons mis en évidence quatre aspects importants de la pende 

algébrique: 1) habileté à penser analytiqwntnt; 2) habileté à construire, à interpréter et 

à valider des modèles algébriques de situations réelles ou mathématiques; 3) habileté à 

manipuler des expressions aigébriques selon des règies prédéhies a 4) habileté à 

abstraite e t  à généraliser des relations, des règies, des smcrure~s algébriques, de m h e  

que des structures de situations tédes ou mathématiques. L'habileté à penser 

analytiquement est une composante fondamentale de la pensée algébrique. En effet, la 

pensée analytique a joué un rôle cruciai à tous les niveaux du développanent historique 

de l'algèbre. C'est d e  qui distingue le plus la pensée aigébrique de la pensée 

arithmétique. Chacun des mis autres aspects de la pensée %brique nelate une 



habileté i n t e l l e d e  nécessaire quand on fait de l'aigèbre dans le cadre d'un des 

aspects de i'aigèbre ; le lien entre l'algèbre et la pensée aigébrique est ainsi daritié. 

Remarquons que ces composantes de la pensée algébrique ne sont pas exdusives à 

l'algèbre. Elles peuvent se retrouver dam d'autres types d'activités mathématiques. 

Les deux figures 3.5 et 3.6 illusuent notre modèie intégrateur de l'aigèbre et de la 

pensée algébrique (M.IA.PA.). il s'agit d'un m d e  théorique dans kqxei Pa@h cf rb 

pensée a/sébycle  ont nprientcEr~ comme ks a k  fanr 8unc même mC&Ih (ou à'nne pICn h 

monnaie). Nous utilisons cette métaphore pour soJigau le fait que i'aigèbre et la pensée 

aigébrique sont différentes mais L.Jdissociables l'une de l'autre. On ne peut, en effet, 

cons&e un sens de Yune sans Eiire appel à Pautre. L'aigèbre apparaît comme un type 

d'activités mathématiques et ia pensée algébrique cornme uo ensemble d'habiletés 

intelleaudes nécessaires dans ces activités. 

Pour marquer le rôle central que joue i'hbikté à penser analytiqumienn, dans la 

pensée algébrique, nous l'avons représentée au centre du modèie. Chacune des mis 

autres composantes de la face pensée algébrique correspond plus pamcuLcran . .. ent, mais 

non exclusivement, à l'une ou l'autre des trois composantes de la face aigèbte du 

M.I.A.P.A. 

Rappelons que M.1A.P.A. ne prétend pas donner m e  définition de i'algèbre et de la 

pensée algébrique. C'est un cadre conceptuel concernant i'aigèbre et ia pensée 

algébrique que nous avons élaboré en nous appuyant sur la revue de l'histoire du 

développement de i'algèbre présentée au chapitre 2 et sut une analyse épistémologique 

de l'activité algébrique. Il semira de r é f h c e  pour élaborer des approches didactiques 

pour l'enseignement de l'algèbre dans t'éducation de base. 



P i  3.5 : Face algèbte du M.1A.P.A 

Figure 3.6 : Face p s é e  aigébiique du MIIA.PA 



Rappelons que dans notre concephialisation, le concept d'opération joue ua rôle 

fondamental C'est à pattir de ce concept que nous avons d'abord limité k diunp de 

l'algèbre. En effet, nous ne parions d'aigèbre que lorsqu'au moins une opération est cn 

jeu dans l'activité. En outre, ce concept nous a pennis de définii: les tennes de base : 

système aigébrique, espression algébrique, équation et inéquation, fome 

propositionneiie algébrique, espace de caicul algébrique, modèie algébriqw, srname 

algébrique, situation aigébrisable, etc 

3.6 COMPARAISON DU MOD&LE T&ORIQUE PROPOS& AVEC LES POINTS DE 

W E  D'AUTRES AUTEURS 

Dans cette section, nous allons comparer notre modèle théorique M.IA.PA à des 

propositions d'autres auteurs. Nous examinerons d'abord la pmpositioa de Lins, qui a 

été le s e 4  à notre connaissance, i caractériser explicitement la pensée algébriqw. 

Ensuite, nous analyserons une proposition du groupe de t r a d  sur l'algèbre du Na&& 

Cound ofTeucbm ofMclrhcmatitr~s, eet, enh, l'knponantc contribution de Kaput. 

3.6.1 La catactkrisation explicite de la ptnstt algébrique de Romulo Lins 

Se basant sur une étude historique du développement de l'aigèbre et de considérations 

épistémologiques, h s  a h e  dans son travaii de thèse que : 

«To think algebraically is, (i) to think ARITHMETICALLY, and ci) to thMk 

INTERNALLY, and (jiiii to think ANALITICAUYA) (Lins, 1992, p. 56). 

Selon lui, le premier a i t h  (M to tbink ARlTHMETiCALLY ») est nécessaite à la bis 

pour caractériser i'absence des processus impliquant la notion de limite, dans le sens du 

calcul différentiel, et POUR rappeler que Ies opérations arithmétiques constituent un 

modèie fondamental pour la compréhension des opérations aigébriqws. Le second 

critère (« to think INTERNAUY 4 sîgni& que l'on opère exdusivement dans un 



champ sémantique numicique, à l'opposé pat exemple d'associer des nombres - en tant 

que mesures - à des segments et de justifier ainsi h manipulation de relations 

arithmético-algébriques (Lins, 1992). IL est nécessaire, nous dit Lins, pour distinguer la 

pensée algébrique d'auttes modes de pensée qui pcwcnt être utilisés dans la production 

de l'aigèbre. Le troisième cxitère (to think ANALYTICALLY ») met en évidence le 

catactère analytique de la pensée aigébrique. 

Dans sa thèse, Lins soutient que la production d'un résultat aigébrique ne met pas 

nécessairement en jeu la pensée algi,brique ni i'utilisation du symbolisme *brique. 

Cependant, il n'explique pas ce qu'il entend par aigèbre. 

Comme le montrent les p h e s  @ et ( i i  de sa débition de ccpenser aigébriquemenbi, ii 

ne considère que les espaces aigébriqws numériques. Cela nous semble une Iimitation 

trop forte de l'algèbre et, par conséquent, de la pensée algébrique En mathématiques, 

il existe d'autres types d'opérations que les opérations arithmétiques usueiies. On a 

peut être trop exagéré l'importance de l'arithmétique dans i'introduction de l'aigèbre. il 

est bien connu maintenant que le passage d'un stade arithmétique à un stade aigébrique 

est loin d'être facile à réaliser par les éièves. De récentes & d e s  ont mis en 

évidence certains changements conceptuels et/ou symboliques qui marquent la 

différence entre le raisonnement arithmétique et le raisornement algi.brique (Filoy et 

Sutherland, 1996). Plusieurs t?xpiications ont été avancées, dont on trouvera un bon 

échantillon dans Kieran (1992). Filioy et Sutherland (1996), par exemple, p m t  que 

les difficultés associées à la transition de l'arithmétique à Paigèbre semblent persister, 

peu importe que l'on introduise l'agébre comme un prolongement nanitel de 

l'arithmétique à partit des prerniércs années d'étude, ou comme un sujet séparé d'étude 

débutant plus tard dans le cursus scolaire. 

Par ailleurs, Lins ne caractérise que la pensée aigébrique. Il dit qu'eiie est différente de 

l'algèbre, mais il ne précise pas davantage ce qu'il entend pat cette derniéte, ni les liens 

qui existent entre les deux. Ben (19!32), le directeur de thèse de Lins, interpréte la 



pensée aigébrique telle que Lins Fa déhie comme une pensée permettant de résoudre 

des problèmes arithmétiques complexes en travaillant d'une manière flexible avec des 

relations dans le système des nombres rationne& ou réels. Selon lui, une telle forme de 

pensée existe certainement et Lins i'a monaé par une analyse effctive de solutions 

d'élèves; cependant, ajoute-t-il : MI muld prefer (...) to cal1 this complex atithmetic 

problem-sobg, and to reserpe the tenn Algcbraic for cases in which symbolism is 

used.» (Bell 1992). 

En conclusion, il nous semble que la rechudie de Lins a le mérite de bien m e m  en 

évidence i'importance de la composante pensée dytique dans la pensée algébrique, 

mais qu'eue laisse de côté d'autre aspects importants de cette dernière, comme 

l'habilité à construire, à interpréter et à valider des modèies de situations réeiies ou 

mathématiques. 

3.6.2 La proposition du groupe de travail sur l'algèbre (AWG) du NCTM 

En 1994, le NCTMU a mis sut pied Ie groupe de travail uAlgebra Workq  Gmqw 

(AWG) avec le mandat suivant : 

(. . .) to produce a dociiment chat: expimis the vision of aipbm for di that 
begins with experiences in d y  dtmcneniy school and cxtcnds through 
secondary school; &borates this vision by induding aamples, practicd 
ideas and promising pnctices, uid helps tcachers and school systems mise 
questions about the process of chanp. (NCTM, 1995, p. 2) 

Le groupe AWG était constitué d'une dizaine de personnes oewrant en mathématiques 

ou en éducation mathématique. En 1994, il a produit un premier document, qui a été 

révisé en 1995 et en 1997. Ce p u p e  semble s'être largement inspiré des travaux de 

Jim Kaput, notamment de sa vision de i'dgèbre que nous dons  présenter daas la 

section suivante. 

53 NCTM est le si+ du (( Natioaai Cwncil of Tachcm ofMathanatics B h plus inipo~tpllte assoalaoa 
d'enseignants de mathimatiques en AmCaquc du N d  



Dans son document, le comité propose un caàrc de réfknce (6gure 3.7) pour 

i'enseignement de i'aigèbre à l'école au moyen de I'cxploration d'une &té de mntcxttcs 

( ~ c o n t e x d  seâtingsu) connectés entre eux par des t h  oganrjuten~. Au chapitte 6, 

nous en analyserons les aspects didactiques plus en détail. Pour le moment, nous allons 

nous limiter à préciser le sens qu'on y donne à l'aigèbrc et à la pensée algébrique. 

SizekShape \ 
Growth & Change' 

Figure 3.7 : A Ehmework for conswcting a Vision o f m b r a  

Le groupe AWG précise que les thèmes sur les@ ont été basées les mnspositions 

didactiques antérieures n'ont pas cessé de changer suivant les époques. Ainsi explique- 

The mew mth» of the 60's was based on stnicture. This was followed by 
a cback to the basics movemmt, based havily on thinkhg of dgcbm as a 
Ianguage. In the 90's with the anagence of the graphing dcuiator, the 
concepts of fimction and modciing have become the cmtraI point for 
concepnializing algebra (NCTM, 1997, p. 9). 



il propose d'organiser le curriculum d'aigèbre i l'école selon les quatre tkrna~ 

orgarniratem qui figurent dans la 6guce 3.7 : Fnncki,m rrnd Rckzhbr, Struclrvn, MorlEbng et 

Qmentation and Ltnpges .  (U précise toutefois qu'il ne s'agit pas là nécessairement 

d'une iiste exhaustive. ) 

A propos du thème F'n&m mrd &UO~LF, les auteurs écrivent : 

The central mathematicai concept of fundon and its variant, a 
mathematicai reIation und& the quations, tables, and graphs so 
common to aigebra. Functions, and the t&ted concept of vuiable, give 
organized ways of th idhg  about an enormous vviety of rnathemaacal 
settings. (NCTM, 1995, p. 16) 

Remarquons que le concept de fonction n'est pas un concept intrinsèquunent 

aigébrique. Il est Pua des concepts d c a t e u r s  des mathématiques - comme celui 

d'ensemble - et il se retrouve souvent au centre de diverses activités mathématiques 

non nécessairement algébriques. Le groupe de travail ne précise pas ce qu'il entend par 

fonction et par relation mathématique fàisant pattie de l'algèbre, alors que dans notre 

cadre conceptuei, nous avons été dait à ce sujet. En cffee pour nous, une fonction fait 

partie de i'aigèbre seulement dans les trois cas suivants : 1) sa règk peut être représentée 

par une expression algébrique, 2) la fonction est elle-même dément d'un système 

algébrique (espace fonctionnel sut lequel sont déhies une ou plusieurs opérations, pat 

exemple la composition de fonctions, dans ce cas la fonction est vue globalement 

comme un objet), et 3) la fonction est elle-même iinc opération définie sur un 

ensemble. Pour nous, une dation hnctionnek n'est algébrique que dans le cas où elle 

peut s'exprimer au moyen d'une expression aigéb%w. Par uempie,y = sia(x) n'est 

pas une relation fonctionnelle algébrique, car le second membre de cette égalité ne peut 

jamais ette décrit au moyen d'une expression aigébriqw (une combinaison d'un nombre 

fini de temies de variables et d'opérations) dans le système des nombres réels. 

En ce qui concerne les thèmes Shuckm et Uodh'nt les auteurs emploient le ttmne 

structure tantôt pour sigdier une stnicture dgé'brique : (Organizing algebra around 

structure irnplies thinkiag about how systems operate; for instance, what enabiing 



characteristics of a system allows hctions to be combined or equations to be soived h) 

(NCI'M, 1995, p. 18), tantôt pour signifiet la stniaute d'me situation mathématique 

(modèle, une régulanté, etc) : «The study of sanictuns is a means of focusing on 

conunon aspects of many mathernatical situation= (ibid). 

En ce qui concerne le thème @ll?rentOn and I j l n g y p  les auteurs expliqwat : 

Algebra can be seen as a hguage - with its various 'cdiaiect'y of literal 
symbols, graphs, and tables. For instance, aigcbra cm be seen as a 
language for genetllizing arithmetic. (NCTM, 1995, p. 1 O) 

Ils ajoutent plus loin : 

Aigebra is a way of thinking about and representing many situations. It 
has a ianguage and a syntu, dong with tools and procedurcs chat promote 
this thinking and modeiing. 
(. ..) Its [the theme of laquage and represencation] cenual feature is the 
use of syrnbois to transkte and represent situations. (NCTM, 1995, p. 19) 

Dans le modèle M.I.A.P.A., Paspect langage de l'algèbre est implicite. Par contre, sa 

dimension syntaxique est représentée explicitement dans la composante manipulacion 

d'expressions algébrique selon des règles prédéhnicsn. 

On trouvera peut-être remarquable b ressembiance entre les thémes organisateurs 

proposés par le groupe AWG et les aspects de notte rnodèie M.1AP-A. G t t e  relative 

similitude montre combien ces aspects sont catactézistiques de l'acrivité algébrique et 

vient appuyer les résultats de notre analyse de i'aigèbre, que nous avons &ahCe de 

manière tout à hit indépendante des travaux de ce groupe. 

Par contre, il existe des différences notables entre les deux propositions. Une 

différence importante réside dans l'approche épistémologiqw de l'algèbre, de la pensée 

algébrique et des liens entre les deux. Rappelons que pour nous l'algèbre et la pensée 

algébrique sont, comme les deux faces d'un même médaille, solidaires Pune de l ' a m  et 

complémentaires. La première désigne un certain type d'activité mathématique, la 

seconde désigne un ensemble d'habiletés i n t e i i d e s  majeures, nécessaires dans cette 

activité. Pour le groupe du NCIU, en revanche, dgebra is a system of concepts and 



ways of thinking - both uith theSe conceps and about thema (NCTMI 1994, p. 7). 

Cette manière d'approcher l'dgèbre et h pensée aigébrique laisserait entendre, comme 

le fait remarquer Lee (1995), que la p s é e  algébrique vient après la donnée d'un 

système de concepts. Or, il ressort de nom analyse épistémologique, que, par: exemple, 

le développement du concept d'inconnue m algèbre est dû principalement à k 

tendance à penser analyuquement, une composame essentiek de la pensée algébrique. 

De même, i'émergence du concept d'équation est issue notamment des tendances à 

penser analytiquement et à chercher des aipithmes de résolution (donc à généraiisu). 

Cette analyse épistémologique nous a conduit à postuler que c'est la recherche 

d'algorithmes de résolutions d'équations à une inconnue et la nicessité de raisonner 

analytiquement qui ont motive le projet algébrique d'al-Kha- ayant abouti à 

l'émergence de l'algébre comme discipline autonome. En fdt, ib@gébn et  L pe~cEr 
a@bnque se dhcI~ppnt mnt f lmmen~ c h n e  p$tant th pto8" ak r-. Pas exemple, 

nous avons souligné au chapitre 2 que l'usage des letaes pour désigner à la fois une 

inconnue et des nombres donnés a été dans l'histoire essentiellement motivée par la 

tmdance à penser analy&pemeat et qu'en retour, l'algèbre symboiique est devenue un 

temin très ferde pour le développement de la pensée alge'bique &-même. 

Par aiiiem, bien que le groupe du NCIU dédate que s o n  cadre de référence fournît un 

moyen pour développer le misonnement algébrique des éièves, ii n'explique pas 

clairement ce qu'il entend par raisomemeut aigébfisue ni par pensée aigébrique, se 

contentant à ' a h e r  qu'iIs se txouirent enracinés dans des contextes («contexmai 

setringsa). A Ia suite de chaque ample, il consacre m e  secMn appeiée W h  ir the 

Algebm, où il tente de mon= comment l'exemple en question uévoqus, le 

raisonnement algébrique. 

Depuis plusieurs années, cet auteut tente d'éiaborer une n o d e  vision de PaIgèbre à 

i'école. R a publié un certain nombre d'éaits et présenté de nombreuses 



communications dans des rencontres intemationales à ce sujet Ses propositioas 

concernant la nature de l'aigèbre et de b p s é e  *brique ont évolué signiâcativement 

au ftl des ans. Nous discutons i a  la dernière proposition qu'il a présentée, en octobre 

1995, brs  de la rencontre annuclle du groupe nord-américain PME-NA* Bi que sut 

certains aspects, la proposition de Kaput semble voisine de notre modèle M.IA.PA, 

nous avons élaboré ce dernier de façon complètement indépendante, il y a de 

nombreuses années. 

Pour déciire i'algébre, Kaput dit qu'il est nécessaire d'envisagu ks mathhtiques selon 

une double perspective. Il éait en effet, 

Talk about mathematics often slips betwecn mathematics as implicitiy 
shared culturai artifacts - objccts, procedures, rdations independent of 
any individual - as when WC talk about IePrniag functions, polynomiais, 
facto&& ring theoy, lincar aigcbm, and so on - md mthemaacs as 
ways of thinking - genulliziog, spcalüpng, abstracting, computing, 
analogizkig, jusufjrhg, and so on. To dcscribc algebn tequires mixing 
both types of talk. (Kaput, 1995b. p. 74) 

insistant sut l'importance de prendte en considération une variété de «sigaincatû~ns» de 

l'algèbre, il en déaie cinq aspects - ou cinq formes interteliées du raisonnement 

aigébrique, comme il l'a écrit plus tard dans (Kaput, 1998) : 

Femq Algebra as Generaüzing and Forni-g Patterns and 
Constraints, especiaüy, but not uclusivcly Algcbra as Generaüzed 
Arithmetic Rcasoning and Algcbra as Gcnajizcd Quvltitaave Reasoning 

[Kuneq Algebra as Syntactidy Guided Manipuiation of (opaque) 
Formalisms 

[Mathematical Topic] Algebra as the Study of Structures Absuactcd 
fiom Computations and Relations 

vathematicai Topic] Aigcbra as the study of Functions, Reiations md 
Joint Variation 

Algebra as a Clusta of Modtling Languagcs md Phenornena-Controlhg 
languages. (Kaput, 199%) 

Les deux premiers aspects, dit-il, constituent le noyau du raiso~ement aigébrisue, et se 

retrouvent dans tous les auttes aspects. Les detdme et troisième aspect sont des 

sujets mathématiques importants alors que le dernier aspect présente i'algébie comme 



un tissu de langages. Il précise ensuite : di the aspects should be icgvded as loosdy 

spun and richly interwoven - they are by no means sepatata (Kaput, 19!J5b, p. 74) 

Présentant le premier as- il explique que 11 génédisation et Ia formalisation sont 

des caractéristiques intrkisèqucs de la majorité des activités mathariltiques et qu'elles 

sont utilisées en algèbre pour généraliser le raisonnement arithmétique (ca& purement 

mathématique) ou le misonnernent quantitatif (cacùe non mathématique) : 

Generalizing in aithmetic (numerid patterns, Isthmagons, etc.) begins 
withui a mathematid system, (ohen) the system of intcger, theh 
properties and opentions, whae undastanding of the mathematicai 
sauctures plays the core consbclining role; qumtitative reasoning is based 
in mathematizing situations and offm a different bWç for gencmlizing 
and fomalizing, wtiere understanding of the semantics of the situation 
plays the core constrvning role. 
Both the means and the goai of generaliPng is ta estabiish some formal 
symbolic objects rhat are intended to represent what is geuaaiized and 
rendez the generahations subject to further reasoning, perhaps d e d  bp 
computation - where the computations are at least tempody guided by 
syntax and patterns associatcd with the formai systcm mthtr than arhat is 
forrnalized. (Kaput, 1995b, p. 74). 

Le premier aspect décrit par Kaput (Algebra as Genedizing and Formalizing Pattc~ns 

and Consttaints, .., ) est b i  couvert par le modèie M-IAPA., notamment par la 

composante de la face aigèbre uÉlabomion et applLnMn dc s a v c ~ e s  (st~ctures 

algébriques, stnictutes de situations réeiies ou mathématiques) et de procédures (règîes, 

algorithmes, heuristiques, etc)» ainsi que la composante de la faee pensée algébriqw 

diabileté à abstraire et à &éraliser des relations, des règles, des saucnins algébriques, 

de même que des structures de situations réelles ou mathématiques). 

Lx second aspect décrit par Kaput (Algcbra as Syntactidy Guided Manipulation of 

(opaque) Fonrialisms) fait r é f h c e  explicitement à la composante c<Mmipulation 

d'expressions algébriques seion des règies prédéfinies>, de la faee algèbre de M.IA.PA 

et à (d'habileté à manipuler des expressions aigébriques selon des @es pédéhiesn,, de 

sa face pensée algébrique. 



Le ttoisième aspect (Algebra as the Study of Structures Absmcted fiom Computations 

and Rekrioos ) tàit référence i ia composante dhbomtion a application de swcwes  

(structures algébriques, saucwes de situations réelles ou mathématiques) et de 

procédures (règles, algorithmes, heuestiques, etc.)» de la face aigèbre de M.1A.P.A. 

Comme dans notre cadre conceptuei, Kaput utilise le terme stnichite dans les deux 

sens : structure aigébtique («structures absttacted h m  computationm) et structure de 

situation c(structures absaacted h m  relations>). 

Le quatrieme aspect décrit par Kaput (Algebra as the study of Functions, Relations and 

Joint Variation) est aussi couvert par notre modèle M.I.A.PA. On rencontre les 

fonctions dans diverses activités, dans la modéüsation (une fonction peut être le modèie 

d'une situation réelle ou mathématique) ou quand on fait vaaier les variables dam une 

expression aigébique. Dans le chapitre 6, nous allons présentet. une approche 

didactique de l'aigèbre basée sur le concept de fonction. 

Le cinquième et de.mier aspect déctit par Kaput (Algebra as a Cluster of Modeling 

Languages and Phenornena-Conttolling ianguages) souligne l'importance en algèbre de 

l'aspect modélisation, lequel se réfère explicitement à la composante dcmstruction et 

interprétation de modèies de situations réeiies ou mathématiques» de la face aigèbre de 

M.I.A.P.A. Dans la présentation de cet aspect, Kaput msiste sur l'utilité, d'un point de 

vue didactique, d'activités de modélisation assistées par ordinateur de phénomènes 

physiques tel que le mowtmmt d'un mobile, activités qui amènent les &es à 

cons&e des modèies aigébriques de phénomènes physiques et à tester leur validité. 

En condusion, il nous semble que notre modèle intègre bien les éiéments de la 

proposition de Kaput, et foumit des Cdairages supplémentaues sut les aspects de 

l'algèbre et de la pensée algébrique. Kaput ne semble pas insister sur l'importance de 

l'habileté à penser analytiquement, pourtant très caractéristique de la pensée algébrique 

et que d'autres auteurs ont souligné. Notre cade conceptuel semble plus préas que 

celui de Kaput, du fait que contrairement à lui, nous avons précisé la signification des 



termes que nous utilisons. Akisi lorsqu'il parle de fonction, il ne p d  pas la peine 

d'en iimitet le sens et on ne sait pas s'il inclut en algèbre les fonctions aigonométriques, 

diffétentielles, etc. 

Dans ce chapitre, en nous basant principaiem~t sur Ies données historiques du 

chapitre 2 ainsi que sur d e  réflexions persomeiies, nous avons d'abord -osé notre 

vision de l'algèbre et de la pensée aigébrique, puis nous avons présenté notre modèie 

intégrateur M.I.A.P.A. où 19a4$bre et la pensée algébrique sont rrpréscrities comme les 

deux faces d'une m h e  médaille. L'aigèbre apparaît comme un type d'activités 

mathématiques et h pensée aigébrique comme un ensembIe d'habiktés inteliectueiies 

intervenant dans ces activités. La face aigèbre est formée de trois composantes : 1) 

Construction et interprétation de modèîes aigébriqws de situations réelles ou 

mathématiques ; 2) Manipulation d'expressions aigébBques en suivant des règies 

prédéhies et 3) Élaboration et application de stcuchues (srnuana ai&briques, 

structures de situations réelles ou mathématiques) ct de procédutes (*es, aigorithmes, 

heuristiques, etc.). La face pensée aigébrique est formée de quatre composantes : 1) 

habileté à penser adyuquement; 2) habileté à constmk, à interpréter et à valider des 

modèles aigébtiques de situations rielles ou mathématigws; 3) habileté à manipuler des 

expressions algébriques selon des règies prédéhies et 4) habileté i généraliser et à 

abstraire des reiaaons, des règles, des sauautes aigébiisucs, de même que des 

structures de situations réelles ou rmthématiqucs. Nous avons mis l'habileté à penser 

andytiquenient au centre pour souligner k caractère adpquc de la pensée aigébrique 

et le &le cnicial qu'a joué la pensée analytique à tous les niveaux du développement 

historique de i'algtbnz Chacune des trois autres composantes de la face p s é e  

aigébrique indique une habileté i n t d d e  qui interpient de fiçon caractétistique 

quand on fait de i'algébre dans le cadre de l'un des aspects de ia hce aigèbre. Le lien 

intime qui &te entre l'algèbre et la pensée algébrique dans M.U.PA est ainsi tout à 



fait manifeste. A notre connaissance, aucun autre auteur n'a caractérisé aussi chkment 

Palgébre et la pensée algébrique, en Les distinguant l'me de l'autre et m préaçant 

exphcitement les liens qui tes unissent Par rapport à notre M.IA.PA, les propositions 

de Lins, du groupe de travail AWG du NCIM et de K a p q  concemant la nature de 

Paigèbre et de la pensée algébrique restent partielles, mettent I'aatnt sur un aspect 

particulier de Paigèbre ou de la pensée algébrique, ou encore omettant un de leurs 

aspects essentiels. 



Chapitre 4 

L'algèbre et la pensée algébrique 
en tant que composantes 

incontournables de l'éducation 
mathématique de base 



Ce chapitre vient compléter le cadre concepniel de cette thèse, dont i'objectif (voit 1.4) 

est de mener une étude approfondie visant à reconceptuaiiser le curriculum d'aigèbre 

pour tous dans Péducation de base. Dans ce qui su& nous commencerons par apponer 

quelques préasions concernant la notion de l'éducation de base. Ensuite, nous 

présenterons quelques arguments pour jus* 'enseignement de Palgèbre dans 

l'éducation de base. 

4.2 L%DUCATION DE BASE A L%CO~E 

L'UNESCO définit l'éducation de base (ou éducation fondamende) comme suit : 

Éducation destinée à répondre aux besoins SducaSs fondamentaus. Elle 
comprend l'instruction au premier niveau ou niveau i n i a  sut laquelie 
peut se fonder Pappraitissagc ultérieur; eile englobe Péducation de la 
première enfance et l'enseignement pMiWe (élimeutaire) dispensé aux 
enfants, ainsi que l'éducation des jeunes et des adultes par 
l'alphabétisation, l'instruction générale et l'enseignement de savoir-fute 
utiles; d e  peut s'étendre i l'enseignement secondaire dans certains pays. 
(UNESCO, 1993, p. 47) 

Le Dictionnaire actuel de l'éducation h définit ainsi: 

Éducation dont l'objet est de tépondte aux besoins éducatifs 
fondamentaux; premier niveau d'mstnieùon ou niveau de base pouvant 
servir d'assise à des apprentissages plus poussés; source mânc du 
développement humain. (Legendre, 1993, p. 447) 

Une éducation de base répond à des besoins fondamentaux des individus : 

Ces besoins comprennent à In fois les outils d'apprentissage essentiels 
(lecture et écriture, expression oraie, aptituàc numirique et risoiution de 
problèmes) et les contenus fondamentaux (connaissances, compitences, 
valeurs et attitudes) nécessaires aux iaes humains pour pouvoir survhe, 
développer toutes leurs facultés, vivre et t r d  dans la +té, 
partiaper pleinement au développanent, améliorer leur quaiité de vie, 
prendre des décisions éciirées et continua i apprendre. (M) 



Elle répond également à des besoins fondammtaux de ia société. U ne s'agit pas 

simplement d'une question de démoctak, mais également d'une question de sumie et 

de perpétuation de la société. En effet, pout maintenir et développer les institutions 

administratives, politiques, économiques et cuitutelles, il est aiussaire de préparer les 

hommes et les femmes à s'acquitter des tâches qui s'imposent Et, pour que les 

citoyens puissent participer à la gestion de la cité et aux décisions stratégiques de la 

société, il faut qu'ils soient dotés d'une éducation niinimale de base. 

Dans la suite de ce travaii, nous utilismns comme synonymes les expressions édrrcanon 

de bare et éducationfonriLunentoIc. 

Intenogeons-nous maintenant sur les ûnalités de i'éducation de base. D'une paq 

l'éducation de base a comme objectif de former le htut adulte; d'autre part d e  doit 

tenir compte des besoins immédiats de i'enfiint En principe, elle doit afJirtcr n a h k  

&m son dhei$pment e t  I r n ' p e t t n  d'mi une yri! riche et motibnte. D'autre part, on 

s'accorde généralement pout dire que i'éducation de base a pou uitirne tinaliité que tour 

&J m e m h  de La soàété oient une tdwmtton minUnah qui &nrpmrrctre & jwwpkinmrtnt leur db & 

n'tgm, kdepac@r art dtycloppnrimt et rwpnrgrW & kw ~ o n ë t i  et ai v i m  une vie &nnte. 

11 faut prendre garde de définir i'éducation de base uniqwment à partir d'une anaîyse 

des besoins actuels de la soaété, sans tenir compte de son évolution k e .  Même si 

i'éducation fondamentale comporte immanquablement une part d'antiapation, un fait 

demeure : au renne de cette formation, les éièves devront répondre aux souhaits et 

exigences de leur société à l'époque où ils seront actifS. 

Par ailleurs, l'un des fondements de Péducatioa de base est son caractère d'universalité. 

C'est-à-dire que taru les citoyens doivent recevoir cette éducation minimale de base. 

En théorie, dans m e  société démocratique, une éducation de base formelle est 

forcément universelle, du fait que ia scolarité obligatoire est généralisée, c'est-à-dire que 

tous les enfants à un âge approprié accèdent à l'étole de base. On voit ainsi que toute 

éducation fondamentale présuppose le prinape de la généraiisation de l'enseignement 



Une éducation de base n'est donc pas une éducation d'&te En p"cipc, cile doit 

forcément s'adresser à tour ks &B. L'Crtrwrion ds buuc &nt il art pcslion a h  notn 

t m v d  clevmit &nc s'khr5m à tw &s efuntr - sa4 bien sût, à un petit nombre d'enfants 

gravement handicapW qui autant besoin d'une iducation fondamentale adaptée et 

spéaaiisée. 

Coombs introduit la distinction suivante : 

&k&n ~ ~ ~ w A I c U C .  Processus relativuntmt non organisé et non 
systématique grâce auquel chaque individu acquiert des attitudes, &s 
valeues, des connaissmces théoriqua et pratiques par lyexpéricncc 
quotidienne et l'hfl uence éducative de son en~omcment.  

E b h h n  j~mtIk. Processus hiirarchigucmmt structuré et 
chronologiquement gradué qui se poursuit de I'icole primaire i lYUamasiti 
en passant par l'école secondaire et comprtnd un enseignement général, 

et professiotsnel. 
&c&n m~orifimnL. Toute activité éducative O@& en dehors :=Y?= 

du système scolWe à l'intention d'&es déterminés tt en fonction 
d'objectifs préas. (Cité dans Biooms, 1981, p. 53) 

L'éducation de base s'acquiert seion ces ttois modes à la fois : iducation fornide 

(centres de la petite &ce, écoie primaw et dans certains pays une partie de i'école 

secondaire), éducation non fomelle (clubs et associations clberses, pmgtvnmes 

d'alphabétisation, etc) et éducation infonnek (par i'expiritnce quotidienne, par 

I'intennédiaire des médias et de l'action d e ,  etc). 

Dans la suite de ia thèse, Pexprcssion i&&on de base seta utilisée dans le sens d'une 

éducation de base formelle, prise en charge pas le système scolaire. En outre, nous 

utiliserons Pexpression rcohté obb- pour désigner la péiiode dutant laquelle 

i'éducation de base fornelie est réalisée. 

À sa sortie de i'école de base, chaque individu doit powoir poursuivre des études plus 

poussées ou suivre une formation aboutissant à un emploi, et posséder les outils 

nécessaires pour vivre et agir en acteur social éclairé. Longtemps, sauf dans de rares 

exceptions, i'éducaàon de base était rénlisée entièrement à l'école primaire, soit une 



scolarité obiigatoire de cinq ou six années d'étude, comme c'est le cas encore pour 

certains pays en déveioppcment. Site  à la démocratisation de Pédwation, aux 

bouleversements technologiques et au- diangements rapides qui se produisent dans 

la plupart des sociétés, la scolarité obligtoire est, dans la majorité des pays, de neuf 

années d'étude, et même au-delà pour certalis d'mm eux. Ainsi, l'école secondaire est 

devenue un lieu d'éducation fondamtntaie. 

kêtons-nous maintenant brièvement sur les priacipales matières à enseigner dans 

i'éducation de base. Une iecnite cursive des contenus de l'éducation de base dans 

beaucoup de pays montre qu'il existe un c& consensus, au plan intemationai, sur le 

fait que l'apprentissage de la hgue et ceiui des mathématiques font partie du noyau dut 

de l'éducation de base pour tous ks citoyens. Les savoir lire, savoir é&e et savoir 

compter sont, en effet, des habiletés de base acceptées universeliement et largement 

enracinées dans la culture populaire dans toutes les sociétés. Ceux qui ne les maîtrisent 

pas sont considérés comme des adphabètes. 

En plus de la langue et des mathématiques, d'autres matières viennent conmbwt à 

l'éducation de base : histoire, éducation morale et re!iigieuse, saences natutelles, atts, 

géographie, langue seconde, éducation physique, etc Leu choix et leur importance 

relative varient selon les pays et ks époques, et au gré des modes et des réformes m 

éducation. 

Pour les besoins de notre a a d ,  ce qu'il impoae de retenir, c'est que de Eaçon 

universde, les mathématiques occupent une phce prbdégiée daus l'éducation de base. 

D'où la nécessité d'une bonne éducation mathématique! de base pour tous. 

4.3 OBJECTIFS VISÉS DANS L'&DUCATION MAT&MATIQUE DE BASE 

Les mathématiques font partie des disciplines scolaires traditio~eiiement enseignées à 

récole. II n'a jarnais été question de bannir les mathématiques du curriculum de l'école. 



La demande des plus sceptiques est de m i r  à la baisse les contenus mathémaques 

enseignés et de ne pas obliger tous les Üeves à apprendre des mathématiques dont une 

minorité seulement se servira plus tard. Les points de vue à ce sujet sont largement 

influencés par les conceptions que se font ces petsonnes des mathématiques et suttout 

de leur rôle dans l'école et dans la s d t é .  

Le grand public perçoit les matfiéma* comme étant omniprésentes, dans les objets 

techniques, l'informatique, les laboratojres, les sondages, l'économie, etc., sans jamais 

être très visibles. Tous les reconnaissent comme passage obligé dans la fomtion des 

élèves et dans l'accès à Ia formation à un emploi, tout en constatant que, devenus 

adultes, ils n'en utiliseront que quelques nidimem. Pourquoi alors enseigner tant de 

mathématiques à tant d'enfants, se demandent les plus sceptiques ? D'autant plus 

qu'actueliement des machines sont disponibles - et à bon marché - capables d'exécuter 

des calculs des plus simples aux p h  compliqués. Même dans la vie professionnele de 

Ia majorité des individus, peu de mathématiques sont directement utilisées; celles qui le 

sont correspondent soit à +que nidknents que l'on apprend à l'école primaire, soit à 

des techniques spécialisées dont Pusage ne nécessite pas une comprehension 

approfondie. 

A nom avis, il faut prendre garde de conchue m p  rapidement que, d'une p a  dans 

l'éducation de base on ne doit enseigner que dcs mathématiques dont les élèves vont se 

seririt plus tard et que, d'autre part, il est inutile que l'école se charge de leur apprendre 

ce que des machines peuvent taite à leur place. Certes les machines, en l'occitnence la 

calculatrice et l'ordinateur, sont capables niaintenant d'exécuter des tâches 

mathématiques, comme des calculs compliqués, des manipulations symboliques, des 

représentations graphiques, qu'il serait aès ardu de faw à la main. En cela, eh 

agissent comme des ~ ~ G U K  mitds ,  en ce sens qu'des augmentent nom pouvoir 

de faire et d'appliquer des mathématiques. Cependant, comme la disponibilité de 

l'automobile ne dispense pas de la nécessité de savoir marcher, et celle des logiciels de 

traitement de texte ne dispense pas du besoin de savoir écrire, les calculatEces et les 



ordinateurs, aussi disponibles et puissants gusils soient, ne dispenseront jamnis les gens 

d'avoir une certaine connaissance en mathématiques. 

Par ailleurs, il faut prendre garde lorsqu'on invoque un argument basé sut  une analyse 

des besoins actuels de l'adulte ou de la sociité. En effet, le monde de l'enfant lorsqu'ii 

deviendra adulte sera certainement diffétent de ceiui d'aujourd'hui 11 hut tout 

particulièrement prendre en compte kç reconversions professionnelles que de 

nombreux individus demont affronter et qui nécessiteront souvent des connaissances 

plus larges et plus approfondies en mathématiques. Dans ce sens, comme i'avance 

Chamay (1996), les mathématiques ugles ne se limitent pas à celles qui seront 

directement utilisées, des d o k t  également fournit la base de compléments ou 

d'approfondissements ultérieurs. Dans l'éducation de base, il s'agit de faire en sorte 

que les élèves disposent de connaissances précises et aussi de les amiu pour leur 

permettre d'enrichit ces connaissances (Chamay, 1996). 

Dans la communauté des éducateurs, ies arguments avancés pour justifies 

l'enseignement des mathématiques, notamment dans le cadre de l'éducation de base, 

ont va& au cours du temps. hvoie (1994) rapporte que le discours traditiond, qui a 

hi par passer dans l'opinion popuiaire, a h e  que Ics mathématiques sont enseignées 

p m  qu 'CIbs fm&t PeptP, q ~ k k  rmènt vrlks &n.r & Yur & tons &s /G,m et p'ck 

senrenrnzènt h m  /Rr tecbn+s el hs slrcndat. 

Selon cet auteur, au 1- Scie on acceptait comme allant de soi que les 

mathématiques forment l'esprit. Selon des conceptions psychologiques et 

pédagogiques de l'époque, le cemeau était considéré comme un musde qu'il était 

possible d'entraîner (op. al.). ii ajoute : «certains cemaux étaient sans doute mieux 

pourvus que d'autres puisque, seion des théories phrénologiques, on croyait avoit 

repéré la %osse" des mathématicpes i i'extrémité des arcades soUtàlières> (Lavoie, 

1994, pp. 12-13). De nos jours encore, c&s enseignants disent à l e m  élèves que les 

mathématiques forment l'esprit Peut-être se sentent-ils autorisés de parler ainsi en 



s'appuyant sur certaines recherches contemporaines, estime Lavoie qui poursuit : ia 

suite des travaux de Piaget, on fit en eEit une adogie entre la constniction du savoir 

mathématique et les phases de f o d o n  de l'inttlligencem @. 14). A ce propos, il cite 

Gréco, qui résume bien la situation : 

II y a [...] une compahiiliti totale entre l'histoire même de 1? construction 
mathématique et l'histoire uatureiie de l'intelügence, entre l'activité du 
mathématicien et celie àu sujet; si bonnes soient-elles, les difféIences ne 
sont que de niveau (Gréco, 1984, p.118, até dans Lavoie, 1994, p. 14). 

De teiies afh-utions ont nomi l'idée de construire l'enseignement des mathématiques 

en prenant comme canevas la @se présumée de l'inteliigence : mal interprété, le 

discours paraît établir un Lien de cause à effet tnae l'enseignement des .mathématiques 

et la fomtion de i'inteihgence, conclut Lavoie 

Les mathématiques sont-elles indispensables dans la vie de tous les jours ? On peut 

répondre par non en arguant que les tâches quoadiennes nécessitent peu de 

mathématiques, lesquelles pewent être exécutées souvent à l'aide de calculatrices 

électroniques ou autres ouals technoIogiques. Ou bien, on peut répondre par oui en 

pensant par exemple aux tâches quotidiennes orcihices qui sont dictées par le devoit 

de la citoyenneté (voter intelligemment, être un consommateur vigilant, etc). Dans ce 

cas, plus les discours s'adressant aux citoyens font appel à des mathématiques, plus 

ceux-ci doivent en connaître &amment pour pouvoir déchif&er et saisit les tenants 

et les aboutissants de l'information qu'on leur O& Étant donné les 6naiitis que vise 

l'éducation de base pour tous, on peut sans conteste af%mer que les mathématiques 

sont indispensables pour les individus dans h société d'aujourd'hui. 

Un troisiéme et dernier argument ciassique pour justi& î'enseignement des 

mathématiques à tous est que ces demières sont utdes pour la préparation aux saences 

et aux techniques. Les sceptiques ne contestedt pas Pexistence de domaines nécessitant 

une Fomaaon mathématique - la physique, l'informatique, l'économie, etc - mais, 

avancent-ils, ces domaines sont relativement peu nombreux et concernent en dé6iitive 

peu de gens, au demeurant des spécinlistes I @voie, 1994). A ceia on peut répondre 



qu'une formation mathématique demeure indispensable pour l'apprentissage de 

certaines discipllies scolaires ou encore constitue ua prealable pout accéder à des 

formations ultérieures. Car l'élève de l'école de base n'a pas encore une idée précise de 

ta fonnation dans laquelle il s'engagera après sa scolarité obligatoire, qu'elk soit 

professionnelle, technique ou ghérale, ni par conséqueat du volume et de la nature des 

mathématiques qui lui seront nécessaites. L'école de base doit donc permeme à chaque 

enfant de s'approprier les connaissances et les méthodes mathématiques de base qui lui 

permettront de s'engager dans la fonnation qui lui convient et de la complétez par la 

suite. 

En définitive, une éducation en mathématiques conmiue à l'éducation de base des 

enfants, futurs atoyens, en visant les quaae finalités suivantes : 

Préparer le citoyen en tant qu'utilisateur des mathématiques pour qu'il 
soit un acteur s d  et économique éclairé ; 

Préparer l 'enht à de futures cametes professiomeiies ; 

Faditer à l'élève l'apprentissage et la compréhension d'autres disciphes 
scolaires ; 

Conaibuet au développanent persomel et culturel de tous les éiwes, en 
h a n t  apprécier les mathérmtiques en tant qu'activité int-k riche, 
stimularite et attrayante et en tant que discipline sciennfique ayant ses 
propres caractéristiques d'esthétique et de beauté. 

La première rialité vise la satisfaction d'un besoin de la société, mais cohcide aussi 

avec des besoins personneh des individus. Il s'agit ici, comme i'avancc Fcy, de viser le 

déveioppement chez l'élève d'habiletés mathématiques lui permettant de s'acquittet 

efficacement de son devoir de citoyen et d'appréhender son enviromment social et 

technologique (Fey, cité dans Bel, 1979). 

Le citoyen d'aujourd'hui se trouve très sollicité à la fois comme consommateur et 

comme participant au processus démocratique. Il se trouve dors souvent daas une 

situation où pour hire un choix pertinent, il doit analyser et cornpater dilllërents 

scénarios qui sYo&ent à lui Par exemple, les assurances, les banques, les compagnies 



de téléphone, etc., pour attacher des ciients à lem concunents, proposent diffétents 

plans; les dients ont besoin d'avoit une certaine base en mathématiques pour pouvoir 

faire un choix idaité. D'autre part, le langage mathématique est utilisé kéquemment 

dans le discouts poiitique. Pour justifier certaines décisions, les politiciens n'hésitent 

pas à uàliser des indicateurs socio-économiques (taux d'infiation, taux de croissance, 

démographie et planification fimiide; hausse des salaires, coût de ia vie; etc.), à faire 

appel à des statistiques où à se référer à des sondages. Une certaine base en 

mathématiques est indispensable au citoyen pour comprendre ce qu'on lui présente et 

pour éviter d'être exploité. 

Le monde d'aujourd'hui est défini et expliqué en termes saentifiques, mathématiques et 

technologiques. ii n'y a qu'à consulter une page d'un journal ou d'une revue pour 

s'apercevoir combien les mathématiques sont utilisées daas la presse. Une certaine base 

de connaissances en mathématiques paraît ainsi nécessaire pour le bon exetcice de la 

atoyenneté, Il serait, à notre avis, dangereux pour les individus eux-mêmes et pour le 

fonctionnement même de la soaété, que cette culture mathématique fondamentale soit 

accessible à une minorité d'individus seulement. 

D'Ambrosio pour sa patt h e  : 

Le prindpal objectif de l'enseignement des mathématiques ... est de 
dévdopper la capaati des individus i idenfia les mathimatiques dans 
l'expérience inteiiecniellr et à distinguer le raisonnement et k méthode 
mathématique dans toutes les situations où ils sont présents ou pourraient 
s'appliquer. (Cité dans Brooms, 1981, pp. 59-60). 

Selon la deuxième balité, le curriculum de mathématiques doit permettre à chaque 

éiève de maîtriser les connaissances mathématiques nécessaites pour accéder à la 

formation professionnelle ou pour s'engager dans des études plus poussées. Il fauc bien 

souligner que i'éducation de base n'est pas une formation prolessionnalisante. C'est 

une formation généraie au bout de laquelle i ' é h  accède à une formation 

professionneiie de son choix ou poursuit des études. Une question s'impose aiors : 

quelle éducation de base en mathématiques peut pemettre de pn5parer chaque enfuit à 



accéder à une formation professionnalisantc, notamment une qui nécessite des 

connaissances mathématiques ? 

La troisième &alité découle d'une contrainte du fonctionnement même dc l'école : 

l'enseignement des mathématiques est essentiel à i'enseignement d'autrcs disciphes 

scolaires. De ce f a i ~  il conmiue aussi à la réalisation de la deuxième &aIité, à I'instar 

d'autres discipiines enseignées à Pécole de base. Comment fiire pour que 

l'enseignement des mathématiques hciiite aux élèves l'apprentissage d'aunes disapiines 

scoIaites ? Inversement, comment î'enseignernent d'autres disciplines scolaVes peut-il 

faciliter l'apprentissage des mathématiques ? Les rapports entre mathématiques et 

autres disciplines scolaires (ou qui pourraient le devenir) sont loin d'être fades à saisit. 

Dans la littérature, un grand nombre de ternies est utilisé pour désigner ces rapports. 

Ainsi, en hançais, on parie d9interdiscipIkiarité, de multidisciplinarité, de 

ttansdiciplinatité et d'intégration des matières, tandis qu'en anglais, on utdix les mots : 

kitegration, connections, cooperation, coordination, cortelateci, cross-discipliaary, 

&seci, interactions, interdependent, iinked, unifleci (Bdin n White, 1995). A ce 

propos, Chamay se demande: 

Comment certaines notions mathématiques sont-&s utiiisées dans 
d'autres discipiines, avec rpeh aménagancnts et, à l'inverse, comment des 
problèmes posés en physique, par exemple, peuvent-ils éac au point de 
départ d'un txavd sur de nouvelles coanaissaaccs ? Faut-il avoir travaillé 
préalablement sur ks vecteurs pour pouvoir étudier h notion de force cn 
physique ou bien, au contraire, ks qucsaons suscitées par In représentarion 
des forces en physique peuvent-des i t .  l'occasion d'un tmwil Jimultani 
en mathématique et en physique 7 La volonté de diveloppcr, i Picole une 
véritable culture scicniitique ct mathématique trouvuait ià me occasion de 
s'affirmer conaètement. (Chamay, 1996, p. 15) 

Les disciplines enseignées dans l'éducation de base devraient s'artiniler de façon à 

contribuer hannonieusement au développement intégré de l'enfant dans I'éducation de 

base. Le Y&k édité par le NCTM55 en 1995 présente les idées de dif5éreats auteun 

à ce sujet. 

55 House, P. A. & Coxford, A F. (Eds.) (1995) Cfrrad'g mdbanah'cs amus th Mnarlwrn. 1995 Yc?cbook. 
Restos VA: Naticmai Councii of Tcachcrs oCMahanatics. 



Concernant la quatnime Mt& il est génédemmt reconnu que les mathématiques 

conm%uent au déveioppement p o d  et cultutel de tous les élèves. Comme 

i'explique Freudenthal: 

Les mathématiques sont une activité humaine i ia fois natureiie et s o d e ,  
de même que la parole, le dessin et i'itrihire. Eiies cent parmi les 
premières activités cognitives que nous c o ~ s i o n s  et elles ont été la 
première disapline i être enseignée, mais elles ont évolué et elles se sont 
transformées sous l'influence du chaapcnt sorill, tout comme leur 
philosophie et la manière de les enseigner (Frrudcnthai, 1979, pp. 342- 
343). 

Si les mathématiques sont ua hétitage de Phutnanité et font partie de la cuinue 

universelle, elles sont aussi une discipliue scienti6qw ayant ses propres caractézistiqueç 

d'esthétique. mes continuent à fasciner un grand nombre de personnes, pour qui elles 

sont la source de satisfactions perrsomelles profondes et l'occasion d'activités riches et 

stimulantes. Cette dimension n'est pas à négliger dans l'éducation mathématique de 

base. 

4.4 L'ALGÈBRE ET LA PENSSE ALGÉBRIQUE EN TANT QUE COMPOSANTES 

INCONTOURNABLES DE L%DUCATION MATHÉMATIQUE DE BASE 

Pendant fort longtemps, i'édwtion mathématique de base se composait 

essentieliernent de i'arithmitique, des mesures et de rudiments de la géométrie 

enseignés au p d m a k  Dans plusieurs pays, suite au prolongement de la scoiarité 

obligatoire, d'autres sujets enseignés autrebis à i'école secondaire sont devenus 

récemment des composantes de l'éducation mathématique de base. C'est le cas, 

précisément, de i'aigèbre, et aussi de chapitres de la géométrie, comme la géométtie 

déductive et la géométrie ad$que. Plus récament encore, soit depuis une vingtaine 

d'années, on discute l'oppornull~ d'indure dans l'éducation mathémaaque de base, une 

initiation à la géométtie à ttois dimensions et à i'étude mathématique du phénomène du 

hasard. 



Revenons au cas plus spéci6que de l'Wb= Comme nous vaons de le souiigner, elle 

est devenue généraIement une composante des mathématiques enseignées dans 

l'éducation de base et un préaiable indispensable pour l'étude de thèmes mathématiques 

importants par la suite comme ks fonctions, la géométrie analytique, le calcul vectoriel 

et matriael. 

Insistant sur l'importance de l'aigèbre dans les mathématiques de l'école, certains 

auteurs vont jusqu'à afhnncr que l'aigèbre ne doit pas être vue comme une ma& 

scolaire isolée, mais plutôt comme une manière de traiter les aums matières 

mathématiques enseignées à l'école. 

1 also need to rernark that I do not sec aigebra as an identifiabk course, 
separate forrn other branches of mathematics, but as npp&g 
throughout the mathematics couse, its spbolism, concepts, and methods 
b&g used whuever appropriate in the other fields - in expressing 
axithmetical geaeraiization, s o b g  gmrnetticai problems, denoting 
unknown elements, sohrkig quations and establishing reiations in 
trigonometry, as fannuias for use in stacistics and mensurations, and so 
on. This is, 1 believe, comct h m  both epistemologicd and peàagogicai 
standpoints. (Bell, 1996, p. 167) 

Le point de vue de Kaput est encore plus trandimt : 

Algebra as a course is simply wrong. As an expressive ianguage it nec& to 
be used for many yevs amss ,  muiy situarioas, as a means to utend and 
generalize quantitative rtlsoning and to s m e  the devcloprnent of multiple 
strands of mathematics. As an important set of structures, it should grow 
out of and hclp c o n t ~ c  uithmecic, and hta (h high school) shouid 
grow out of work with polyncdds and other objccts in a spirit of 
conjecture and justihtions, se thg  the stage for futthet levaing at thc 
coUege l e d  The intrinsic embedddness of aipbmic reasoning is 
violated by ~earkig it as a course. (Kaput, 199X, p. Xx) 

Par ailleurs, l'algèbre est aussi un p&bk indispensable à l'apprentissage d'autres 

disciplines scientifiques de l'icok secondaite, comme la physique et les saences 

natureiles. Usiskin va encore plus loin; il explique à des &es la nécessité d'apprendre 

l'algèbre comme suit : 

Without a knowledge of llgebra, 
you are kept fiom doing many jobs or  men aitering programs that 

will get you a job; 



you lose control o v e  parts of your life and must rely on others to 
do things for you; 

you are more likely to make unwise deddons, hnmd and 
othezwiSe; and 

you will not be abie to understand many ideas discussed in 
chemisay, physics, the tlrtb sciences, economics, business, psychology, 
and many others ateas. (Usiskin, 1995, p. 31) 

L'aigèbre a toujours posé un problème partidet dans la problématique de 

l'enseignement des mathématiques pour tous. En effet, si l'enseignement de 

l'arithmétique pour tous a depilis longtemps fait l'unanimité, même auprès du grand 

public, il n'a pas été de même pour celui de l'algèbre, laquclie reste perçue, à cause dit- 

on de son langage formel, comme étant hautement abstraite et donc hors de portée de 

la majorité. Dans le cas de la géométrie, on a 6ni par se mettre d'accord sur un 

ensemble minimum de sujets à enseigner à tous, à savoir : périmètres, aires, volumes; 

nom et propriétés de quelques ûgures géomémques usueiies; etc. Dans le cas de 

l'algèbre, le pioblème reste entièrement posé. Il découle en pmie du fait que l'on a 

tenté d'enseigner à tous, selon les mêmes méthodes, ce qu'on enseignait en algèbre à 

une minorité. Cela a occasionné le genre de problèmes cités dans le chapitre 1, et c'est 

pour cette raison qu'il existe autant de travaux de recherche et de développement à 

propos de l'enseignement et l'apprentissage de l'aigèbre dans Péducation de base. 

Retraçant l'évolution de l'enseignement de I'atithmétique à l'école - d'abord il a été 

limité à une minorité, ensuite il a été étendu à m e  majorité d'&es; maintenant il 

rejoint tout le monde - Usiskin avance que Pcnseignement de l'algèbre va 

probablement suivre une évolution semblable dans i'avenir. A cet &et, il avance trois 

types d'arguments : 

Foliowing the history of aithmetic, the htst componcnt in the question of 
algebra of ail would have to be a perceivcd need by society for that 
algebra. 1 beiieve the generai view of the nonmathematical public is that 
algebra is certainly required for h u e  engineers or scientisists or for mrk 
with cornputers, statistics, economics, or mg field that scems dependent 
on numbers; or for any field that uses science, such as medianc. The 
generd public rnight also r&e that the bdduig trades, such as carpentry 
or plurnbing, use algebraic fornuias. It may wcii be b t  this is enough to 
ensure that aigebra should be and d be taught to ail, 



A second argument for major attention to dgebra and highcr mathanatics 
for the entire populace bas appcvcd rccently in the policy arcna of the 
advanced indusmalized countries. It goes sorncwhat as foiiows: The 
economic weii-being of a country must be b e d  on baving jobs for its 
people. The new jobs in the 21" c e n t 7  will bc based on achievrments in 
sectors such as biotechnoiogy, ttltcomninricltioas, cornputers and 
softarare, robotics and machines tools, and miaoelectronics. Better 
products in these aras requin statistid quality control To have 
statisticai quality controi, workers need to understand it, which requires 
that they have studied staàstics md o p t i o n s  resmch, and for these a 
person needs a considerable unount of mattiematics. Thus, whereas, iu 
the past, knowledge of this mathematics hs been seen as an MdniriiirvJ 
need, now the knowledge is secn as a naital need. That makes it even 
more likely that algebra will be for di -dents. 
For a couple of huncircd y- therc has esisted the mathermticd ianguage 
and tools that make wiivusal cornpetence in *bra a reasonable 
expectation. Worldwide we use the Latin alphabet in clementary nlgcbm; 
we use coordinate gmphs to piaute hctions. The big change -within 
the past 7 years - is that there now cxists technology that makes the 
graphiag of functions and data, and even curve-fitting and data audysis 
accessible to al, witb the ability to be taken anywherc one has a pocket, 
and user-friendy enough so that one does not need to know huge 
amounts of mathanatics in order to use the tccânology. (...) 1 bclieoe that 
algebra wiU bccome a subjcct for di but not the same dgebra that we now 
teach, and with it wili corne rmny of the concepts of elementary anaiysis 
and caldus. (Uskitin, 1994, pp. 320 -321) 

Dans cette citation, notons en pareiculier qu'Usiskin insiste, lui aussi, suc le fitit que 

i'algèbre pour tous sera très dinérente de Palgébre a d e m e n t  enseignée. 

Comme on le vena plus tard, on a maintenant tendance à mou une vision plus large de 

l'algèbre et, dans i'éducation de base, à mettre l'accent sut le développement de la 

pensée algébrique, notamment d'habiletés intellechielles très importantes comme 

penser analytiquement, généralber, absttaire, etc Puisque ce développement se fait sur 

une longue période, ii'y a a h c  b dE commnt. mcz tôt hnr b n m x l ~  stnktrir. 

En condusion, l'algèbre et ia pensée algébrique sont de toute évidence des 

composantes incontournables dans l'éducation mathématique de base, même s'ii n'est 

pas facile de les rendre accessibles à tous les élèves. 



FORMULATION DES QUESTIONS 
DE RECHERCHE 



Chapitre 5 

Objectif, questions et méthode de 
recherche 



5.1 RETOUR SUR L'OBJECTIF VIS8 

Rappelons que noue objectif de recherche est: Mmcr une éhab @ p j n &  YUant b 

nrnnceptu&er & nmrkl'm & /a& ponr tons dans f'iducarU,n & base. Dans la deuxième 

étape de cette thèse, nous préciserons cet objectif au moyen de questions de rethecdie. 

Mais auparavant, nous dons brièvement les notions d'qpmck &&qne & 

I'a/gCh et de oirn'nrhm d'a&bnpow tons. 

5.2 h NOTION D'APPROCHE DIDACTIQUE DE L'ALGSBRE 

Nous avons vu au chapitre 3 que l'algèbre possède de multiples aspects. Un de ces 

aspects ou une certaine combinaison d'mm eux peut être à la base d'options 

CUmculaLes de l'enseignement de l'aigèbre à i'école. Ainsi, une transposition 

didactique56 de l'algèbre peut êtte daborée ca priviiéght im aspect de i'algébe plutôt 

qu'un autre, ce qui aura des conséquences didactiques importantes concemant ies 

orientations et le contenu du d c u i u m  en question. Ainsi, si l'accent est mis sut 

l'algèbre en tant qu'étude de stmctures aigébiiques, nécessairement il en résultera une 

cwaiae structuration du contenu à mscigner et le curxicuium véhicuiexa une @e 

conception de i'aigèbre chez les enseignants et les élèves. Ces conséquences 

didactiques seraient différeates de celles qui découlent de l'option privilégiant l'aspect 

modélisation de i'aigèbre. 

Nous désignons alors par qpuch c l t ' ~ n c  de i'aigèbre une telle option EULPculate. 

Dans leur k e  sur les approches de l'algèbre, Bednarz, Kieran et Lee (1996) parient 

d e s  aussi d'options dcula i tes  pour d a  ce qu'est une approche de l'algèbre. Se 

5%c inidemat à Vtnct (1975), repise et approfondie par k suite p u  Chevaiiard (1984), h notion 
de tmnrprition  ne caractérise le déahge cna les & dr +LY (savoirs savant et culturd de h 
société), le s m r i  à e~n&er et le sriuati mr@é Vavignot, 1993). Au sens smq le terme de tlPospo6iticm 
didactique désigne Te passage d'uu coatcnu de savair à une vasim didactique de cet objet de savoir 
(Chevallard, 1985). 



réfërant à différentes manières d'induire i'aigèbre élémentaite ayant caractérisé 

certakis cuteicuiums anaens ou qui ont été récemment proposés par cenaias 

éducateurs, elles affimient, en effét: 

Thus, different options for introduQng .igCi,xa have appcved oves the ,  
options that are again coming to the fore in new progmms thughout  the 
internationai community. These Cumcuiar options detennine to a lvge 
extent the algebraic conceptions the studcnts dcvelop, (...), the poor 
strategic decision they make, nnd, in a more gcncral way, the relationslip 
they continue to maintain 4th aigebra swcrai ycats afta having been 
introduced to it. (Bednarz, Kieran et Lee; 1996 p. 3) 

Le terme ~rnrr'RIi..m est u&é dans une vanété de significations. Il peut désignet une 

Liste de contenus spédques d'un programme d'étude, ou à i'autre extrême, il peut 

désigner n'importe quelle idée ou habiIeté que les élèves acquièrent effectivement en 

classe (Ahlegren et Gdeld, 1991). Ces auteurs distinguent ckiq niveaux de d c u i u m  

Le curriculum souhaité: C'est le p h  écrit pour le système scolaire et qui 
spéah  ce qui doit être enseigné, en qu& séquence et à quel âge. Ii peut 
aussi inclure des suggestions dc méthodes d'enseignement et de moyens 
d'évaluation des acquis des éiiocs. Le CUtLiCJum p W  peut êae évalué 
essentidement à partir de la Iccture ch documents. 
Le curriculum enrieigné: C'est cc que les enseignants réalisent 
effectivement en &se - quei cours ils donnait, q d c s  questions ils 
posent et quels problèmes ils assignent. Ce cuuicdum peut être évaiué 
par les rapports d'enseignants, ou, mieux, pax des observations de ciasses. 
Le curriculum apprh Ce sont les idées et les habiletés que les éièvent 
ont effectivement apprises à pvtir de leurs expiriences en ciasse et de 
leurs travaux à 11 maison. Ce d c u i u c n  peut être évnhii en testant les 
éièves à la fin d'un cours ou de sections de cours. 
Le cuaiicuhun reteno: Ce sont Ies idées et les habktés dont les Clévent 
se souviennent encore après h ik & leur instruction. P u  exemple, 
combien ils vont se rappela d'un cours passé alon qu'5 en commencent 
un autre où les conrilissuices précédentes sont supposées acquises. 
Le d c u i u m  appliqut: Cc sont les idées et les habiletés que les éiévent 
mobilisent dans un cours uitigew au cours où enes ont été enseignées. 
L'utilisation de ces connaissances peut être dam leur vie personnelie, dans 
leur travd ou au cours d'une scobrisation uitirieute. (Ahlcgtm et 
Garfield, 1991, pp. 113-1 14; traduction libre). 



Dans notre travail, nous considérons uniquement le mmkwkrm  IO&^ appelé aussi 

quelquefois m M i h  o@L Sauf mention du conaaite, ie teme curriculum signihn 

donc toujours le cunicuium souhaité par la suite. 

Après avoir précisé ce que i'on entend par curriculum, intéressons-nous maintenant aux 

éléments qui composent un &um d'aigèbre dans I'éducation de base. A cet effet, 

nous adaptons un modèie générai de cuniculum proposé par Etautg. 

Objectifs &&aux 
de i'éducation 

m;ritiémntiquc de base 

l'éducation de base 

Figure 5.1 : Modèie du cmicuium d'aigèbre pour tous adapté du modèie d'Eraut (199û) 

57 NOUS avons choisi ce modèie parce qu'il pennct de saisir de manitre sitnple et ciaire les compasantes 
d'un cuniculum officiel ?insi que les liais entre elles. 



Si nous faisons provisoirement abstraction du dculum de mathématiques, c'est 

d'abord pour des raisons de commodité de la présentation de nom travaii; mais aussi, 

nous pensons que compte tenu du fait que nous sommes dans un domaine qui 

comporte beaucoup de difficultés, où le poids d'une longue tradition d'enseignement de 

i'aigèbre est fort pesant, pour sortir des sentiers battus, il est utile de commencer 

d'abord par réfléchi à un curriculum souhaitable d'aigèbre pour tous et par la suite de 

se demander de queiies façon il faut l'intégrer dans le cuujcuium de mathématiques 

pour tous. Dans ce sens, on peut voir le modèie du Cumcuiutn d'aigèbre pour tous 

comme, en bit, la partie spéciftque à l'algebre du modèk du climculum de 

mathématiques pour tous. 

Le modéle original d'Eraut utiiise une représentation pyramidale, où, brièvement, le 

sommet représente les objectifs généraux, et les quatre éléments de la base représeatent 

respectivement, la matière à enseigner, l'évaluation, les objectifs et hnalrrnent les 

orientations et moyens méthodologiqucs. L'élément représentant notre modèle 

théorique M.1A.P.A ne ûgure pas dans le modèle original d'Eraut; nous expliquons un 

peu plus loin pourquoi nous Pavons ajouté. 

Au sommet de la pyramide on uowe les objectifs généraux de l'éducation 

mathématique de base. Ces objectifs ont été formulés dans la section 4.3, ils sont 

nodement  subordonnés aux objectifs de i'éàucation de base pour tous et aussi à une 

certaine philosophie concemant les mathématiques, les mathématiques enseignées, 

l'enseignement, l'apprentissage et l'évaluation. Ceci est schématisé par des ttaits en 

pointillé reliant le sommet aux quatre auttes éiéments formant la base de la pyramide. 

De plus, ces objeds doivent aussi tenir compte du contexte local dans lequel le 

curriculum est réalisé, comme l'indique la bande horizontale CO- LOCAL. 

Les quarre déments de base de la pyramide sont reliés à i'éiément représentant noue 

modèle M.IA.PA. Nous voulons signi6et par cette représentation que l'approche 

didactique de l'algèbre, les objectif.. généraux et spécifiques de l'enseignement de 



l'algèbre, les moyens et orientations pédagogiques ou encore le m d e  Gévduation 

privilégié dans le cmicuium, reposent sut c&s choix Nmcularres . . fits paf rapport 

au modèie M.I.A.PA. C'est de cette manière que P a p p d e  didacrique de l'algèbre 

sera en cohérence avec le modèie théorique, lequel constitue, rappions-le, un cadre 

théorique de référence pour la formation du contenu aigébrique à enseigner. Cet 

élément correspond, sans k traduire exactement dans le cas de Palgèbre, à l'iléaient 

mutièn d eme&wdu modèie O- Les considérations plus spéufiqws concernant le 

contenu à enseigner sont décrites dans l'élément 0bjiec.rij.s @re'm#x et q%yfqnes ck 

/Pmn&ment de fdgèbrepour tm de notte modèle. 

LR uait en pointlié iiant i'élément Apxh aG'&%ne & ira/&èbrc &M P i d u h n  & bac 

avec l'élément au sommet de la pymmide, signifie qu'une t ek  approche doit êcn 

choisie en harmonie et en cohérence avec les o b j j  généraux de l'éducation 

mathématique de base. 

Par ailleurs, le choix d'une approche didactique de l'algèbre ne pemet pas encore 

d'expliciter un contenu algébrique spki+c à enseigner ni les objectili d'apprentissage 

à viser, ni encore les orientations méthodoIogiques à suivre ou h maniére d'envisager 

l'évaluation. Ces objectifs et ces otiecitatioas, ainsi que les considérations e n  mppon 

avec l'évaluation, sont représentés respectivement par les mis autres éléments du 

quadrilatère de base de la pynmide: O&ecrifcr gciieiovx e i  @*eu a3 f'~mle(lmrent ak 

l'u/gèbre pour 0riCnkr1ion.r m t ~ M k , , ~ ~ c s  +tk et m o y m ~  pnk  &ni. r)mez&mrnf de 

fa@hporir tors ec & y u o n  &J q p d c ~ o g c r  & tu&k à ni&wihnr Pidu& & bnrr 



5.4 QUESTIONS ET &THODE DE RECHERCHE 

5.4.1 Premiere question de recherche et moyens retenue pour y 

répondre 

Reconceptualiser le dcuim d'aigébre daas i'écok de base nécessite en premier lieu 

de dé@ une approche didactique de l'aigèbie? produit d'une transposition didactique, 

à partit d'un cadte théoriqw de ré€érence de i'aigèbre et de la pensée aigébrique. Ce 

cadre théorique peut être explicite ou non. Dans nom cas, ce cadre théorique de 

référence est le modèie M.I.A.PA. ainsi que les explications et les précisions qui 

i'accompagnent. ii est expliate et les approches didactiques de l'algébre et de la pensée 

algébrique que nous pouvons imaginer sont alors des prises de position par rapport à ce 

modèie théorique. Noue prcmiére question de recherche s'énonce alors ainsi. 

Qudle appmcbe akllratftqye ukker ahm I'cnru+imt rlir i'd&brc L m  l'eh& & base ? 

Pour répondre à cette question de recherche, nous procédons en deux temps. Daas un 

premier nous tentons de transposer des approches didactiques possibles de notre 

modèie M.I.A.PA., sans nous préoccuper de leur pertinence ni de leur fhisabiiité. Dans 

un deuxième temps, nous procédons à unt lnafVse de diverses approches didactiques 

de l'algèbre, tant ttaditiaaneües que aowdement proposées dans la communauté 

didactique. Nous ferons après une synthése et nous présenterons notre réponse à notre 

première question de recherche. 

5.4.2 Dewriéme question de techerche et moyens retenus pour y 

répondre 

Le choix d'une approche didactique ne permet pas encore de dé* le d c u i u m  

d'algèbre dans l'éducation de base. Il reste encore des choix à faire concernant chacun 

des autres pôks formant le modèie du cumcuhun d'algèbre pour tous (fig. 5.1). li est 

tout à fait clau que définir un tel curricuhmi en détaii est une tâche qui dépasse 



iargement les limites de cette thèse. En revanche, nous pouvons proposer un certain 

nombre de principes  QU'^ Cumcuhim d'algèbre pour tous véritablement adapté à 

i'éducation de base devrait satisfaire. De tels principes devraient être cohérents avec 

noue cadre conceptuel concernant l'algèbre et la pensée aigébrique et notamment avec 

le modèle M.I.A.P.A. 

Dans ce sens, notre deuxième questiofi de & d e  s'énonce ainsi : 

Pour répondre à cette question, nous allons nous baser sur notre cadre conceptuei ainsi 

que sur une analyse aiaque de travaux en didactique de i'aigèbre. Chacun de ces 

prkiapes sera justifié par une analyse personnelle argumentée, le plus souvent et dans la 

mesure du possible, par les points de vues d'autres éducateurs. 

Les principes que nous cherchoas à fonnuier ne peuvent pas êtte ditectement utilisés 

pour construire ou anaiyser un d c u i u m  d'aigèbre pour tow. Chacun d'eux, en effet, 

devrait être accompagné d'un indicateur qui le rend plus opérationnel. La nature de tels 

indicateurs sera précisée dans le chapitre 7. 



ÉTUDE ET RÉPONSES AUX 
QUESTIONS DE RECHERCHE 



Chapitre 6 

Les approches didactiques de 
l'algèbre dans lséducation de base 



En vue de répondre à notre première question de recherche (Queiie approche 

didactique utiliser dans l'enseignement de l'aîgèbre dans l'éducation de base ?), dans ce 

chapitre, nous dons présenter quatre approches didactiques possibles de i'aigèbre 

qu'on peut imagiaer à partir de notre M.IA.PA : l'approche «<langage,), l'approche 

ttsenrctures~, l'approche «modélisation» et l'approche <bondoru>. (La notion d'approche 

didactique a déjà été précisée dans 5.2.) Par la suite, nous analyserons quelques 

approches didactiques traditionnelles ainsi que d'autres récemment proposées dans la 

communauté didactique pour enseigner l'algèbre à l'école. Dans la demière section du 

chapitre, nous préciserons l'approche didactique que nous retenons pour 

l'enseignement de l'algèbre dans l'éducation de base. 

6.2 APPROCHES DIDACTIQUES POSSIBLES DE L'ALGÈBRE DANS L'ÉDUCATION 

DE BASE 

Différentes approches didactiques théoriques de l'algèbre peuvent êtte transposées de 

notre rnodèie M.IA.PA., les unes mettant l'accent sur un aspect explicitement até dans 

le modèle et d'autres sur des combinaisons de deux aspects ou plus mentiornés dans 

M.I.A.P.A. 

Nous nous intéressons ici à des approches tkùn@ne.r, sans nous occuper de leur 

p&ence et de la possibilité des les impiantcr. Ce n'est que dans le chapitre 7 que 

nous tenterons de préciser les c%XX~tiqUe~ d'un cuuicuium moderne d'algèbre pour 

l'éducation de base. Les approches didactiques que nous dons présenter i a  laissent 

donc ouvert un ensemble de choix dculai tes  nécessaires pour ks  concrétiser en des 

cmricuiums effectifs d'algèbre. En pratique, il existe différentes manières de 

conaétiser chaque approche didactique théorique de l'ai&bre. 



6.2.1 L'approche dangogo, 

Dans les activités de modélisation aigébkpe de situations dJLs ou mathématiqq de 

résolution de problèmes ou de recherche de ccginénlisatiom, k travail consiste, en 6n 

de compte, à exprimer spmboliqucmmt des dations - où i a M n e n t  des opérations 

- et à les transformer en des formes qui révèicnt des aspects noweaux de ces relations. 

Pour cela, i'algébriste conduit son activité dans un espace de caicui aigébrique, 

disposant ainsi d'un moyen pour représenter des variables, exprimer des dations et les 

transfomer selon des règles syntaxiques. Dans ce sens, i'dgibre possède un iangage, 

que nous appelierons hpge d ~ n e .  Ce iangage a deux fonctions essentielles : une 

fonction ~pn~cfftutive e t  &@hie propre à tout langage et une fonction frolcsfonnantc et 

génhtrve de la connaissance, plus spédque à i'aigèbre. Ces deux fonctions du langage 

aigébrique sont expliquées dans notre cadre conceptuel concemant l'aigèbre et la 

pensée aigébrique, notamment dans les sections 3.3.1.2,3.3.2, 3.3.3,3.4.2 et 3.4.3. 

L'approche didactique dmgap) fait réfitence m premier lieu à la composante 

mon$wr5ln'on d'qrusionr dgcgc~uu $clan &x ~ g I C s N ~ n i c ~  de la fàce algébre de M.1A.P.A. 

en ce qui conceme la fonction aansfoemaate et géniiative du langage aigébrique. Elle 

fait référence égaiement aux deux autres composantes de la Eicc algèbre du M.1A.P.A. 

relativement à ia fonction représentative et descriptive du iangage algébrique. Elle se 

trouve ainsi théoriquement fondée. 

D'un point de vue didactique, elle tire son fondement aussi du fait que tout 

apprentissage de i'aigèbre doit aborder assez vite celui du langage aigébrique. En effet, 

sans une certaine maîtrise conceptuelle et technique de ce dernier, PaI&bre ne peut pas 

être véritab1emmt utilisée, particulièrement pour résoudre des problèmes. On peut, 

cependant, se demanda à quel degri cette maîaise est nécessaire a qud genre de 

performance est souhaitable m c a l d  aigéirique. 



Dans cette approche, une grande importance est donnée à l'apprentissage du langage 

algébrique dans ses dimensions représentative et descriptme, d'une part, et 

transfomiante et générative de k connaissance, d'autre part. Expliquons plus en ditails 

deux objectifs de l'apprentissage de Paigèbre qui en résultent. 

Un premier objectif consiste à apprendre la syntaxe du iangage algébrique, c'est-à-dire 

apprendre à lite et à fornier des écritutes aigébnques (les éléments de l'espace de caicui 

aigébrique dans lequel est conduite l'activitq de manière syntaxiquement valide Il 

consiste aussi à apprendre la sémantique du langage aigébrique, c'est-à-dire à apprendre 

à exprimer algébriquement des relations et à interpréter les écriwes aigébnques 

obtenues dans divers types d'activités (résolution de problèmes, modélisation, 

recherche d'une régulant4 etc.) et de contextes. C'est la nature de l'activité et le 

contexte de la situation à l'étude qui d é t h e n t  la manière de représenter et 

d'interpréter une écriture aigébrique. Par exemple, comme l'expliquent Sfiud et 

Linchevsky dans ia citation qui suit, une expression algébrique peut avoir différentes 

s'gnitications, tout dépendant de la siniation en jeu et de la nature de Pactivité. 

When you look at an llgebnic expression such as, say, 3(x + 5) + 1, what 
do you see? It depmds. In certain situations you d probably say that 
t h  is a concise description of a computationai process. 3(x + 5) + 1 wiii 
be sew as a seqwnce of instructions: Add 5 to the number at hd, 
multiply the result by 3 an add 1. In another sethg you may feel 
differently: 3(x + 5) + 1 represcats a certlin number. It is the product of 
a computation mther than the computation itself. Even if this product 
cannot be spe&ed at the moment due to the fact that the component 
number xis unknown, it is still a number and the whole expression shouid 
be expected to behave like one. If the contut changes, 3(x -t 5) + 1 may 
become yet aaother thing: a function - a mqping which transhtes evuy 
number x into another. This time, the formuia docs not represent any 
6xed (even unknown) vaiue. Rather, it reflects a change. The things look 
still more compiicated when a letter appevs instead of one O€ the 
numerical coeffiaents, like in 4x + 5) + 1. The resulting expression may 
now be treated as an entire f d y  of fuacaons fiom R to R Altematmely, 
one may clai. chat what hides bchind the symbols is a hc t ion  of two 
variables, from Rz to R There is, of course, a much simpler way of 
looking a t  3(x + 5) + 1: it rmy be taken a its face v h ,  as a mere saing 
of symbols, which represcnts nothing. It  is an dgcbraic object in itseif. 
Although sernantically emprg, the crptession may sdi be mpaipuiated and 
combiaed with other expressions of the same type, a c c o r ~  to certain 



well-de6ned d e s  (Sfud & Linchtvsky, 1994, p. 191, In Kicran, 1994, pp. 
158-159). 

Cet exempie montre, ajoutent ces auteures, qu'une expression algébrique peut être 

interprétée, selon les cas, comme un processus de caicui, un nombre fixé mais inconnu, 

une fonction, une famiile de fonctions ou encore une f i e  de symboles. Savoir 

recou9r à différentes interprétations d'me expression *brique devrait aussi faite 

partie de i'apprentissage du langage algébcique. En particulier, i'éiève devrait être 

capable de distinguer et d'exploiter différents statuts de la variable : un nombre connu, 

une inconnue, une variable qui varie, un paramètre, m e  matque sur le papier, etc. Dans 

cette dimension représentative et desaiptive du iangage algébrique, le but de Pactivité 

pourrait être, par exmple, la détermination de la valeur d'une inconnue, la recherche 

d'une fornitde ou d'une réguianté numérique. 

Un second objectif de Papprentissage de i'algèbre, consiste, de manière succincte, à 

apprendre à manipuler le calcui algébriqw de nanih f o n n e b e n t  &à& etfonckenncrlr'mmt 

phentes, comme nous l'avons déjà expliqué dans les sections 3.3.3 et 3.4.3. Comme 

pour tout autre langage, en effet, il ne suffit pas de savoir fornitr des mots et des 

phrases qui soient syntaxiquement valides. Ii est nécessaire que ces mots et ces phrases 

aient un sens, expriment une certaine connaissance et visent un certain but. Ainsi, s'il 

est utile d'avoir des connaissances de base dans la mécanique du calcui algébrique, il est 

hdispensable de savoir utiliser ce calcul dans divers types d'activités et de contextes. 

La maîtcise du langage algé'brique doit alors être f o n ~ t i o ~ d e ,  et les domaines de 

fonctionnalité du langage algébriques sont divers. Les plus dassiques sont, entre autres, 

la résolution de problèmes (d'équations, en partider), la recherche de formules, la 

modélisation, la recherche de réguiantés, la généralisation de règles ou de procédures. 

Ii est important que les activités aigébriques couvrent un large éventail de domaines 

mettant en jeu différents statuts de la variable. Comme nous l'avons souligné en 3.3.2, 

l'activité de modélisation nécessite des connaissances propres au système modélisé, d e  

implique donc l'acquisition d'un nombre croissant de champs sémantiques (Lee, 1995). 



Le choix de ces champs sémantiques et àes domaines de fonctionnahé du langage 

algébrique est dicté aussi par d'autres aspects du d e u l i n n ,  comme la na- des buts 

porirsuivis, les outils d'aide i l'apptissagc utilisés (par exemple les moyens 

technologiques), etc. Nous reviendrons sur ce point dans le prodiain chapitre. 

Pour atteindre les objectifs de l'apprentissage du langage algébrique, il est nécessaire 

que les élèves développent cert2ins aspects de la pensée aigébiigue tels que déctite 

algébriquement les relations entre les variables pertinentes dans divers types de 

situations et de contextes, interpréter des éctimes aigébriques (fornules, équations, 

inéquations, etc.) dans di"rents contextes, manipulei. des expressions algébriques selon 

des regles prédéhies, etc. Ces habiletés inteliectudes ont été expliquées dans 3.4. 

Faisons remarquer que le dévdoppement de ces habiletés indecnieues nécessite au 

prklable celui de l'habileté à peasci analytiquunent Comme nous l'avons déjà 

souligné dans la présentation de l'algèbre symbolique de V i  (25.5), h tmdance à 

penser analytiquement et à génédisa (des Ws, des procéûum de résolution de 

pmblème, etc.) renforce la tendance à symboliser. En effet, la tendance i opérer sur 

quelque chose d'inconnu pousse à commencer pat Le nomme, le représenter par un 

symbole pour powoù opérer sut ce spmboie comme s'il était une quantité connut, De 

mime, la tendance à généraliser une règle, et à communiquer ou i jusGer 

mathéaiatiquement cette géaéraiisation, pousse à utiliser des symbob qui représentent 

une large dasse d'objets mathématiques. 

Par aiueurs, nous avons expliqué en 3.3.3 ia nicessité de disposer d'espaces de calcul 

aIgébrique. L'app~entissage du iangage aigébrique doit s'accompagner de la 

constmction d'espaces de calcui algébrique. Ici se pose ua probléaie didactique 

important Car quand i'aigèbrt est introduite s ~ m t  tôt dans L cursus scolaire, 

l'élève ne dispose pas encore entiérement de teis espaces de calcui. Sur quoi alors 

fonder et employer le caIcul *brique ? 



Une première solution, aaditiomeiû, consiste h utiliser le domaine des nombres à la 

fois comme le mobile et le fondement de i'étude du langage aigébrique. Sauf dans de 

rates exceptions, en effet, les d c u h a n s  aaditionncls d'algèbre fondent le langage 

algébrique sur le langage arithmétique tout en l'exploitant prinapalement pout étudier 

des questions portant sut les nombres. Dès les débuts de Palgèbre, on se heurte alors 

au fait qu'il faut disposer des nombres entiers négatik, au moins, pout pouvoir 

effectuer un calcul algébrique aisé. Dans beaucoup de man& anciens, l'enseignement 

de l'algèbre commence, en effet, par i'intduction de cette catégorie de nombres, et 

l'extension des opérations arithméaques et de leurs propriétés. C'est le cas par exemple 

du cwicuium d'algèbre en vigueur au Mmx Mais cette introduction, essentielle pour 

i'exposé du calcul algébrique, pose à son tow un problème didactique intéressant. Car, 

comme le souligne éiégarnment Chevallard, des nombre négatifs s'introduisent dans la 

pratique mathématique non pas à i'iitar des entiers nawels, c'est-à-dire comme des 

nombres servant à compter soit à mes= des ensembles Einis, mais comme moyen de 

calcul, comme un artifice de cd& (Chevakud, 1989b). D'où le paradoxe suivant : les 

nombres entiers négatifs sont utilisés dans les cutzicuhrms traditionnels comme moyen 

pour exposer un caicul algéb* dont ils tirent leur justiûcation ! 

En fait, tout se passe comme si le système des nombres entia naturels, dont les 

caractistiques opératoires fournissent Ies kgies du caicui *brique n'était pas 

suf£isant pour fournir assez de nombtes sur lesquels k calcui aigébriquc pouna opérer 

de manière satisfaisante. Pat exempie, dans l'ensemble des entiers naturels, Pexpression 

a - b n'est pas toujours valide, ce qui contraint le déploiement du calcul aigébrique. En 

effet, si par exemple a, b et c désiguent trois encius natutels non nuls tels que a < b et 

b - u < c, i'expression c + a - b, valide dans N, doit être conceptualisée uniquement 

comme le processus de caicul consistant à efkctuei d'abord la somme c + a et ensuite à 

retrancher le nombre b du résultat trouvé. C'est ia nécessité de Pextension du calcul 

algébrique qui motive i'iiuoduction des nombres entiers négatifs et non Pinverse. De 

manière générale, le calcul aigébrique d é h i  à partir des règies de calcul des opérations 

arithmétiques u s d e s  va nécessita l'extension de son domaine d'emploi, jusqu'à sa 



dôme aigébriqw, soit l'ensanbie des nombm dgébriques.58 Autrement di4 

Pextensioa se putsuima jusqu'à ce que l'on obtienne un espace de cakui aigébrique où 

ce dernier pourra se déployer de madm optimak!. 

Une deuxième solution théorique au problème du développement du caicui algébrique 

est sa présentation de man&! fosmeilc, c'est-à-dire la présentation du c a l d  littérai 

Màis dans ce cas, pour appliquer le calcul aigébrique on doit nécessairement l'appliquer 

sur des nombres et donc disposa des systèmes de nombres. Dans une telle approche, 

on pmcède plutôt d'une manière déùuctive : les régies du calcul algébrique sont 

déduites d'un certain nombre de règîes préaiables; les exemples numériques ne sont 

utilisés que pour illustrer le calad algébrique et Parithmitique perd sa valeur heurisrique 

dans hmoduction de i'dgèbre. 

Une troisième solution théorique au probléme de l'introduction du calcul algébrique 

consiste à présenter d'abord les stntctures aigébriqucs et à déùuitt ensuite les règies du 

cdcul aigébrique des axiomes et des théorùnes qui en décodent. La différence avec les 

deux approches précédentes est que dans le caicui algébrique, les lettres ne représenmt 

pas un nombre "déguisé" mais un élément d'un système aigébrique abstrait II s'agit 

daas ce cas de l'approche ~cstnictuttm que nous d o n s  présenter dam la prodiaine 

section, plutôt que de i'approche proprement dite. 

Enfin, une quatrième et demière solution contourne k problème de la justification des 

règles du calcul algébrique en utilisant un outil technologiqioe, un système syrnboiique 

mathématique, par exemple, comme ou un autre plus adapté à l'algèbre 

iiémentaite. Mais dans ce cas aussi, on prend généralement appui sur les propriétés des 

opérations arithmétiques sur les nombres, qui font partie de h théorie de l'outil 

58 Soic Pensemblc des noahes compltlres qui sont racines dt pipâmes dont les coeffiaents sont des 
nombres entiexs &tifs. 



Finalement, une caractéristique de l'approche didactique wlaagsgso est que 

i'apprentissage du langage aigébriqw est le p ~ a p a l  objectif de L'enseignement de 

i'aigèbre. Plus précisément, il s'agit d'apprendre à : 

accepter de représenter aigébriquemnt des variables et des relations 
entre variables et d'opérer aigébrkpment sur ces représentations; en 
particulier, apprenbe à penser de maniire analytique; 

lire et former des écritures algébriques de manière sptaxiquement valide; 

exprimer aigébfiguement des relations et interpréter des écritures 
aigébriques dans divers qpes d'activités et de contextes (tout 
particulièrement, cemer les différuits statuts de la variable: une 
inconnue, une variable qui vatic, un paramitte, une marque sur le papier, 
etc); 

manipuler le caicui aigébriquc de manière foraieRement valide et 
fonctionnellement pertinente (dans la résolution de problèmes, la 
modélisa tion algébrique, l'expression et la justification de généralisations, 
etc). 

6.2.2 L'approche «structures» 

Cette approche didactique de l'algèbre tst basée sur la composante é & M o n  et 

c~ppkcation de mctrnirs (stnictutes aigébriques, sauctures de situations réeiies ou 

mathématiques) et & p l ~ c c ' ~  (règies, aigorithmes, heuristiques, etc.) de la face algèbre 

du modèie M-IAPA. 

Les structures aigébriques telles que le monoïde, le groupe, l'anneau, le corps, l'espace 

vectoriel, etc sont déhies à Paide d'un système d'axiomes que doivent védiet la ou les 

ophtion(s) algébrique(s) en jeur) Ces axiomes, et les théorèmes qui en décodent, 

permettent de justifier les règies du caicui aigébtique valides dans ce type de stxuctutes. 

Ces structures peuvent être ordonnées selon un ordre de fîiiation bat exemple : 

monoïde + groupe + anneau + corps). Les axiomes de la savaure de monoïde font 

59 Une structure aigébrique peut contaiir aussi i côté d'me ou de deux Opcntioos algébiiques un autre 
type de reiaaon, une dation d'ordre pu u~emplt. Daas ce ois, des axiomes de canpatiités viennent 
s'ajouter à la liste d'axiomes puremat aigébiques. 



logiquement partie des axiomes déhissant celle de groupe qui, à leur tour, font 

logiquement partie des axiomes de la smchire d'anneau et ainsi de suite. Autrement 

dit, tout corps est un anneau qui est hii-même un groupe, qui est lui-même un monoïde. 

Ainsi, lorsqu'on se déplace dans le sens indiqué dans cette diaîne, on doit à chaque pas 

ajouter des axiomes supplémmtaires. Cette filiation des saurnites a été popularisée 

surtout par le groupe Bourbaki Elle mate à structurer le conmu algébrique à 

enseigner de manière analogue : on part d'une structure algébrique simple, comme ceüe 

de monoïde, dont on étudie les propnités tout en mettant en place une teanuiologie 

spécifique (fermeture de l'opération, commutativité, disttibutivité, éiément neutre, 

éiément spéttique, etc ), puis, on ajoute progressivement des axiomes et on définit de 

nouvelles structures. C'est une d e  approche qu'on utilise dans i'enseignement de 

i'aigèbre à l'université basée sur la méthode axiomatique. 

Nous pensons qu'une telle approche didactique présentant l'algèbre comme une théorie 

axiornatisée n'est pas pertinente cians l'éducation de base. Par approche «stmc~es», 

nous entendons une approche qui vise l'éllboracioa et l'application de stnichires 

algébriques spédées et de stniaures de situations algébrisabls. Dans les sections 

3.3.4 et 3.4.4, nous avons expliqué la composante de l'algèbre sur laquelle se base cette 

approche, ainsi que l'ensemble des priaupdes babiktés qu'elle nécessite. 

Faisons observer que dans cette approche, nous incluons aussi h mise en évidence de 

structures de situations algébrisabks, par exemple celie d'une régularité numérique. 

Considérons, par exemple, le p r o b b e  suivant : 

Suite 1 : 1, 4, 7, 10, 13, ? 
Suite 2 : 1, 2, 4, 8, 16, ? 
Suite 3 : 2, 6, 11, 18, 29, ? 
1. Pour chacune des suites de a&, aida Ic tame Nivant 
2. Pour chacune des suites de &, caicula le de rang 100. 

Pour simplifier i'exposé, désignons par U, V et W les suites 1, 2 et 3 respectivement. 

Dans un premier temps, l'appréhension des fégulantés, que l'on p o d t  exprimer par : 

U,+,=U,+3; Vk=2K; W.=U,+V, suffisent pour répondre à la première question. 



Ces régulntés peuvent être interprétées comme d a  srnuaias de ces situations, et 

peuvent ne pas être représentées symboliquement Cependant, d e s  sont insufhmtes 

pour répondre à la deuxième quesiion. Ii est ai effet indispensable d'exprimer ces 

structures de façon à ce que l'on puisse calder ie 1- t m e  de chaque suite de ia 

manière k plus simple possible. Pour ceia, on ne peut éviter d'expiiciter les fomes 

syntaxiques : U,+i=1+3n ; Vk=2' ; W~i=I+î'+3n. 

Penser en terme de stnicnue n'implique pas obligatoirement exprLner ia structure 

abstraite sous forme symbolique. La s ~ ~ r m r r  d'une situation peut, en effet, ne pas 

pouvoir être traduite en une expression aigébrique. Par exemple, soit le probième 

suivant : 

Quels sont les aitiers nahuels doot k  CE de diviseurs cst irapair 1 

Ce pmblmieM peut être ceRainement résoh de plusieurs manières. Mais, pa ix t  en 

terme de structure pousse à appréhender la saucniie de l'ensemble des diviseurs d'un 

entier nanuel donné. Si d e n  diviseur de n, alon n 3 e s t  aussi un diviseur de n 

(puisque dm = n). Il s'ensuit que de t  m sont situés de part et d'autre de \C; dans 

i'intervaiie [l , n] (d 5 & 5 m, ou n S & S d). En se centrant sur l'ensemble des 

diviseurs de n dans sa totalité, on découvre dors cette proptiété de sa stniaure : les 

diviseurs de n se répartissent deus à deux par rapport à 6. On en déduit que le 

nombre des diviseurs de n n'est impair quc lorsque & est lui-même un diviseur de n, 

c'est-à-dire lorsque n est un cané parfiit. 

Par ailleurs, la construction d'espaces de caicui aigébnque, notamment ceux 

correspondant aux systèmes de nombres, peut être réalisée p d e m e n t  à l'élaboration 

des structures algébriques spéafiées. 

a~ NOUS nous plaçons ici dans Papacc de caicui algébrique associé au système des nombres naweIs 
muni de la relation de divisiité. 



En résumé, dans i'approche cüdactiv «snuctures,), il apparaît qu'on doit 

no tamrnent les objectifs d'apprentissage suivants : 

Appréhende la notion @néraie d'opération. Plus paflculiirement, 
développer : 

Absaaire et généraliser des structures algébriques. Plus pdculièIemmt, 
développer : 

- I'habikté à mir une s l r ~ ~ t r m  algEtrmbn;3ne comme une abstmchon on conme nne 
gèirthira~ion obtenue à pmki & nylwtr'ompmft~~kZns 

abstraire et généraliser des structures de situations algébrisables. Pius 
particulièrement, déveiopper : 

Comme caractéristiques de cette approche, on peut relever l'utilisation de Mërentes 

spéc5cations de structures algébriques assez tôt dans le cursus, la focalisation sur les 

propriétés des opérations, i'abstraction de stnicturcs à p h  de d i v e s  situations 

algébrisables avant leur utilisation. Par exemple, plusieurs situations algébrisabks oat 

comme structure commune une équation aigébriqe. Dans ies &dms 

traditionnels d'algèbre, on enseigne la résolution d'équations polynomiales à une 

ioconnue d'abord de degré un, puis de degré deux, sans dépasser toutefois le tFoisiime 

degré (sauf dans des cas très particuliers). Cependant, l'ilèvc n'a pas I'occasion 

d'effectuer le travail d'abstraction conduisant à la mise en évidence de ces structures 

syntaxiques que sont les équations polpnomiales, à partir de dations mtre v ~ b k  de 

simations algébrisables isomorphes. Il doit se contenter de les manipuler 

syntaxiquement Dans l'approche «structures», au contraire, on doit d'abord viser à ce 

que i'équatioa m2+k+d, par esemple, soit perçue comme une abstraction d t o e  



classe de situations algébrisabts isomofphcs avant à'mmmer i'enseigncment d'une 

procédute générale de sa résolution. 

6.2.3 L'approche umod6lisationn 

Cette approche didactique de i'algèbre repose pancipalunent sin fa composante 

mnstnrck'on et i~t@Rhah'on dé d k  rlir &&ns r G i h   JI mzt&rndqncs de la face algébre de 

M.1-A.P.A. Elle réfere aussi à la composante inmipubon d't!+msions a/sC'@#es dm ah 

@'~.pn%$niu. EUe est ainsi fmdée théoriquement. 

Sa principale p a r t i d t é  est qu'elle ofEe le moyen d ' h e r  les mathématiques au 

monde réel Ce qui, pense-t-on, rendrait i'ens*ement des mathimatiques plus 

significatif pour les élèves et moins replié s u r  lui-même. 

Elle consiste à apprendre I'aigèbre en pratiquant la modélisation aigibcique, processus 

que nous avons expliqué daas 3.3.2 Apprendse à modéiises est ratement un objectif 

important dans les tlltricuiums traàitionneis d'aigèbre. Pour les besoins didactiques, les 

auteurs de manuels traditionnds "fabriquent" des probIimes artijîcielç sur ksquds ks 

éièves vont déveiopper ieut savoir a&brique. De cc fait, une grande partie du travail 

de modélisation ne sera pas traitée par les &es, notamment ce que Pollak appelle 

i'analyse de la situation réde et la formulation de la question iRbhée. La stratigk qui 

sera le plus sowent d s é e  consiste 4 amener i'éiève à résoudre des exercices 

aigébriques s c o b  ec par la suite, à appliquer cet apprentissage à la résoiution de 

problèmes en dehors des mathématiques. Mais même dans cc cas, les situations 

réalistes utilisées sont soweat adickks .  

L'approche modélisation», par contre, utilise la modélisation aigébrique très tât dans le 

cursus comme outil pour étudier diverses siruatioas ou phénomènes réels, et aussi, 

comme outil pour la mise en place mi caicui %brique. La première fonction de la 

modélisation est fimi&e, la seconde I'cst beaucoup moins. Comme Pefplique 

Chevallard (1989), h modélisation est un processus réversible, le système rnoddhé peut 



appataîtte, à rebours, un modéle de son modèle Par exemple, la notion de vecteuil est 

un modèie de la notion de faxe en physique. Mais cette demière peut être vue comme 

un modèie de la notion de vecteur et être un point de dépm de Pitiation à l'algèbre 

iinéaùe. 

Cette manière d'utiliser la modélisation peut être efficace pour approcher des concepts 

ou des procédures uès complexes pour les élèves d'un certain niveau Par exemple, il 

est dait qu'un éiève en début de secondaire ne dispose d'aucun moyen mathématique 

formel pour établir que : 

et décowrit l'idée que le ternie de gauche de Pégdiité s'approche de plus en plus de 1 

lorsque n devient de plus en plus grand. Considérons le problème suivant. 

~laiadécidedcrnuigttsapirude ~ ~ s u m u i t ~ : À ~ ~ ~ ~  ,ilcommaiccparen 
mangcr la maitik, à l'étape 2 f xnauge I? moitié du rcsq à l'étape 3 il mange h moitié du 
teste de l'étapt 5 et ?insi de suite. 
Quelle cst la part de pizza qu'Alain a u a  mangé i I'éhpc 100 ? 

Ti n'est pas difficile pour les éièves de drcsscr le tableau suivanc 



1 1 
alors - de sa pizza, c'est-à-dire qu'il aura mangé en tout jusqu'à cette étape (1 -?no) 

2'"' 

de la pizza. D'où l'@té : ++$+++ ...+1= 1 - 1 .  On peut aiors dire que 
2'O0 2'" 

cette situation fournit un modèle de cette égalité complexe. De ià, il n'y a qu'un pas 

pour que l'dire arrive à la génCnüsation : 1+1+1+ ...+1= 1 - 1 ,  qui mmm 
2 4 8  2" 2" 

que l'on s'approche de plus en plus de 1, lorsque n est de plus en plus grand L'élèot 

approcherait cette idée non pas en se basant sut le fait que la suite de terme &nérai 

1 
1 - e s t  croissante et tend vers 1 lorsque n tend vers l'in@ mais en se basant sur la 

2" 

situation réaliste de l'exemple du problhe de la pizza. En effet, il n'est pas hors de 

portée de l'élève de comprendre que plus Le nombre d'étapes augmente, p h  la part de 

pizza restante est petite, et donc plus la part totale de la pizza mangée par Alaia 

s'apprmhe de 1. 

Dans une activité de modélisation, l'objet du travail revient à étudie. algébriquement la 

structure de la situation (idéaiisée), soit à déaire et à transfomier le système de relations 

entre les variables à l'aide d'une ou plusieurs fornies aigébriques, lesquelles permettent 

de fournit les éclairages voulus relativement au système de rapports enue ces variables. 

Comme caractéristiques de cette approcbe didactique de i'algèbre, on peut dever 

I'utiiisation importante d'activités de modélisation a&'brique de situations réclles ou 

mathématiques et ce très tôt dans l'apprentissage de Paigèbre., l'ualisation de multiples 

contextes, l'exploitation des sémantiques de situations aigébrisables dans l'daboration 

du calcul algébrique et dans la construction d'espaces de ca ld  algébrique. 

Remarquons que si l'approche modélisation doit être utilisée tôt dans le cursus, elle 

nécessite alors l'utilisation de moyens d'aide à l'apprentissage permettant à l'élève de 

pallier son manque de compétence mathématique à résoudre des équations algébriques 



complexes, à exécuter cutains calculs aigébiqucs complexes, à représenter 

graphiqu~mt une relation fonctionnelle à partir de son écriture a&b+ ou 

i'inverse, à générer une fonction à partir d'un tableau de données numiriqws, etc. Le 

recom à des moyens techno1ogiques smble donc inévitable pour utilisa efücacement 

cette approche à l'école. II permet d'étudier assez tôt des modèles de diverses situations 

dont la représentation aigébrigue est compIexe, ce qui est le cas de nombreuses 

situations du monde réel, alors que rraditionnellemezlt on est forcé de se restreindre à 

étudier les formes algébriques simples, en i'occurr~nce Ies formes poIynomiales, ne 

dépassant pas le second degré sauf dans des cas très partiCulias. 

6.2.4 L'approche «fonction» 

Cette approche didactique de Paigèbre p~apalement à ia composante mnrlniclr'on 

M.I.A.PA. En e&, le modèle de situations mathématiques ou phénomènes du monde 

réel peut étre représenté par une telaâon fonctio~ellr Elle peut aussi touchez les deux 

autres composantes de ia hce aIgèbre sitôt que ridée de variation est présente. 

Toutefois, elIe va à Pencontre du courant historique du déoeloppement de I'aigèbre, 

puisque le concept de bnction y est venu très tud. En effet, comme le fut remampz 

Kieran : 

From the pncedmg histoùco-psychologico maipis, r e i n k e d  bp the 
available research literanirc, we see not only b t  functioual algebra aras 
late in developing historidy, but &O that students appear to have a geat 
deal of difficuity with this Idvmccd Innd of aigebn. (Kitmi, 1994, p.162) 

L'objectif dans cette approche n'est pas d'étudier Les fonctions, comme on le fait 

généralement en analyse, mais d'apprendre à diaire, à manipuler et à interphet des 

relations fonctionnelles aigébriques, c'est-àdire celles pouvant être représentées pat des 

espressions algébriques. La prinapaie caractéristique de cette approche est que dans le 

type de reiations qu'on éntdie, il y a L'idée de -II. Une expression algébriqw 

comme 2x + 1 est interpfie comme une relation fontiomeile entre la variabIe x, qui 



en est l'argument, et la vatiabhcy = 2x +1 qui en est la vatiable dépendante. Les lettres 

x ety désignent donc ici des variables qui VaLient Plus précisément, une fonction met 

en jeu trois ingrédients : le domaine qui est le lieu de l'argument x, le domaine qui est 

celui de la variable dépendante y et enhn une relation fonctiomde qui traduit la nature 

de la dépendance entre les deux variables. 

Remarquons que le concept de hnction n'est pas ua concept intrinsèquement 

algébrique. Il est un des concepts unificateurs des mathématiques - comme celui 

d'ensemble, par exemple - et il se retrouve souvent au centre de diverses activités 

mathématiques non nécessairement aigéb*ues. Quand, alors, peut-on dire que le 

concept de fonction relève de l'aigèbre et non de l'analyse, par exemple ? Rappelons 

qu'il l'est dans les trois cas suivants : soit que ia relaaon fonctionnelle peut être décrite 

par une expression algébrique, soit que la fonction est elle-même éiément d'un système 

algébrique (un espace fonctionnel sur l e q d  sont définies une ou plusieurs opérations, 

par exemple la composition de fonctions), et aiors elle est considérée globalement 

comme un objet, soit enfin que la fonction est elle-même l'opération, unaire, déhie 

dans le système algébrique. En Wbre élémentaire, ces deux derniers cas ne sont 

presque jamais considérés. 

Fey et Good (1985) voient dans ce qui suit les questions-clés sut lesquelles on peut 

baser i'étude de l'algèbre suivant cette approche : 

For a given function f(x), hnd_ 
1. f(x) for x = a; 
2.xso that f (4  =I; 
3. x so that maximum or minimum values of f(x) ocm. 
4. the rate of change in f n w  x =  1; 
S. the average vaiue off ovet the intczvd (a , b). (Fey et Good 1985, p. 48) 

Les deux premières questions sont aussi mitées dans d'autres approches didactiques de 

i'algèbre. En effet, dans la premiire il s'agit simplement de calculer la valeur prise par 

une expression aigébrique pour une certaine d u r ;  la deuxième peut être interprétée 

comme la résolution d'une équation. Rematquons que dans une approche «fonction», 

la résolution d'équations devient un cas pareiculier de Ia recherche de la valeur de 



l'argument pour iaquelle deux vatiables prennent m e  & identique : muver x, rei 

queA4 = 4(x). De plus, de telles ~ t i o n s  pewent être résolues p u  des méthodes 

graphiques. Les trois demières gucstions sont plus spéuhps à l'approche donctiom, 

car contrairement aux deux premiitÉs, dles tafernient i'idae de vathâm 

L'idée de variation d'une fonction est tradiaomdement interprétée comme une idée 

d'analyse et non d'aigèbre Il nous semble que cette idée peut être abordée par le biais 

de l'algèbre, du moment que la dation fonctiomellt est *brique et que l'on ne fait 

pas Litervenir la notion de limite, restaat dans le cadte de psocessus 6nis sedanent 

Dans ce sens, cette approche de Palgébre peut être iaterprétie comme une pdparaiion 

à Panalyse. En effet, en &tudiant les variations d'une fonction, d e  pemiet d'étudier 

localement le comportement de la fonction au misinage de certains points, pripatant 

ainsi le passage à la notion de limite. Maïs cette étude nécessite une très bonne maiCCrise 

du langage algébrique. Dans les Nniculums classiques d'algébre, cela n'est 

généralemwt possible que v a  les danières amies de Pécole. 

Si l'approche crfonctiom est utilisée tôt dans le cursus, ck nécessite &LÇ l'utilisaaon de 

moyens d'aide à l'apprentissage pemitttant à l'élève de piillier son  man^ de 

compétence mathématique à résouàrc des équations aigébriques complexes, à exécuter 

certains calculs aigébriqm compiexcs; à représeriter graphiquanmt une relation 

fonctionnelle à partir de son écriture aigébrique QU l'iuverse, à générer w c  fonction à 

partit d'un tableau de données numcrips, etc. Le recours à des moyens 

technologiques semble donc incontournable pur  utiliser efficacement cette approche à 

l'ecoie. 

L'usage d'outils technologiqws pennet d'étudier assez tôt des questions qui sont hors 

de portée d'une approche plus dassiqye, par exemple la recherche de minima ou de 

maxima de fonctions - et plus g é a h e n t ,  toutes les questions faisant appd à la 

notion de taux de variadm d'une fonction ou ia résoIution d'équations ou d'inéquations 

où I'expression aigébriqw est compkxe. 



Finalement, comme caractéristiques de l'approche donctiow), relevons l*importance 

qu'occupent les concepts de fonction, de variation et de vlriable dépadante dans le 

contenu aipébxique à enseigner. Ces notions sont introduites très tôt dans le eumis 

avant même que le fornialisme du caicui aigébrique ne soit mis en place. Trois formes 

de représentation sont utilisées, littérales, graphiques, tableaux de données, et ie passage 

d'une forme de représentation à une autre fait pade des obj& de Penseignement de 

i'aigibre. L'utiliçation de supports technologiques est indispensable pour générer des 

tableaux de valeurs, tracer des graphes et raisonner sur ces graphes (méthode graphique 

de résolutions d'équations ou d'inéquations, par exemple), passer &un mode de 

représentation à un autre (ajustement de courbes, par exemple) ou encore effectuer un 

calcul algébrique complexe (système symboiique mathématique). 

6.2.5 Proposition d'une approche didactique «mixte» de l'dg&bit dans 

l'éducation de base 

Les quatre approches didactiques de l'algèbre que nous venons de présenter demeurent 

théoriques; chacune d'elles insiste sur un aspect plrtider mais néanmoins important 

de l'apprentissage de l'algèbre. En pratique, durant la période de l'éducation de base, 

l'enseignement de l'algèbre à l'école touche à plusieurs de ces approches didactiques, 

mais sans nécessairement les intégrer. Ainsi, dans le cas du d d u m  d'algèbre 

marocain en vigueur depuis les années 1980, les mis pmnkes années de 

l'apprentissage de l'algèbre sont réservées esscncieiiement à la mise en place du calcul 

algébrique et aux extensions successives des systèmes de nombres ciassiqua. Durant 

cette période, on utilise une combinaison de certains aspects des approches dangago) et 

«structutes». Dans les ciasses siipirieures, on étudie les fonctions et ce n'est 

qu'exceptiomellernent que l'on traite de la modélisation aigé'briipw. 

Par approche didactique ~anixts> de l'algèbre, nous entendons une approche qui intègre 

de façon cohérente les approches d a q a p ,  ccstnicturem, ~unodelisatiom et «fonctiom 



(ligue 6.1). Ctst une telie approche que nous ploposons d'utiliser dans I'mseigaement 

de i'algébre dans l'éducation de base . 

Une approche (anixts, incame ia vision pluraüstc de l'aigèbre que nous adoptons. En 

effet, rappelons que nous avons vu au diapire 3 qu'il &te pluskm aspects 

caractéristiques de i'aîgèbre. En rant que disciphne scientifique, l'aigèbre ne peut se 

résumer à un sd de ces aspects n~mricls. Par suite, toute transposition didactique de 

i'aigèbre doit tenir compte de tous ces aspects à Ip lois. Seule une approche didactique 

mixte» satisfait à ces exigences. 

Figure 6.1 : Approche didactique mLte de l'algèbre 

Actuellement, de plus en plus d'éducateurs sont partisans d'une approche didactique 

mixte) de l'aigèbie dans l'éducation de base. Présentant d i f ' t e s  approches 

didactiques proposées dans un ouvrage collectif récent, B e h a n ,  K*rrn et Lee (1996) 

affinnent 



In the intemationai community, the twching and lcaming of aigebn have 
secently received a p t  d d  of -ch intutst, and different approades 
aimed at making this levning mclningfUl for studmts have been 
proposed: generalization of numericd and gcamemc pattenis and of the 
h m  governing numaid dations, problem soiving, cquation solving 
aided by the use of concretc modcls, introduction of functional situations, 
and the modeiing of physiai and mathematical phenorneno (p. 3) 

Wheelet de son côté, commentant quatre approches didactiques de Palgébre, fait 

remarquer : 

One cannot doubt that the four topics can claim a place in di but the most 
basic mathematics &culuni, and cach maka an important conmbution 
to mathematical literacy (Whceler, 1996, p. 321). 

Pour sa part, le groupe de aavd du NCIU chargé de proposer un cadre de r é f h c e  

pour construire une vision de i'aigèbre pour tous a b c  dans son rapport : 

Recognizing that algebra is conhudy shif'ung in its scope, focus, and 
applications implies a multi-dimensional approach to school dgebra. 
(NCTM, 1995, p. 20). 

A leur tour, les auteurs du document u&inapies and Standatds for School 

Mathernatics)) de 2000 du N C W  écrivent : 

Algebra can be thought of in rnany ways - as patterns, hctions, and 
relations; as language, rcprtsmhtion, as stnictutcs based on gen&ed 
arithmetic; or as a tool for rnodeling mathanatical idcas and problms. Aii 
of these views of Ilgcbra ue found in the middle @CS. (. . .) thcy would 
be interwoven in a qullity school rmthanatics program. 
(NCïM, 1998, p. 222) 

Dans notre perspective, une approche didactique mixte,) peut se concrétiser de 

plusieurs façons, tout dépendant de h manitLe d'intégrer les quatre approches 

didactiques théoriques et du degré de cohérence de ieur intégration. Le bit de 

combiner plusieus approches àidacti~ucs de i'aigèbre pose le probléme de cohérence 

du curriculum, auquel les didacticiens des mathématiques et les concepteurs de 

c-culums apportent différentes solutiom. En effet, les d d u m s  diffknt par le 

type de thèmes organisateurs (ou «organisateurs concqtue!is~) choisis pour assurer une 

cohérence à l'approche didactique prmiligiit (NCTM, 1997). Au cours de l'histoire de 

l'enseignement de l'algèbre, d i 6 i r s  thèmes orgrnisateus ont été utilisés, par ccernple 



celui de stnrctute dans les "mathématiques modemes" des années lm, cehti d'atgébre 

comme langage dans Ie cadre du mowemtnt "retour aux bases" pack-to-Basics") qui 

a suivi, celui de fonction mec Parrivée des dculattices graphiques dans les années 

1390. 

Chaque option choisie pour orgaaiser le curriculum implique une manière de stnacturer 

le contenu algébrique à enseigner. Ainsi, dans l'aigèbre des canathématiques modemem 

le contenu *brique à enseigner est structuré selon la fitioa des structures 

algébriques, une logique disciplinaire. Un autre qpe de solution consiste structurer le 

contenu en adoptant une certaine orientation méthodologique, par exemple, en basant 

l'apprentissage de I'aigèbre sur la résolution de problémes, sur h généralisation de 

l'arithmétique ou sur l'itude de certains thémes mathématiques importants. 

L'approche didactique mixte de l'aigèbre entend réaliser une cenaine kitéption 

cohérente des apprentissages reliés à chacune des quatre approches didactiques : 

dangaga, wmames~, modilisatiom et donetion>, que nous avons souiignks 

précédemment. Naturellemm6 cela nc m e  pas que les quatre appmches doivent 

apparaître à tout moment du cursus, en même temps et avec le même degré 

d'importance. 11 est possible qu'à un moment de Papptentissage de l'algèbre on 

emploie une approche de fason plus particuüère. il existe ainsi plusieurs manières de 

concrétiser une approche didactique i<mixts,. 

Faisons obsmet que pour initier Pélève à l'algèbre, on doit l ' m e r  à appréhender la 

notion générale d'opération. Sans une prise de conscience de I'optfation, il n'y a pas 

d'atgebre. Au tout début de l'apprentissage, on doit famiZiatiser l'apprenant avec de 

multiples situations où tigutent des opérations. En utiliSant des situations concrètes 

spécifiant des stnicnires algébriques (voir ks exemples donnés dans 3.3.4), i'apprenaat 

peut s'initier à comparer les proptikis des opénaom et à iden* les stniautes 

algébriques isomorphes. La recherche de réguiantés est un thème qui peut aussi être 

abordé au début de i'apprentissage de l'algèbre. Voilà deux exempies de l'utilisation de 



l'approche tsmctures». Ii est important d'utiliser des contextes diffirents, pas toujours 

numériques. L'apprentissage du iangage aigébnque doit être une préoccupation 

constante et se faire progressivement et paraüèiement au déveioppement des autres 

aspects de i'aigèbre. Quand l'enseignement de l'aigèbre commence assez tôt dans k 

cursus, on ne doit pas utiliser le fornialisme algébrique, mais un langage qui s'approche 

du iangage naturel de i'éiève. La notion d'équation peut être abordée après la 

familiarisation avec des sauctures abstraites de diverses situations algébrisables et 

l'initiation à la notion d'inconnue et à la pensée anaiytique. Elle peut aussi être vue 

comme le produit d'une modélisation algébrique. L'approche modéiisatiom s'intègre 

bien avec i'approche ((fonctiom. En effec une relation fonctionnelle peut être le 

modèie de plusieurs situations réelles ou mathématiques. La connaissance de propriétés 

de cettalies fonctions pemiet de modéliser algébriquement plusieurs situations réeiia 

ou mathématiques. Inversemenf la com&saace de certains aspects d'une situation 

algébrisable peut donner des édahges sut la fonction qui la modélise. 

Dans la section qui suit, nous dons examiner certaines approches traditionnelles de 

l'algèbre pour les cornpater à nom proposition d'une approche didactique umixtew. 

6.3 QUELQUES APPROCHES DfDACTIQUES ~ J ~ I S É E S  TRADITIONNEl.,LEMENT 

DANS L'ENSEIGNEMENT DE L'AU;$BRE 

6.3.1 L'approche «arithmétique gén&alis4e» 

Selon Kieran et Wagner (1989), i'aigèbre peut être vue comme une an'hmétiqnegcir~ée 

de deux manières diffhentes : 

On the one hanci, we think of ligebra as 86-d aithmetic, in which 
case we focus on the link between ligebra and its nrnneiicai refaents. On 
the other han4 we can think of aigebra as ~ d q d  aithmetic, in which 
case we focus on the structurai aspects of the numba system. (Kiefan et 
Wagner, 1989, p. 221) 



La première s p i k a t i o n  de i'aigèbre en tant qu'arithméw généralisée est sans doute 

ia plus ancienne. Les exttaits su ima ,  issus de deux manuels anciens, décrivent 

succinctement cette approche : 

L'algèbre a pour objjt de &érzliser les calculs de PIrithrnitique; de 
donner des règles simples pour h résolution des problèmes numinques et 
de fournir des formules représentant, sous une forme condensée, le 
résultat d'un type de problèmes. 
Pour atteindre ce but, elle emploie les lettres et les @es. 
[...] Les lettres servent à représenter Ics nombres. 
Au lieu de raisonner, comme en a&hmétique, sur des nombres: 4,5,2/3, 
etc. , on raisonne sur des lemes: a, b, c, ...., x, y,.. censées représenter des 
nombres connus ou i cod t r c .  Les résultats aux+ on p&t ainsi 
offient une p d e  généniité, car, comme on ne précise pas sut quels 
nombres on opére, ils sont vrais pour tous les nombres. (Bourkt, non 
daté, ~ . l ) ~ '  

Le but de i'algébre est la simpiiftcation et la générnli4ation des questions 
sur les nombres. La sirnplitication résuite de Prmploi de signes pour 
indiquer les opérations, et de lettres pour désigna les nombres cherchés. 
La généraiisation résulte de l'emploi de lettres pour représenter les 
nombres donnés. (Vacqumt et Lcpinay, 1922, p.5) 

Cette approche se distingue, nous semble-t-il, plutôt par son aspect méthodologique : 

obtenir i'algèbre en généralisant l'arithmétique, en utilisant des lettres pour représenta 

des nombres et des signes pour représenter les opérations. L'arithmétique est de portée 

assez limitée, son outil essentid est 1e langage ordinaire augmenté du caicul sur les 

nombres; son arsenal logistique est constitué de bmuiettcs, établies pour mémoriser 

des schèmes de calcul parfois forts ha& (règks de la fiusse position, par exemple) 

(Combier et ai., 1996), pour miter une classe de problèmes types mis en éviàencc à 

travers des fomulatioas stéréotypées et quelqws vatiantes. Présentée 

traditionnellement comme l'heureuse h i e  de IYa8thmétique, l'aigèbre est au contraire 

de portée illimitée. Le fait de représenter par des ktws les quantités connues permet 

de se débarrasser de la «numérositep des nombres et d'accéda ainsi à un langage 

(littéral) de portée générale. D'un autre côté, le fêit de représenter par des lettres les 

La version consultée du manuel est ia 2 3 t m  éditioa Comme il y est n w n t i d  eüe est confarmc 
au programme offiad fiançais du 4 mai 1912 



quantités inconnues dome la possibilité de raisonner anaiytiquemmt et de disposer 

ahsi d'un puissant outil de résolution de problèmes, atithmétiques en partider. 

A titre d'illustration de cette approche rraditionnciie, réhns-nous à un mnnud 

d'algèbre datant de 1922 (Vaquant et Lépinay, 1922). Le plan d'introduction de 

l'dgèbre de ce manuel est le suivant 

1) Emploi des signes pou indiquer les opérations arithmétiques 
2) Emploi de lemes pour représenter Ics inconnues et Iw données d'un 
problème 
3) Comparaison de la résolution d'un problème par L'axithméuque et par 
l'algèbre 
4) Nombres arithmétiques avec un signe (entiers et hctions); 
5) Nombres dg6baq~s 
6) Extension des opérations sur les nombres Pritbmét;9uts aux nombres 
algébriques 
7) Opeiations sur les monômes et polynômes 
8) Équations, systèmes d'iptions, inéquations 

Les trois premières sedons sont destinées à motiver l'introduction de l'algèbre en 

montrant que celieci constitue un ouri1 de résolution de problèmes plus puissant que 

L'arithmétique. Dans une section préliniinaire, les auteuts commencent par p r é c k  les 

buts de l'algèbre, expliquer l'emploi des signes pour représenter ks opérations à l'aide 

d'erremples numériques, puis présenter queiques noratioas et conventions @uissance 

d'un nombre, ache n-ième, relation d'égalité, signes plus grand que et plus petit que, 
,. . etc.). Après cette section prtluninaire, les auteurs abordent le thème ''Emploi des 

signes pour indiquer les opérations et des kmes pour teprésentez les inconnues." Us 

expliquent 

Pour simpiifier la résoiution d'une qwstion d'arithmétique, 3 y a souvent 
avantage à représenter les nombrcs inconnus pu des Icttrcs, et i indiquer 
au moyeu de signes ks opii?tions i effectuer sur ks nombres donnés et 
sur les nombres inconnus. (Vacquant et Lépînay, 1922, p. 9) 

L'avantage présumé de la méthode aigébngue sur la méthode arithmétique est illustré 

au moyen de deux exemples. Nous n'en feproduisons que le p&. 

Problème Trouver deux nombres connaissant leut somme 17 et leur 
dZ6éretice 3. 



Pour résoucire cette question sans le secours des signes nous dirions: La 
somme 17 des deux nombres chccctris se compose du plus petit de ces 
deux nombres plus le grand, c'est-à-dire le plus petit augmenté de l'excès 3 
du plus grand sur le plus petic. Le nombre 17 est donc é p i  i deux fois le 
plus petit nombre cherché, p h  3. Donc 17 moins 3, ou 14 est k double 
du plus peeit nombre chaché; donc ah, ia moitié de 14, ou 7, est le plus 
petit nombre cherché. L'autre est 7 plus 3, ou IO. 
Reprenons ia même question en indiquant ics opérations p u  des signes, et 
en représentant par h lettre xle pIus petit des d m  nombtes cherchés. Le 
plus petit des deus nombres étant x, Paufre qui surpasse celui-ci de 3, est x 
+ 3; et, comme Ia somme est If, on a: 

x+x+3=17  
OU 

Zu+3=17, 
ou encore, en retranchant 3 de pan et d'autre, 

2x = 14, 
cru en&, en divisant de part et d'autre par 2, 

x =  7. 
Le second nombre est x + 3, ou 7 + 3, ou 10. 

Après avoir exposé la résolution d'un deuxième problème en s h t  la même méthode, 

les auteurs conciuenc da marche suivie pour risouche ces deux problèmes est 

absolument ia même dans les deux cas; mais, tandis que la prcmiére solution, 

embarrassée par de longues périphrases, fatigue I'epnt et ne peut être sumie sans peine, 

la seconde apparaît claire et précisew (iu., p. 11). 

Les auteurs abordent ensuite l'explication de l'emploi des lettres m algèbre pour 

représenter les données et énonca Ies bnnules algébriques. Pour justifier rusage des 

lettres, b reprennent Ies exemples traités précédemment et attestent: 

Toutefois, si dans les problème précédents nous sommes urB.is 
rapidement au résultat demandé, ce résuitat trouvé, nous n'avons gardé 
aucune trace des catcuis effectuis pour y puvenir, et, pour traiter une 
question toute sernbiablc, nt d i f f i i ~ t  de la pr&e que p u  h grandeur 
des données numSques, il fiut tout recommencer h nouveau On kt 
disparaître cet i n c o n v ~ t  en désignant par des Iettm les données de h 
question, comme les inconnues. On empIoie ordiillirement ks premières 
Iettres de l'alphabet, A, 8, C ..., ou a, b, c.., pour repriseuter les donnies, et 
on réserve les dernières, x, y, 2, pour représenter les inconnues. (W, p. 
1 1) 

Les auteurs reprennent alors les deux problèmes initiaux et ta donnent des versions 

généralisées. Le premier, par exemple, est rékit de la façon silioaate: 



Trower deux nombres, comahuit  leut somme a et leur ditfikence b. 

Ce problème est alors résolu, selon les mêmes étapes qui ont été suivies dans la 

résolution de sa version paraculiére, mais m raisonnant cette fois-ci sur les nombres 

(a + b) k t t k  a et b au lieu des nombres ari tké*~ 17 et 3. Les expressions: x =- 
2 

et 

(a - b) y=- 
2 

sont appelées fomnh, car précisent ces auteurs, d e s  font connaître les 

opérations à effectuer sur les nombres donnés pour en déduire les nombres recherchés. 

Les auteurs présentent alors les formules pour résoudre Moutes les questions d'intérêb) 

(p. 14). 

Les sections 4, 5 et G sont consacrées à Pextension des opérations arithmétiques et de 

leurs propiétés sur les nombres arithmétiques (nombres entiers 2, 3, etc., et leurs 

hactions, 2/3, etc. non affectés de signes, soit les nombres rationnels positifs) aux 

nombres algébriques (nombres en& et ieurs fiactions affectés d'un signe + ou d'un 

signe -, soit les nombres rationnels, po& et négatifk). 

Après avoir prolongé le calcul arithrnétiqw à l'ensemble de tous les nombres rationnels, 

positifs et négatifs, on aborde de bot ,  à la section 7, k caicui sur les polynômes (Le.: 

i'algèbre des polynômes). Un polynôme est conçu comme «un ensemble de nombres, 

de lettres et de signes indiquant me mite d'opérations à effccniet sut les nombres et sur 

les nombres représentés par des letttesa (Vacquant et Léphay, 192, p. 83). 

Une fois exposé le calcul algébaue, on peut étudier les équations, les systèmes 

d'équations et les inéquations (section 8). 

Notons, comme il ressort de Panalyse de Chevlllard (1984), que longtemps les textes 

d'enseignement adoptaient le plan d'exposition suivant: Nombns a@b+e.r, ~ ~ I E I ~ I  

algébnflue, équation, t$so/~(don d!+mhu et, s e h  îhw cette tradition remonterait à 

Euler. 



Cette approche didactique de l'algèbre est ancienne et a prévalu longtemps dans 

l'histoire de l'enseignement de 1'algCbre. Elle est fondée sut l'idée que l'enseigntment et 

l'apprentissage de l'aigèbre doivent être basés sur les apprentissages réalisés en 

ari  thétique. 

Les origines de ce fait sont d'abord d'ordre historique. Car dès ses débuts, l'aigèbre a 

été influencée par l'atithmitique. Bien que la géométrie ait aussi c o n m i  à 

l'émergence et au développement de l'aigèbre, le courant arithmétique a été dorninaat 

Il débuta avec le projet d'dbmikjafUIx de l'algèbre de l'école d'al-Karaji, au onzième 

siècle, comme nous l'avons expliqué duis le chapitre 2 

Prendre l'arithmétique comme prérequis à l'apprentissage de l'aigèbre est aussi un 

argument d'ordre didactique qui met m avant la dialecaque de l'ancien et du nouveau, 

pemettant ainsi de créer, espère-t-on, une d e  continuité dans l'enseignement des 

mathématiques. En outre!, cette approche appoae une solution au problème de la mise 

en place du calcul algébrique; l'atithmétique foumit en effet à la fois le fondement et le 

mobile du calcul algébrique. 

A notre avis, cette approche didactique de l'algèbre ne tient pas sufiamment compte 

des aspects modélisation et fonction. Par a h ,  de nombreux travaux empiriques 

montrent les difficultés qu'éprouvent Ies éièves dans l'apprentissage de l'aigèbre comme 

arithmétique généraiisée. 

La deuxième signification de l'algèbm en tant qu'arithmétique généralisée mentionnée 

par Kieran et Wagner (voir la citation au début de la pdsente section 6.3.1) est ceile de 

l'étude des structures des systèmes de nombres. 

Comme exemple de cette approche, on peut citer un rnanuei d'aigèbre en vigueur aux 

États-unis d'Amérique dans les années 196û. Lcs auteurs mus expliquent dans ce qui 

suit l'approche utilisée dans Ieut manu& 



The objectives of this F h t  course in algebm is to hclp the student dcvelop 
an understandlig and apprccintion of somc of the Plgcbmic structure 
exhibited by the rd numbcr systmi, and the use of this structure as a 
basis for the techniques of Ilgebra. More s p d c d y ,  WC are intuestcd in 
an exploration of the propcrties of addition and mdtipLication of r d  
nitmbers and th& ordu properties. Later in the course WC h m  occasion 
to consider polynomials, which, as a class, &O exhibit an algebrnic 
structure which derives fiom the fact that they satisfy some @ut not aü) of 
the above set of properlics. (SMSG, 1961, p. u) 

Dans l'annexe A, on peut consulter la table des matières de ce manwl. Elle pemiet 

d'iliusuer, en effet, que si l'objectif avoué est d'amener les élèves à développer une 

compréhension de quelques aspects de la structure algébrique ( d e )  du système des 

nombres réels, un objectif inavoué est d'iatmiuk les concepts et la tenriinologie 

spécifique à l'algèbre abstraite. En fait, les véritables objets d'étude sont non pas les 

nombres mais les opérations, non pas les systèmes de nombres mais les structures 

algébriques abstraites qui les caractérisent Remarquons que dans cene approche 

didactique de l'algèbre, les aspects modéiisatiom et donctiow~ ne sont pas considérés. 

La conception de l'algèbre comme une arithmétique généralisée a fortement marqué 

l'algèbre enseignée à l'école. Ce n'est que dernièrement que l'iàée de s'éloigner de cette 

tradition d'enseignement de l'aigèbre a commencé à rerueillV une dative unanimité 

auprès des éducatews62. 

6.3.2 L'approche basée sur les extensions successives des sysdmes de 

nombres 

Cette approche didactique de l'aigèbre intégre de hçon c o h b t e  à ia fois i'aspect 

étude de structures algébriques des systèmes de nombres et l'aspect t h g q p  de 

l'algèbre, et peut être interprétée comme une approche pvticulière de type arithmétique 

" Vcrs le début des années 90, on remque dans le champ de h rcchcrche didactique sut i'algèbre la 
prédominance de sujets ayant trait à l'éiabonaon d'approches aitcmativu de l'?lgtbrr i l'école C'est 
ua courant de recherche fm présent aux Êtats-unis ainsi que dans d'autres pays mmtm Ie Chada, 
i'rlngietcrze au encore l'Australie Dans d'aums pays, couxne la Fmce, on aborde aicarc cette 
question de manière traditiomeüe. Dans Kiemn, (1992) cm tramera une synthise des arcicics de 
recherches sur l'enseignement de i'aigèîxq recherches dont la plus gmade putic a pour objet l'étude 
d'ui problème particulier des cuuïculums d'aigèbreenSmts. 



géaédkée. En effet, d'un côté, le corpus algébrique à aiseignet est structuré selon la 

fikition des saucnires aigébriqws, Pua des objectifs p ~ a p a u x  étant l'étude des 

stniautes algébriques des systèmes de nombres. D'un autre côté, les systèmes de 

nombres sont utilisés cornme espaces de calcul aigébricp à partir desquels on expose, 

formellement, le c a l d  algébrique abstrait 

Certains curriculums ont été particulihent inspirés par cette approche. C'est le cas 

par exemple, de tous les programmes d'algèbre en vigueur au Maroc depuis les années 

1970, au moins. Dans un tel cas, le corpus algéb*ue enseigné est structuré selon la 

logique suivante: étant donné un système de nombres S dont les propriétés en tant que 

structure algébrique mixte (propriétés des opérations arithmétiques usuelles et de la 

relation d'ordre) sont connues, on étend ce système de nombres à un autre système S' 

en y adjoignant les nombres qui y cananquenb) et en prolongeant à S' les propriétés des 

opérations valides sur S, selon le a p ~ a p e  de pemiancnm. On étudie ainsi 

successivement et daas l'ordte, l'ensemble des nombres natureîs, l'ensemble des 

nombres relaëfs, (I'ensemble des nombres dé&& daas c&s cuaicuiums), 

l'ensemble des nombres rationnels et, es& l'ensemble des nombres réels". Une 

variante de cette approche consiste à commencer par les nombres positifs (naturels 

décimaux et hctionnaires) et à inttoduire ensuite les nombres négatifs, en prolongeant 

des premiers aux seconds les propriétés des opérations. 

Nous avons souligné plus haut que dans cette approche, k corpus algébrique est 

organisé selon une logique de ia discipline, ce qui lui donne un certain fondement 

D'un autre côté, elle se justifie par des raisons à la fois épistémologiques et didactiques, 

comme nous allons l'expliquei maintenant 

a Soit l'ensemble des nombres mticmds dont llCctiturc décimaie est hie .  
64 Ea fait, l'extension algibriquc i gutU du système des nombrts ntimcls déûnit le corps des 
nombres aigébàques et n m  celui des nombres &. Le prdonganmt du opCrpti~ll~ ct de leurs 
propsiétés aux nombres transcendants est basé sur des vguments de name IIOQ algébrique faisant 
appel aux notions de limite et & continuiJ 



Le concept de nombre est sans doute l'un des plus importants en mathématiques. Il 

est, sous une forme ou sous une au- présent dans les activités mathématiques les plus 

reculées dans l'histoire. Son développement et son élargissement sont le résultat de 

longs processus d'absttaction et de généralisation. Les entiers naturels ont été les 

premiers nombres connus, uàlisés et étudiés en mathématiques, suivis par les nombres 

rationnels positifs, les réels positifs, puis les négatifs, les imaginaires, Ls 

hypercomplexes, etc. 

Si les nombres réels positifs sont nés plutôt de la nécessité de mesurer des grandeurs, 

en revanche l'aigèbre a joué un die de premie~ plan pour Pémcrgence d'autres 

catégories de nombres. Ceci a p p d t  ciairement, nous semble-t-ii, dans le cas des 

nombres entiers négatifs et des nombres complexes. Dans ce dernier cas, en opérant 

sur des objets imaginaires (ks racines àes nombres négatifi) selon les règles du c a l d  

algébrique valides jusque là sur I'ensembie des nombres téels, les nombres complexes 

s'introduisent dans la pratique mathématique comme moyen de calcul - ou comme 

artifice de caid)  pour s'exprimer comme Chevallard le bit à propos du cas analogue 

des nombres entiers négatifk (1989b). 

Pat ailleurs, nous avons signaié à plusieurs reprises que l'initiation à l'algèbre nécessite 

i'initiation au caicul algébrique. Et, pour que l'on puisse déployer ce c a l d  il y a 

nécessité de se placet dans un espace de calcul dgébrique. Aussi, le développement de 

i'aigèbre s'accompagne-t-il nécessairement du développement d'espaces de calcul 

algébrique. Vu l'importance du concept de nombre en mathématiques et dans leus 

applications, la consuuction des espaces de calcul algébrique liés aux difkents 

systèmes de nombres est tout aussi importante. 

Dans le chapitre 2, nous avons mis en évidence que le developpement de i'algébre 

éiémentaire et celui des systèmes de nombres sont dialectiquement solidaLes : d'un côté 

le caicul aigébrique se dévdoppe à PMIage du cornpomment des nombres relativement 



aux opérations arithmétiques usuelles; d'un autre côté, l'extension du calcul dgébrique 

abstrait pemet la conceptualisation de nouvelles catégories de nombres. 

Fkidment, sur le pian didactique, cette approche se propose de baser l'enseignement 

de I'algèbre sur les apprentissages faits en arithmétique, en tentant d'utiliser avec profit 

la dialectique de Pancien (arithmétique) et du nouveau (aigèbre). Eiie consiste à fonder 

le langage algébrique sur le ianjpge arithmétique, à étendre successivement les diffétents 

systèmes de nombres, pdèiement au développement du calcul algébrique. 

Ainsi, dans une telle approche didactique, on étudie à la fois le langage aigébriqw et les 

sauaures algébriques des systèmes de nombres. 

À nom avis, tout comme l'approche atithmétique généraiisée, i'appmche basée sur les 

extensions successives des systèmes de nombres n'accorde pas suf&amment 

d'irnpomce aux aspects «fonction» et <cmodéiisation» et n'aborde que les structures 

numériques. 

6.3.3 Exemples traditionnels de l'approche dangage» 

L'aspect langage est généralement présent dans toute approche didactique de I'algébre, 

puisque le langage algébrique est un ingrédient essentiel 1 l'apprentissage et à 

l'utilisation de i'aigèbre. Certains cmicuîums au cours de l'histoire de l'enseignement 

de l'algèbre sont d é s  même jusqu'à réduite l'algèbre à l'apprentissage de son langage. 

Comme exemple de cette approche, nous prenons un manuei datant des années 

soixante, rédigé par un ensemble de profisseurs6 dont le plan suivi structurant ie texte 

d'exposition est à cet égard très illustratif. 

"1. Les détinitions, le vocabuîaire reiatifs à i'aigèbre : 
Cette science, comme toutes les autres sciences a un hgage, des mots à 
d e  : si i'éiève emploie ce iangage et ces mots au hasard, il manquera de 

- 

'UCom d'aigèbre. Pu un &roupe de profcsscurs sous In dLccOoa de Émile Girvd %ions 
pédagogiques de I'école n o d e  sccoadak Moaaéd: Beauchemin, 1961. 



précisions, de duté; souvent même les nisomancnts qu'il essniur de 
faire en seront faussés. 
2. Les règles de k r i t u r e  dgébriquc : 
Cette écriture cherche, au moyen de conventions et de symboles, i 
exprimer les idées sous une forme abrégie mais dPLc; il faut connaître et 
ces conventions et ces symboles. (...) 
3. Les données des théorèmes, l'énoncé des principes: 
Ces théorèmes, ces piinapes sont des virités dont nous constaterons ou 
démontrerons la justesse : ils serviront de base au dcul  dgébrique. 
4. Les règies d'opération: 
Ces règles sont, d'ordinaire, la mécanisaaon d'un Wsonnemcat qu'il n'y a 
aucun intérêt à répéter indéfiniment : des  permettent d'&rire directanent 
le résultat cherché, sans parcourir chaque fois ies étapes du raisonnement 
qui le justihe." (Gérard, 1961, p. 13) 

Les titres des setions de la table des matières illustrent cette nécessité d'introduire les 

nombres entiers négatifi pour exposer le calcul algébrique, stratégie dont nous avons 

discuté auparavant. La premiere partie est consacrée h Pétude du caicui aigébriqw; elle 

est formée des titres suivants : b nombrc rJshz@c; #mhr q.rxkeirr nrt n o m h  dgcgcbn+; &Y 

e-~rem0n.r  alge'bnq~~w; &dit&, &n&, quaûi7n.r. La seconde partie, intitulée Compkmenx~ & 

caimi a~éhipe,  est formée quant à de des deux titres suivants: bqiwh'otu et p h e s  

Cette approche peut être intexpré& comme une arithmétique gai- mais de est 

en réalité fondée sut l'aspect c<langaga) de l 'wbre, L'arithmétique étant utilisée 

justement comme moyen pour exposer ce luigage. 

Dans ce type d'approche, on utilise ginétalemat une methode inductive : on induit les 

règles du calcul algébriqw des %les du calcul arithmétique Dans le manuel que nous 

venons de ater, par exemple, on expose k caicui sur Les nombres dits algébriques 

(nombres entiers et k m  fiactions affectés d'ua signe + ou d'un signe -, soit les 

nombres rationnels, positifi et négatifs ) en se basant sur le calcul avec les nombres dits 

arithmétiques (nombres entiers 2, 3, etc, et leurs fractions, 2/3, e t c  non affectés de 

signes, soit les nombres mtionnels positifs) et en justifbb à l'aide de situations 

concrètes, la pertinence de calculer avec des nombres entiers négatik comme on le fait 

avec les nombres positifs. Le caicui aigébrique proprement dit (calcul littérai) est 



obtenu en remplaçant dans le caicui sur les nombres aigébriques, un nombre aigébrique 

par une lettre, Les auteurs de ce manuel souligamt en effct, a (...) en aigèbrt une l e m  

remplace le nombre algébrique tout entierI signe et Prleut absoluo, (Gérard, 1961, p. 

91). Plus loin dans le texte, ils tiennent à fXre la rematque suivante : 

Un des premiers pas dans i'itude de i'aigèbre consiste i acquérir de ia 
sûreté, de l'aisance dans les caicuis où des lettres se substituent aux 
nombres. Cette sûreté, cette aisance s'acquièrent, facilement quand on a 
compris que ces calcuis "obéissent" aux thCorimes établis pour le calcul 
des expressions numériques: les lettres en dgèbre, sont en quelque sorte 
des nombres "déguisés". L'étude des théorèmes a été poussée jusque dans 
les détaih pout qu'il nous soit posaile de justifier la plupart des calculs 
littétaus. 
En calulant, l'éiève doit prendre l'habitude de répondre à deux questions: 
"Qu'est-ce que j'ai à faire!" 
"Quel est 'Toutii pout le fnke ?" 
L'"outil" sera le plus souvent un théorème; parfois une définition, une 
règle d'écriture ou une règle de caicul (Gérard, 1961, p. 91) 

D'autres manuels utilisent une approche déductive pour i'exposé du calcul aigébriqw. 

Pour illustrer cette approche, nous dons prendte un manuel d'algèbre anaen". La 

pvtK relative à Pllgébre comprend quatre parties9 Caicul *brique; 2) Équations du 

prerniu d e g e  3) Équations du second degré et 4) Pmgiasions, logarithmes, intérêts 

composés et annuités. Dans l'introduction qui est consaaée à des notions 

préliminaires, Ies auteurs précisent de manière succincte le vocabuiaire et les 

conventions qui vont être utilisés en aigèbre : signes aigébtiques; coefficient; exposant, 

expression algébrique, formule; tumeSr., monôme, binôme, polynôme; ordonner un 

polynôme; ternes semblables; et hnalement, valeur numérique d'une expression 

aigébrique. 

Dans la première partie, le calcul algébrique est présenté de manière formelle, mais il est 

illustré sut les nombres. Dès le départ, les auteurs présentent les règies des opérations 

66Petit manuel d'algèbre et de mgOnomimc, par une réunion de professeurs: Paris : Gigord 216 p. 
(Année inconnue) 
67 Wn termc est toute upmsion *bique dont les @es ne sont pas séparées par les signes + ou -" 
@. 3) 



de l'addition, de la sousttactioa, de la multiplication et de la division en utilisant des 

lettres. Voia pat exemple la règk de Paddition (p. 5): 

Règle. Pour additionner plusieurs quantités aigébriques, il suffit de les 
écrire les unes à la suite des autres en conservant les signes de leurs turnes; 
on fait ensuite, s'il y a licq k réduction des tcmies sembiables. 

Et ensuite ceiie de la soustraction (p. 6): 

Règle. Pour faire la soustraction aigébrique, on écrit les d m  quantités 
I'une à la suite de l'autre, en changeant ks signes de ia quantité à soustraire. 
On fait ensuite, s'il y a lieu, ia réduction des termes semblables. 
Soit 8a - Sb à retranchez de 3a2, on é&: 3a2 - 81 + Sb. 

La 6ge des n&w se trouve implicitement énoncée dans cette règîe. Celle-ci suppose la 

donnée des nombres entiers négatifs, que les auteurs n'ont pas introduits. Mais très 

vite, ils ne tardent pas à s'apercevoir que la valeur numérique d'une expression 

dgébnque peut étre négative. En affrontant ce problème, ils souiignent @. 8) : 

La valeur numérique d'un polynôme étant la différence qui existe entre la 
somme de ses termes positifi et celle de ses termes négatifs, si cette 
différence est un nombre positif, le polynôme a une vaieur déterminie, si 
c'est un nombre négatif, le polynôme a une videur dont on ne peut se fiire 
une idée bien nette, car nous ne savons pas ce qu'est un nombre négatif. 
Cependuit, on a l'habitude de regarder les nombres négatifs comme étant 
moindre que zéro, et de dire qu'ils sont d'autant plus petits que leu deut ,  
abstraction faite du signe, est plus grande. 

Remarquons que dans les deux approches précédentes, tout le soin est mis daas la 

présentation d'un langage minutieux et précis, à travers lequel sont présentées les règles 

de la syntaxe du calcul algébrique, puis un grand nombre d'exercices, p u t  que, disent 

ces auteurs, <da mécanique,» du caicul aigébrique soit à la fois intelligente, prompte et 

sûre.» (Gérard, 1961, p. 11). L'inte&@iilité du caicul proviendtait de la «consaence,) et 

de ia ~uéféreace», en cas de besoin, au prinape ou à la régle qui est à la base de la 

transformation de i'expression aigébrique utilisée. Le caicui aigébriqw est par la suite 

exploité dans l'étude des équations et de lem résolution. 

Cette approche didactique traditionnelle de l'aigèbre insiste fortement sut la maitrise de 

l'aspect syntaxique du langage aigébrique. On ne peut, certes, contester i'importance de 

l'apprentissage de cet aspect du langage aigébrique, mais il ne doit pas êtte une Ti en 



soi Eh effet, comme pour tout autre langage, on ne peut détacher la syntaxe du 

langage aigébrique de sa sémantique, à moins de voit Palgèbre comme un jeu forniel 

avec des lettres, qui n'est orienté vers aucun but précis. f;a maîtrise du iangage 

algébrique ne doit pas seulement êtte forneliement valide, elle doit aussi être 

fonctionnellement pertinente. D'un autte côté, commencer I'appmtissage du langage 

algébrique par celui de la syntaxe de ce derniet et ensuite apprendte à l'appliquer pou 

résoudre des problèmes et modéiiset des situations réelles ou mathématiques va dans le 

sens contraire du développement historique de l'aigèbre et now semble une erreur 

pédagogique. En effet, rappelons qu'historiquement, au commencement de l'algèbre, le 

calcul algébrique était une sorte d'arithmétique de i'incomue (soit un cacul sur des 

expressions polynodes à une variable qui est l'inconnue et dont tous les co&aents 

sont des nombres spécifiques). Or, manipuler ces poiynômes suppose accepter 

d'opérer sur l'iiconnue et donc suppose penser de maniéie analytique. De plus, ce 

calcul aigébrique suppose une compréhension préaiable des concepts algébriques 

fondamentaux, d'opération, d'inconnue et d'équation. 

6.4 QUELQUES APPROCHES DIDACTIQUES PROPOSÉES R&CEM~~ENT POUR 

L'ENSEIGNEMENT DE L'AU;ÈBRE DANS L%COLE DE BASE 

6.4.1 Approches proposées dam un ouvrage collectif rtctnt 

Publié en 1996 sous la direction de Nadine Bednarz, Catolyn Kieran et Lesley Lee, 

l'ouvrage Appmc~ches to algebm : pmpEtivttr fw nscmcb and faacbin~ présente quatre 

approches différentes de l'enseignement de l'aigèbre proposées par différents auteurs. 

Nous présentons et discutons chacune de ces approches. 

6.4.1.1 La perspective qy5néraiisatiow) dans i'introduction de Palgèbre 

L'un des fervents défmseurs de cette approche ces derniers temps est sans aucun doute 

John Mason. Pour lui, la généralisation est au cœut des mathématiques : 



aGmeratization is the life-blood, thc heart of mathanatiw (Mason, 1996, p. 74). Selon 

lui, généraliser est une acbviti tellement centrale dans toutes ies mathématiques que les 

mathhaciens professionneis n'en remarquent pas la pdsrnct, pam qu'de est put 

eux élémentaire. Cons-ent, l'enseignement des mathématiques, ajoute-t-ii, 

consiste fondamentaIement à rendre ks éièves sensibles à la nature de la généralisation 

mathématique e~ de manière duaie, à la pamnilarisation. Il conçoit l'a#bre comme le 

langage qui permet d'exprimer et de manipuler des g é a é d t é s  et il avance : 

(...) of the fout pincipal mots of aigebra WC identifid: 
Expressing generaiity 
Possiiiliries and Constrahts (supporthg awmess of d b l e )  
Revranging and ManipuLihg (sechg why qparmtiy diffcrtnt 
expressions for the same thing do in fact g i n  the same answers) 
Generaked ASthmetic (mditiod lcttcrs in place of numbers to q l e s s  
the d e s  of adthmetic). 
expression of generaiitp is of parmount of importance precisely because it 
is so often overlookcd and mder-playcd. (Mason, 1996, p. 66) 

Il est vrai que le processus de gbémhation joue un rôle irnporcant en Wbre - comme 

d'ailleurs dans toutes les mathématiques. Mason lriIIusae bien au moyen de multiples 

exemples. Cette observation vaut tout aussi bien pour l'abstraction, un auare processus 

de pensée fhant partie de la facc pensée *brique de nom M.IA.PA. 

Selon nous, généraliser et chercher des géairalitis, ne carac&se pas l'algèbre. Comme 

l'explique Mason lui-même, uYct cvug discipline is concemeci with expressing 

generaii y, with ciifferences oniy in whac is the genedty is about, and how generalities 

are justifiedu (Mason, 19%, p. 74). Mais il n'explicite pas cette a h t i o n  dans Tc cas 

de l'algèbre. 

Pour sa part, Lee pré&e patler de i'aigèbre en tant que cultute; ek pense que l'on peut 

introduire raigèbre via les fonctions, la modélisation ou la résolution de problèmes, 

mais, selon elle, seules les activités de généraiisation petmettent d'initie i'üève à la 

dtufe algébrique. Elle ajoute: 

Nor is it much of a cbdenge to demonstrate b t  fuactions, modeliog, 
and probIem solving are ail types of generalixiag &tics, that aigebra and 



indeed aii mathematics is about gen- pattms. (Lee, 1996, pp. 102- 
103) 

A noue avis, à l'instar de Lee et surtout de Mason, cenains auteurs accordent à la 

généralisation une importance exagérée en Wbre tout en oubliant de souiigaer 

l'importance d'autres composantes de la pensée aIgébrique. Car abstraire et penser de 

manière analytique, par exemple, nous apparaissent tout aussi importants en aigèbre. 

De plus, il existe des activités aigé'bciques où le processus de généralisation ne joue pas 

un rôle central- Par exemple, dans la modélisation algébrique, la manipulation 

d'expressions algébriques de II[ISinière syntaxique, Pabstraction d'une structure ou la 

résolution d'un probléme, d'autres processus sont en jeu de manière plus importante. 

Pour sa p q  Radford (1996, p. 111) fiiit remarquer avec justesse: ((The generaiization 

way of thinking and the analytic way of thiaking that characterizes algebraic word 

ptoblern solving are independent and essentially iwducible, s w c ~ t e d  forms of 

algebraic thinking). 

6.4.1.2 La perspective &solution de pmbiùnem dans I'inttioduction de l'algèbre 

La résolution de problèmes est une pmpective à prendre au sérieux dans l ' i n~uc t ion  

de l'aigèbre, estiment Bebian a Janvier (l!BQ. Eiles avancent les raisons suivantes. 

D'abord historiquement, disent-ellesy la résoIution de pmbIèmes a joué un rôle capital 

dans le développement de l'algèbre. Elle était au cœur des travaux de Diophante, de 

même que de i'aigèbre arabe, et explicite dans le cas de Viète qui cherchait à trouver 

une méthode générale pour &O& les problèmes. Ensuite, la résolution de 

problèmes a aussi joué un sôie important dans l'easùgnemmt de t'algébre. 

Dans l'approche qu'des proposent, une bonne base de coMaissances en arithmétique 

est supposée acquise chez les élèves. L'introduction de l'algèbre dans un contexte de 

résolution de problèmes les conduit alors à chercher les types de problèmes qui 

faciliteraient le passage de l ' h  d'un mode arithmétique à un mode algébrique de 

résolution. Pour analyser ks problèmes que l'on retrouve taditiomeiiement dans des 

manuels d'arithmétique et dms ceux d'algèbre, de même que pour étuâict les types de 



problèmes qui poseur des difEcultés aux &es, elles ont &bo& un cadre d'adyse qui 

se base sur la nature du dd relation& dans la repdsentatioa et h résolutim de tels 

problèmes : la nature des relations entre les quantitis en jeu dans le problème, connues 

et inconnues, et Ie Lien enae ces relations68 

A utce d'iliusmtion, elles donnent l'exemple du probième suivant. 

380 students are registcred in three sports activitics offered during the 
season. Basketbd has 3 cimes as mzay students as skaang lad staUllming 
bas 114 more students than basketbaii. How mari? sntdents are registered 
in each of the activities ? 

Le schéma suivant montre la s w c t u r e  générale de ce probléme (Bednan et Janvier, 

-- 

F i i r e  6.2 :Sanichire générale d'un problème 

Vergnaud, G. (1982). A classification of cognitive task md apcntiorrs of dm+t involved in 
addition and subtraccion problans Li T.P. Carpeam, JM Moser, & TA Rombog (Eck.), M t i o i d  
and ssvbtmdioti : A  m g n i h p q k f ~ m  @p. 39-59). Hiüsdale, NJ. hmmct Edbaum 



Ce diagramme moatte, estiment-elles, qu'il n'est pas fa& d'établit le iien entre deux 

données connues. Les &es qui n'ont pas été initiés à l'algèbre peuvent éprouver des 

difficultés à résoudre ce type de problèmes, parce que culrittirnetic procedures are 

generaiiy organized through the processing of known qmtities, by atwnpts to aeate 

links between hem in order to opetate on them. The unknown quantities then appeats 

at the end of the processa (Bdmz et Jmviet, 1996, p. 119). 

Le tableau suivant illustre les diffidtés qu'éprouvent des &es69 âgés entre 12 et 13 

ans à faire le lien entte les données dans des problémes de différents types de 

structures. 

69 La taille de l'échantillon est de 132 



THE PROBLEMS 

a) 380 studcnts are ry#stercd in three sports 
activities offered durhg the s e a s o h  Baskcrbaii has 
76 more studcnts as skating and sarimming has 
114 more students than baskttbaii. H m  many 
students are qistered in each of the activities ? 

b) 380 studeats arc registeted in thne sports 
activities offered during the season. Bwketbaü has 
3 rimes as many as students as skating and 
swimaJog has twice as many as basketbaiL Hm 
many snidents arc registaed in each of the 
acevities? 

c) 380 studmts are rcgisteml in thm sports 
activities offercd during the season Basketbaü has 
3 times as many as students as skating and 
swimml>g has 114 mort students thyi basketid 
How many students are registaed in each of the 
activities? 

CI) 441 students arc regktercd in sports activities 
offetcd during the scason. BasketMi bas 27 more 
srudents than skating and swimniing bas 4 timcs 
as many students as baskettnii. H m  muiy 
srudents are registered in ach of the activities? 

e) Three chiidren are playing marbles. Togetha 
they have 198 marbles. Pi- has 6 timcs as many 
as nmrbles as Denis and 3 rimes as rmay as 
Georges. How many marbles docs ach child 
have? 

SUCCES 
RATE 

Figure 6 3  Résolution de pmbièmes de d i f f i t e s  sttuctures 



t )  Three drildren arc plaping mubIes. Togetha 
they have 198 marbles. Pierre has 6 tLacs as many 
rnarbles as Denis and Georges bas 2 tuncs as 
rnany as Denis. How niany &les does uch 
child have? 

g) Three chiidrm arc playiag marbles. Togecher 
they have 198 marblcs. Gcmgcs has 2 rirncs as 
many as Denis and Pierre has 3 thes  as many as 
Georges. How many marblcs docs uch chiid 
have ? 

Figure 6 3  (suite): Résolution de problèmes de dif;férentes stxucnues 

En analysant la nanite des dations entre les quantités d'un probléme et la manière dont 

ces quantités sont Liées entre elles, les auteures ont pu distinguer les probièmes que l'on 

rencontre généralemat en atithmétiqw et ceux que l'on rencontre en aigèbre. Elles 

avancent: 

In arithmetic, the problms that are g e n d y  @en to studcnts are 
problems that we wili labd u connccted B : A reiationshtp cm easiiy be 
established betwew two known data, thus ieading to the possiiiliy of 
arithmetical reasoning (from the known to the unknown quantiy at the 
end of  process) (...) 
On the contruy, in dgcbra the problems tbat are generaily @en to 
students are ones we label u disconnected »: no direct bndgmg cm be 
established between the known data, as is the case in the problems in 
Table 1. (Bednuz et Janvier, 1996, p. 123) 

La figure suivante illustre la structure de ces deux types de pmbLémes (ibid, p. ): 



Figure 6.4 : Problème arithmétique vs algébrique 

L'analyse des procédures de résolution utilisées p u  des éièves ne connaissrnt pas 

encore Palgèbre dans des problèmes dits &mnnectt!s (généraiexnent rencontrés en algèbre) 

leur a révélé que ces derniers tentent de rendre ces problémes conne& en essayant de 

créer des liens enm les données pour être capables d'opérer sur elles à partir d'une 

donnée connue. Bednatz et Janvier ont q p u p é  les raisonnements utilisés par ks 

élèves en quatre catégories. 

Dans k première, on trowe les raisonnements qui prennent comme point de départ de 

la résolution Cétat connu dans le problème ((& the knom state in the probiem as the 

starting poinm). L'éiève cherche un état initiai connu à patnr duquei il peut g i n k  les 

inconnues du probléne et suit une procédure trronée. 

Un deuxième type de raisonnement consiste à crée ua état initial en utilisant un 

nombre fictif (((mate a staaing state by using a fictional numbtm). On trowe ici Ics 

procédures du type « essais-erreurs ». 

Un troisième type de raisonnement ((ahare and then genetate,)) est ceiui qui consiste à 

partager la quantité totale connue en autant de parts que le nombre d ' h c o ~ u e s  

constituant cette totalité, puis de générer à Paide du nombre obtenu, les valeurs des 

inconnues. Bednarz et Janvier expliquent ce raisonnement ainsi : 



Others students a a t e  a known state, 40wing thetn to gcncrate the 
various rehtionships invohred, by invohng a ftequentiy used numeric 
strategy of equai shnring, &ch invohres ditnding the only lmown statc of 
the problem (the whole) by the niimba of parts (composing this whole). 
The number thus ob&d thcn semes as generator and for the 
reconstituting of the vadous unknowns quantities. (Bednut et Janvier, 
1996, p. 126) 

Le quamème et dernier type de raisonnement est d'un niveau plus élevé et consiste à se 

baser sur ia structure du problème (& the stmctue into accouam). A titre 
d'illustration de cette méthode, Bednarz et Jan* commentent la solution de l'élève 

Éléonore au probléme (k) (Voir Tableau 6.3). 

Thus Éléonore, in problm, (g) wtites: 198 + 9 = 22 (she seuns to see 1 
share, 2 shares and 6 sbntes). 
She thus obtins Denis' share and then +es out the two othus : 
22x2 = 44 (Georges) 
44x3 = 132 (Piet-re) (Bcdnuz and Janvier, 1996, p. 127) 

Dans cette stratégie, Éléonore opère nir les dations mm les quantités et transforme 

complètement le problème initial en un probléme plus global où il est possible de faire 

les calculs. 

En utilisant aussi des entrevues d'élèves, Bedaaa et Janvier ont identifié les obstades 

suivants dans le passage des &es d'un raisonnement arithmétique à un raisonnement 

aigébrique: 

To directly generate using a single unknown is a process that appc4n to be 
extremely cornplex for these studcnts. (...) 
Substitution, whkh requires the passage to a single unknown, nppears to 
be e q d y  diffidt for the students. (.$ 
For certain students, these difficulties am nccomplnicd by n refusa1 to 
operate on the unknown. (...) 
The symbolism used to present the reiahnship in the quation creates 
difficuities for some students. (...) (Bedm etJanvieq 1996, p. 134) 

Les travaux de Bednarz et Janvier ont le mérite de m e m  en évidence Ies difficultés 

qu'éprouvent les élèves dans k développement de h pensée algébrique, et tout 

particulièrement dans le développement de PhabiIeté à penser analytiquement, dans le 

cadre des approches didactiques de l'algèbre prenant appui sur l'arithmétique. Ces deux 

auteures semblent penser, des aussi, que le passage d'un mode arithmétique à un mode 



algébrique de résolution de problèmes, est hi au fut de raisonaer ~ q u t m e n t  Si 

l'on veut introduite i ' ebre  dans ie cadre de la résolution de p r o b h ,  la porte 

d'entrée est alors l'initiation à h pensée adytique. Dans ce cas, les auteures sq$rent  

d'utiliser les problèmes dits &nnect& (@ 6.4), dont la saucture ne permet pas 

l'établissement d'un lien direct entte deux données COMUeS du problème. De tek 

problèmes inatent à opérer sur une quantité inconnue et donc à raisonner de manière 

analyuque. De plus, ces travaux mon- que l'habileté à appréhender la saucture de 

tels problèmes facilite la tendance à raisonner adytiquemmt 

Les recherches de Be& et Janvier ont été rCalisées auprès d'élèves ayant déjà une 

bonne expérience en arithmétique. Un certain nombre d'études empiriques laissent 

penser qu'un long apprentissage de l'arithmétique peut faire obstade à l'introduction de 

l'algèbre (Kieran, 1392) et notamment à raisonner de manière anaiytique. Nous 

pensons dors qu'il est peut être plus profitable d'initier les élèves à la pensée analytique 

à un âge plus précoce. 

Pour sa part, Rojano présente aussi une approche basée sur la résolution de problèmes, 

mais avec le support d'un outil technologique (un tableut : . ~ p n ~ d r b c e ~ ) .  Pour elie, 

l'kiitiation à i'aigèbre s'effectue en tentant de Eire passer l'élève de l'utilisation de 

procédures «pré-aigtibriques, à l'uàlisation de prctcédum aigébriques dans la résolution 

de problèmes. Selon elle, les procédures pri-aigibriques sont celles qui sont orientées 

de ce qui est comu à ce qui est incornu, à l'opposé des procédmcs aigcbriques où l'on 

opère sur l'inconnue pour détemiiner sa valcm POIX Rojano, l'initiation à Paigèbre 

coïncide avec l'initiation à la pensée analptiquc L'approche didactique qu'de propose 

suppose que l'arithmétique est connue De plus, elBe postule 1) qu'il existe une coupure 

didactique le long de la ligne d'évolution de Ia pensée arithmétique de l'entant à h 

pensée algébrique, et 2) qu'un environnernent technologique peut être un bon support 

pour aider i'élève à formuler des généralisations mathématiques (Rojano, 1B6). 



Une idée plus précise de l'approche de Rojano ressort de l'examen de son 

expérimentation auprès d'élèves gigés de 10-11 ans n'ayant pas encore reçu un 

enseignement formel de l'aigèbre. Les o b j d  d'apprentissage visés pour le groupe 

exphenta1 sont à cet égard sigdhtiTs : 

Blockl : Function and inverse fimction 
Witbin this sequence pupils wcrc introduccd to the foiiowing spreadsheet 
and mathematicai ideas : entering a d e ;  repiicaciag a d e ;  fiiaction and 
inverse function; symbolishg a p e s a i  d e ;  dechid and negative 
numbers. 
Block 2 : Equivaleat algebric expressions 
Within this sequence pupils were introduced to the ideas of cquivaient 
algebraic expressions (cg.. 5n a d  Zn + 34. 
Block 3 : Word problems 
Within this sequeace pupils were introduceà to s o h g  a word problem in 
a spreadsheet by reprcsentïng the unknown Mtb a spreadsheet cd,  
expressing the relaaonships within the problems in terms of this 
unknown, and varping the h o w n  to 6nd a solueion. (Rojmo, 1996, p. 
139) 

Il apparaît alors clairement que le véritable début de i'dgèbre consiste à initier les élèves 

à se familiariser avec quelques aspects du langage algébrique, une expression algébrique 

étant interprétée comme une dation fonctionnelle (&k 1 et Bliick 2). La résolution 

de problèmes (Bhk 3) ne vient qu'après que l'iléve ait été initié au langage aige'brique et 

au logiciel kifonnatique. Selon Rojano, il existe une relation dialectique entre deux 

composantes de la pensée *brique, qui sont : 

mhe development of operatioity @urely syntactic component) and its use 
in modcling and solving pmblem situations (semantic component). One 
cannot speak of a signifimt evolutioa in one of these without a basis in 
the other. 
[...] These considerations kad to the cmtcmphtioa of teaching proposais 
that do not just indu& difftrtilt wlys of inmduàng the student to 
algebsaic thought, but dso maintain it in constant cvolution through the 
above mentioned componeats, such that the student c m  becomc a 
competent user of llgebilic ianguage. (Rujano, 1996, p. 145). 

Nous partageons avec Rojano cette anai- et nous croyons que le développement du 

langage algébrique doit constammeat être un objectif et progresser dans le sens d'une 

plus grande formaikation a sophticatioa h ce propos, l'histoire de l'aigèbre révèie 

que la recherche d'une langue algébfàsue bien adaptée aux problèmes étuàiés, aux 



méthodes et aux techniques élaborées a été constante chez les algébristes. Avant même 

l'avènement de l'algèbre symbolique de Viète, on savait nommet la plupart des 

concepts algébriques et on avait développé un symbolisme - tel celui des tableaux 

utilisé par al-Samaw'al - pour que le caicui algébrique puisse Sm effectué et présenté 

convenablement Et c'est là un fiit que nous avons remarqué tout au long de noue 

revue de l'histoire de l'algèbre : plus &-ci se développe, d e  ses méthodes, 

complexiiïe ses techniques et dégage plus chernent ses concepts, plus son langage se 

précise et s'enrichit et plus son symbolisme s'afhtrne. Loin de s'arrêter avec Viète ou 

Descartes, le développement du symbolisme s'est poursuivi parallèlement à celui de 

l'algèbre. L'algébriste cherche toujours un système de notation qui se prête f a h e n t  

aux manipulations et dont la syntaxe renseigne sur la stniaute des problèmes étudiés. 

Finalement, précisons que l'activité de résolution de problèmes est une catactcristique 

de l'activité mathématique en générai. Le travail du mathématicien ne consiste-t-il pas 

justement à fomuler et à résoudre des problèmes ? Pour nous, l'option de conduire 

l'apprentissage de l'algèbre dans le cadre de la résolution de problèmes est d'o& 

méthodologique et non une approche didactique de l'algèbre. 

6.4.1.3 La perspective fonctionnelle dans l'inetoduction de l'algèbre 

Deux exemples d'une teiie approche sont proposées dans l'oumage. Le ptemBer est 

présenté pas Kachleen Heid et le second par Carolyn Kiefaa et ai k deux ualisent 

des moyens technologiques. Nous présentmas d'abord le projet Compvtw 11rt.k 

Algebn? (C.1.A) de Heid et al., un véritable CiItricuhmi d'Wb= destiné à des débutants 

en algèbre et qui a déjà fait l'objet d'une expérimentation (Heid et al, 1994). 

L'approche C.1.A se centre sur les concepts de vsMbb et defondn et met l'accent sur la 

modehation de situations réalistes et sur l'utilisation continuelle de multipies 

représentations (numériques, graphiques, symboliques) des variables et relations d'une 

situation. D'ailieurs, dès le premier chapitre, toutes ces notions sont introduites. 



Le concept de fonction est central dans cette approche, comme le montre le libellé des 

titres des chapitres qui forment le contenu à enseigner. 

Chapter 1: Vviables and Functions; 
Chapter 2: Calculators, Cornputers, and Functions; 
Chapter 3: Properties and Applications of h e a r  Funtions; 
Chapter 4: Quadratic Fuucfions; 
Chapter 5: Exponentiai Functions; 
Chapter 6: Rationai Functions; 
Chapter 7: Algebraic Systems: Systems of Functions and Equations; 
Chapter 8: Spbolic Reasonbigr Equivaient Expressions; 
Chapter 9: Spbolic Reasoning: Equations and Inequaiities. 
(Heid, 1996 ; p. 240) 

Le concept de z~u&bh est introduit de manière infornide; d'abord comme une quantité 

dont on peut contrôler la valeur et qui affecte les résultats dans la simulation par 

ordinateur d'une situation réaliste, et ensuite comme une quantité spécifique teile la 

moyenne du poids des femmes américaines ou la distance parcourue dans une course70. 

Le concept defonction est introduit comme une relation entre des variables numériques. 

La valeur d'une vatiable (( input N (l'argument) détermine une valeur correspondante de 

la variable (t output B (la variable dépendante). La plupart des fonctions rencontrées 

sont à une seule variable. Elles peuvent être reprisentées de trois manières diffërentes: 

des tub/es, des grapk et des dgks. Les famiiies de fonctions héaires, quadratiques, 

exponentides et rationnelles sont étuàiées car, précisent Heid et ai., elles constituent 

des modèles raisonnables de situations réalistes. L'apptmant étudie ces f a d e s  de 

fonctions et leurs propriétés à travers des situations réalistes, anaiyse k sens de taux de 

variation de diverses fonctions, les maxima et minima ainsi que le comportement 

asymptotique de ces fonctions d u i s  des situations réalistes. 

Par ailleurs, Heid (1996) explique ce que @e dans cette approche comprendre k 

concept fonction: 

In th& approach to algebra, understanding the concept of function 
requires being able to soive problems using multiple repteseatations and 
to reason within and among graphi4 numerid, and symbolic 



representations of fuaction. It tequires understancimg properties of basic 
families of functions and how those pmpcriies cm bc seen in clch of the 
different representations. It ~equircs the ability to tecopke funetion 
f d e s  and theit proputics with d wcuid s&gs, 4s wd as the abiliq 
to answer questions about &ose ml settiDgs using hinetion fiundies and 
their propereies. (Wei4 1996, pp. 239-240) 

Le C.1.A ne solliate pas des élèves des dpulat ions  d'exptessions @briques 

complexes, a f b e n t  les auteurs. Les éièves vont simplifia à la main quelques 

expressions en se basant sur ies propriétés des équations, mais la pratique d'exercices 

s u r  la factorisation de ttin6mes ne fait pas partie du cutridum. Ceci &te le fait, 

ajoutent les auteurs, que dans certains cas effemicr un calcul ou une manipulation à la 

main ou mentalement est plus eficace que l'utilisation d'un outil informatique. 

A h  de m i e m  saisir les caractécistiques de cette approche, voici un aperçu du ma- 

produit par k projet C.I.A., basé sut la âesaiption qu'en fait Heid (1996). 

Le premier chapitre introduit dés k dépatt les concepts de variable et de fonction à 

i'aide d'une situation &liste s h u k  par ordinateur. Dans cette simulation, l'apprenant 

contrôle un cerrain nombre de valwrs i~pvt~ et, en k t  fonctionner la sjxnulation, 

pour différentes combinaisons des valeurs des v?riabies, il peut voir l'e'effet direct s u r  les 

valeurs des variables dépendantes (umpi). Le reste du chapitre vise à faniiliaase 

i'apprenant avec les représentations graphiques, numériques et symboiiques de cherses 

fonctions à wie seule variable. 

Le second chapitre introduit à i'utilisation de l'ordinateur pour généra des tables et des 

graphes à partir de régles de fonctions. A l'aide de cette habileté I'nppsauit s'marte 

à répondre à certaines questions du type 

What are the funceion's output v?hics or range of vaiucs for a @cd 
input value or range of input dues? 
For which input vdue(s) or range of d u c s  does the function attain 
speafied output d u e s  or range of output dues? 
For which input valu+) does the function attain the output vduc of O? 
What are the trends in output dues? 
For which input &(s) dws thc bction attain a maximum or a 
rninimum? (Hu4 1996, p. 241) 



Les quatte chapitres qui suivent sont consacrés à i 'éde des faaiilles de fonctions, 

linéaires, quadtatiques, exponentieües et rationnelies, respectivemen< à pamt de 

l'exploration de ces f d e s  de fondons et de h s  propriétés essentielles, souvent à 

paxtir de lem règles symboliques ou cn exploitant leurs représentations graphiques ou 

tabulaites. Ces fonctions sont rencontrées dans des situations réalistes. Quelquefois, 

l'apprenant doit lui-même trouvez la règle d'une fonction en jeu dans une situation 

réaliste, à partir d'un ensemble de données numériques et en utilisant un logiael 

d'ajustement de courbes (afittuig m e s  pmgtamn). Il peut aussi exploret l'effet du 

changement de valeurs des paramètres d'une fonction sut les graphes et les tables de 

valeurs correspondants. 

Dans des activités de synthèse, t'apprenant est engagé dans des activités de 

modélisation. Il doit cueiliir des données, générer des règks de fonctions, comparu 

puis évaluer comment de 'bonnes" fonctions choisies parmi différentes h d e s  de 

fonctions permettent de modéliser la situation réaliste. 

Bien que ces chapitres portent essentdiement sur l'étude de familles de fonctions à une 

variable, l'apprenant est appelé quelquefois à &ou& des systèmes d'équations ou 

d'inéquations pour répondre à des questions du type: pour quelies valeurs de x a-t-on: 

f(x) = g(x) ? Pour quelles valeurs de x a-t-oa f(x)<g(+ ? Pour quelles valeurs de x a-t- 

on f(x)>g(x) ? 

Les chapitres 8 et 9 sont destinés à développcx chez l'apprenant le sens du symbolisme 

(«symbol sense)). Le chapitre 8 trise les objectifs suivants: 

developing graphitai, num&cll, contextuai, and symbolic meanhg 
for the concept of equivnleat expressions; 
transforming fùnctions des into more famiüar form; 
recognizing expressions thnt ut not in fhi lk foim; and 
getting different information of qirivllent formsn (Heid, 1996, p. 

245) 

L'apprenant rencontre des expressions aîgébriques équivalentes lorsqu'il cherche à 

construire des représentations altematives pour exprimer la relation fonctiomde entre 



deux variables. Ii développe des techniques pphiqucs et nmériqiies pour justifier 

l'équivalence ou la non-équmalence de phisicm expressions algébriques. Cela i'arnène 

par conséquent, estime Heid, à voir b nécessité d'établit des règles générales pour 

produire des expressions aigébriques équivhtes. Ainsi, au lieu de les faite pratiquer 

longuement à appliquer les règles de manipulation du symbolisme aigébtique pour 

produire des expressions aigébEque!s équivalentes, le d d u m  C.1.A amène les 

apprenants à bien comprendte pourquoi de telles règles sont nécessaires et ce que 

s i w e  graphiquement et numwuement I'équivdenct d'expressions aigébriques. 

U nécessite la disponibilité continuelle d'une cakulatrice scienti6que et d'un ordinateur 

muni de quatre logiciels: 

Un tableur («Function tables program) : produisant des tableaux de vaieuts de 

fonctions. Les éiéves peuvent utilise des tabIeurs s'ils sont familiarisés avec ce type de 

logiciels. 

Un gmpheur («Function graphing progmm»): permettant de tracer à la fois un ou 

plusieurs graphes de fonctions d e s ,  de fiire des changements d'échelle et de iire les 

coordonnées des points sur la courbe en y pointaat Ie curseur. 

Un Lgtn'ef d'qktement &  CO^ (durve king propnw): permettant d'ajuster la *le 

d'une fonction à un ensemble de paires ordomée de vaieurs (kiput, output). 

Un LgzXef & cairn/ a&b+ contmmt ~vn s o h  (dkmputer algebra program)): permettant 

d'exécuter des manipulations aigébriques, de sirnpüks des expressions algébriques et de 

résoucùe des équations s y x n b o ~ w t  

L'approche didactique utilisée dans le projet C.IA est b i i  imt approche afonctiom, et 

accorde une certaine importance aux aspects modélisation et langage de l'algèbre. Selon 

les auteurs, les fonctions utilisées et étudiées le sont parce qu'elles sont des modèles 



raisonnables de siutions réalistes, y compris des fonctions qui ne sont pas de nature 

aigébrique, comme les fonctions mgonomémqucs ou exponentielles. 

Comme l'indique son tim même, le C.I.A. tecourt d'me maniért intensive à la 

caiculamce scienaque et au micro-ordiaattut. Il ne propose pas un enseignanent 

spécifique des manipulations aigibiques à h maki ne se jus& que dans le cas où eiies 

sont nettement plus efficaces que l'utilisatic~n de la calculatcice ou du micro-ordinateur. 

En revanche, les notions de fonction, de variable et de modélisation sont introduites 

dés le début du programme, dors que traditionnellement elles ne merit que rrès 

rarement dans les premiers moments d'apprentissage de l'aigèbre. 

Cette manière d'introduire l'aigèbre, qui passe outre, avons-nous di5 à la nécessité d'une 

termine maîtrise technique du cakul algébrique, n'est possible qu'avec l'utilisation de 

supporrs technologiques. Car l'algèbre étant fondamenthent dynam~que, ii n'y a pas 

véntablemmt d'algèbre sans une dynamique des opérations. Dans rapproche utilisie 

dans le C.I.A., une expression algébrique est interprétée comme lo règie d'une relation 

fonctionnelle, autrement dit commc le modèie algébrique d'un système de relations 

mm des varinbles d'une c u p i n c  &uation. A défiut des justikations syntaxiques. Ls 

justifications des umsfomiations de ces expressions ne peuvent plus théotiquenient 

être faites qu'avec i'aide de k dumaque de la sinilaon, ou en recourant à un outil 

technologique La premik solution est didactiquemmt diffiale au début de 

l'apprentissage de I'aigèbre car de nécessite des connaissances approfondies de la 

situation à modéliser (c'est l'inconvénient de toute approche utilisant la modélisation). 

Plus précisémenq eiie suppose que soir appréhendé le système de relations mtte les 

variabies ainsi que les ttaosfocmations qu'il p t  subir suite i une .irlriation de l'une ou 

plusieurs de ces variables. 

La seconde solution Fdit appel à diffbts outils informatiques pour justifier les 

transformations à partir d'une représentation tabuke, graphique ou symbolique de la 

rehfion $ncriomde h ce niveau, ai pius d'être le médium dans k q d  se diroule 



ractivité algébrique, i'ordinateur o h  me panoplie d'outils, notamment pour calculer 

algébriquement. Les auteurs afbnent que réiève doit choisir l'outil adéquat pour 

résoudre la situation. Ces outils informatiques sont utilisés pour généra des 

heuristiques mais aussi pour venir supporter la théorie 71. Ainsi par exemple, dans la 

section 6 du chapitre 1, I'ordne des opérations est introduit dans le contexte de la 

caicuiamce. On expliate les a i e s  de caId sut la calculamce: 1) exécuter les 

opérations à l'intérieur des parenthéses, 2) calculer les puissances, 3) calculer de b i t e  à 

gauche les multiplications et divisions, 4) dculer de droite à gauche les additions et 

soustractions. Voia un autre exemple de l'utilisation du micro-ordinateur tué de la 

section 4 du chapitre 1, dans Laquelle l'& est initié à représenter symboliquement une 

fonction. L'objectif de la leçon est de le rendre capable d'étrire la règle d'une fonction 

dans une forme symbolique à partir d'un tableau de valeurs de la fonction. Pour cela 

l'élève utilise le logiciel FINDING R U U S  TO RELATE VARLABLES qui possède 40 @ e s  de 

fonctions simples (34 fonctions linéaires dont une fonction constante, 4 fonctions 

quadratiques, 2 fonctions linéaires en l/n, une fonction exponentielle). L'ordinateur 

foumit un tableau de valeurs d'une hnaion cachée que l'élève ne cornaît pas. Ensuite, 

il propose une s& de valeurs im, Pélève doit décowBr les O Y ~ Y X F  conespondants. 

A chaque essai de l'éiève, l'ordinateur appmwe par Yu ou désapprouve par No sa 

réponse. A pvtit d'un nombre fini de vlkus de In fonction, l'élève doit conj- h 

règle de la fonction 72. 

A ce propos, nous vouions fàire une mise en garde contre lyutilisation d'ou& 

technologiques. En effet, par exemple, dans une activité de modélisation à l'aide de 

l'ordinateur, l'élève peut générer un tableau de valeur de la relation f 0 n d 0 ~ d e  

modélisant la situation, représenter graphiquement ces valeurs, trouver à l'aide d'un 

logiciel d'ajustement de combes le graphe d'une fonction possédant la même 

7' Dans ce sens, i'ordinattur joue, dans I'iuaoduction de i'algibrc, un rôle hcuxisciqut d o g u e  i dui  
de i'arithrnétique dans la conception & l'aigèbre connnc a n l ~ n e & i i o t r i r .  
72 A nom connaissance, il n'existt auam -ai *que pour dicouveV une fiction tnnseeddsiritt, 
comme la fonction uponcntieiic, i prrbt d'un nodxc hi de sa vaieucs. ii fiut au mains ajouta la 
condition de continuité. 



représentation tabulaire. et finalement décounir une teprésentation litté.de de la 

fonction à l'aide d'un autre lo@ Dans une t e k  activitÉ, i'éièvt doit proposer des 

vdeurs nmkiques comme ù@&, faitre hnctionner des outils informatiques, et utiliser 

des raisonnements de type essais-, mais il ne semble pas contraint à raisonnet de 

manière analytique. 

Le second exemple #une approche dondomeh donuée dans l'ouvrage est une 

proposition de Kieran et al. 11 s'agit d'une introàuction à l'algébre dans 

I'envimnnment technologique CARAPACE (Contexte d'Aide à la Résoluaon 

Algorithmique de Problémes AlgCbtiques dans un Cadre Evolug, im logicid 

développé spidement pout ia résolution de problèmes basés sur  des situations 

fonctionnelles. L'enWonnernent CARAPACE utdise des représentations tabulaires, 

algorithmiques et graphiques. L'approche fonctknaelle de Kieran et al a pout objenif 

d'initier les élèves au bn&gc d@bnque. Ce d& est déhi  de la manière suivante: 

One can describe it [aigcbraic langungc] as the dom& of gcnenl 
statements of aigunthmic functionai rehnonships biised on adthmetic. 
Thus, whea we say that "the cashier got the totai price by adding the 
puces of d the articles," we ut in the prescace of a skamirM (whosc 
formal symbolism goes beyond the secondary leveij of the %bric 
ianguage. On the other han4 we consid# that "the ashier got the cotai 
price by addkig the pkes of all  the amdcs givtn the discount and 
applicable taxes" is not an wbrric statemcnt because the aichmetic 
reiationships that are invoived art not suffiaeady espIiat. man et d, 
1986, p. 278). 

Dans une première étude, les auteurs ont utilisé i'mbnnement CARAPACE comme 

outii d'aide à la résolution de p r o b k  algcbiqw p u  essais successik (i'guess-and- 

 tes^)). Supposons, par exemple, le problème suivant : 

A town is inhabited with 256 434 people. Because of poilution, many 
people leave the t o m  to ibe in the country. Each y u  the population 
deaeases by 1 623 pessons. In how many ycan d there be ouiy 128217 
people lcft in rhis town ? (Ikan et ai., 1996, p. 262) 

L'élève commence à le résoudre sur papier. Il choisit des valem numériques de 

l'argument (winpum) et  calcule ù h main les valeurs de h variable dépendante 



((outpum). Par la suite, il passe à I'odnatcut qui se charge de calculer pou lui les 

valeurs de la variable dépendante. La 6gure suivante illustre les essais de l'&e ahsi 

que les valeurs de la variable dépendante générées par l'ordinateur (Kieran et d, 1W6, 

Rtmaining population 

102249 
97380 
100626 
103872 
105495 
111987 
11 3610 
11 6856 
126594 
128217 

Figure 6.5. : Résolution par essais successifs 

Kierm et aL, s'appuyant sur une opinion de Fey, estiment que la présence de la 

technologie rend la stratégie par essais swcessifç plus attrayante parce que la phase de 

calcul des valeurs de la vaeiable dépendante est considérablement plus courte et que les 

élèves ont l'occasion de lier la résolution de problémes en aigèbre avec lem savoits et 

leu expérience antérieurs en arithmétique. Ceci est fort compréhensible cat la s t r a t e  

par essais successifs met en jeu des raisonnements synthétiques plutôt qu'anaiytiques 

comme c'est souvent le cas en algèbre En effg l'élève doit partir des données 

connues pour découvrir la deuc  de I'inco~uc; il n'op& jamais sur une inconnue. 

Notons que le problème pIécident est modékable par la fonction affine 

y=- 1623 x+256434 , où i'qpnent x représente des nombres entiers (nombre 

d'années) et la valeur dépendantey la population après x années. Le membre de b i t e  

de l'égalité peut être interprété comme un aigorithme de calcul qui permet de généw 

des valeurs de la variable y étant donné des valeurs de la variable x. Lorsque l'élève 

effectue les calculs à la main, le processus de calcul qu'il utilise doit être théoriquement 



équivalent à cet algorithme, sinon les calculs seront enonés. On peut alors supposer 

que l'élève a une certaine compréhension p d d u n l e  de Paiprithme, et donc de la 

relation fonctionnelle. En revanche, dans l'environnement CARAPACE, la formation 

des valeurs y se trouve complètement à la charge de Pordiaateur. L'éiève n'a pas ainsi 

i'occasian d'être en contact avec la relation via sa représentation algorithmique Sa 

tâche se réduit à chercher un iavaa'ant (la relation fonctionnelle) à pamt d'une tabIe de 

valeurs comme celle de la figure 6.5. L'éléve peut amiver à trouver la solution sans 

avoir vraiment été en contact avec la forme de la relation entre les variables. Dans la 

situation donnée en exemple, l'élève choisit des valeurs numériques de /?*nt jusqu'à ce 

que la valeur de i'o~ptid générée par l'ordinateur coïncide avec la vaieur témoin 128217. 

Le seul mérite de î'éiève consiste à ajuster ses choix des valeurs i@t en fonction de la 

comparaison de la vaieur outp~/t et de la valeur témoin. Métaphoriquement, la charge 

cognitive imposée à l'élève dans cette activité est aaalogue à celle dans une situation de 

la pesée du poids d'un objet avec une baiance à deux plateaux. La tâche consiste à 

mettre l'objet à peser dans un premier plateau de la balance et à ajouter des tares dans le 

second plateau jusqu'à ce que le témoin de i'équiiiire soit dans sa position verticale. 

Lorsque le pesew choisi une pesée, la mesure de l'angle fomé par la position du 

témoin et la position d'équilibre (la verticaie), indique, selon le cas, s'il s'agit d'un excès 

ou d'un manque. Le peseur àiminue ou augmente alors le poids total de la pesée, selon 

ie cas, d'une grandeur compatibie avec la mesure de Pangle de pesée et de Pexpérience 

qu'il a de ses essais antérieurs. A priori, la stratégie utilisée est la suivante : si lors d'une 

pesée, Ia flèche témoin pointe du côté du plateau contenant l'objet, diminuer le poids 

de la pesée; si, par contre, dans une pesée, la flèche témoin pointe du côté du plateau 

contenant les tares, augmenter le poids de la pesée. Kieran et ai. ont, de leur côté, 

trouvé que les élèves utilisent des stratégies semblables, basées uniquement sut l'ordre 

des dations et la reconnaissance de fégulatités. Ils ont identifié les deux stratégies 

suivantes, quaiSées respectivement de croissance et de déaoissance. La première est 

opérante quand les variables x et y vatient dans le même sens, c'est-à-dire quand ia 



relation fonctionnelle qui les lie est une fonction aoissanre73. Eiie peut être résumée 

ainsi : 

s i  le résultat est plus petit que celui dé&, augmenter h vlleur d'essli; 
si le résultlt est plus grand qw celui désiré, diminuer ia valeur d'essai. 
(Kieran et al., 1996, p.262, traduction libre) 

La seconde stratégie est opérante quand la fonction est décroissante. Eiie peut être 

résumée ainsi : 

si le résultat est plus petit que celui di&, diminuer h valeur d'essai; 
si le résultat est plus p d  que celui désiré, augmenter la valeur d'essai. 
(Kieran et al., 1996, p.263, traduction libre) 

Cette métaphore est pertinente pour nous s d i l i s e r  au Eait que l'outil utilisé (la 

balance ou I'ordiriateur) pour résoudre ce type de problèmes est un amplificateur 

cognitif très puissant, en ce sens qu'il permet d'augmenter la capacité à résoudre des 

problèmes, mais sans nécessiter un p d  effort cognitif. Cela nous rappelle un 

prkiape général: la charge cognitive nécessaire pour h réalisation d'une tâche est 

inversement proporeionnele à la puissance de l'outil utilisé, étant entendu que ce 

dernier est approprié pour la réaiisation d'une telie râche. Bien qu'elle soit 

cognitivemeut simple, la stratégie par essais successifs, couplie avec ia puissance 

calculatoire de l'ordinateur, s'avère être ttés efkace pour la résolution de tels 

problèmes; le recours à d'au- types de démarche semble alors être superfiu pour Ies 

élèves. 

Le genre d'activités dont nous venons de discuta peut aider i'élive à trouva certains 

types de réguiarités numériques, à approcher les concepts de viuiable et de variable 

dépendante, et surtout à augmenter sa capacité à résoudre certains types de problèmes. 

Ces notions sont certes importantes en aîgèbre, mais Ie genre d'activités proposées se 

situe davantage dans un regkue arithmétique qu'aigébrique. 

C'est le cas de ia situation de pesée; intuprétéc c o m m  une sinilcion fcmcticmnclle, elle est 
rnodéiisable par la fonction identité : y qui est bien une faction croissante 



Dans une deuxième étude, Kieran et ai. ont tenté d'amener les élèves à représenter les 

relations fonctionnelles sous fome d'aigorithmes de c d d  L'environnement 

CARAPACE utilise un langage s'approchant du langage n a d  Les seules opérations 

permises sont les quatre opérations arithmétiques en plus de Pexponentiation. Ce 

langage peut être enrichi à un niveau syntainque plus élevé au fut et à mesure que 

l'apprentissage progresse. CARAPACE accepte les expressions usuelles de Paigèbre 

élémentaire teiie que: m2 + bx + c givesy, mais n'utilise pas encore le signe égaiité. 

L'apprenant est au départ conhronté à une situation fonctionnelle, comme la suivante: 

Catine travaüie à temps p d e i  au voisinage de sa demeure. Elic vend des 
abonnements à une revue. Elle gagne $20 par semaine, plus un bonus de 
$4 par abonnement vendu. (Kieran, 1996, p. 280, ttaduction Lhe) 

La question ((combien d'abonnements doit-de vendte si elle veut atteindre le gain de 

$124 en une semaine h n'est pas posée tout de suite avec la situation, expliquent K i m  

et al., pour que l'élève ne résolve pas le problème en effectuant les opérations iuvetses74 

( 1244 20 ), démarche typiquement Mthrnétiqu. Exan a ai. s'appuient à cet effet sur 

une remarque d'üsiskin : 

In solving problerns such as %en 3 is added to 5 times a certain 
number, the sum is 40," many sadents have difficuity moving fiom 
adthmetic to algcbrz Whereas the uithmetic solution involves 
subnactiag 3 and ditriding by 5 pe., using inverse opemtions], the 
algebraic form 5x + 3 = 40 invo1ves multiplication by 5 and addition of 3 
[Le., using forward opemtions). That is, to set up the quation, you must 
think precisely the oppositc of the way p u  wouid soive it using aithmetic. 
(Usisb, 1988, p. 13; cité dans Kieran et d, 1996, p. 265-266)" 

Pour aider l'élève à comprendre la situation, f(ieran et al, lui demandent de répondre à 

des questions nécessitant des calculs numériques simples du type: «si Carine vend 5 

abonnements par mois, quel seai t  son profit h. 

74 Inverses au sens où d e s  appanissent dans le texte de h situation problème. 
75 Les précisions à l'intt9eures des parcnckes sont ajoutées pu Kiefan et ai. 



En élaborant un programme (suite d'instructions) dans CARAPACE pour représenter 

i'algorithme de caîcui, I'élève est poussé à représenter les opéntions dans le même 

ordre qu'elles &xmt dans l'énoncé du problème, et donc ii se trouve forcé de 

raisonner d'une manière analytique. La figute 6.6 montre la production d'un élève 

(K~eran et al., p. 259). Dès ia première ligne de son programme, Pélève teptésente 

i'hconnue par l'expression NmkOfmbs~rio11i et plus bas il opère sur cette inconnue. 

Carry out these calculatims : I 

Figure 6.6 : Programme élaboré par un élève avec CARAPACE 

Selon K i m  et ai., les éièves ne semblent pas muver de difficultés dans de telles 

activités même quand l'équation modélisant la situation contient l'inconnue dans les 

deux membres de l'équation (e.g. : ax = b + cx; ux f b = cx f d) 76; de plus, ils peuvent 

interpréter, selon le contexte, une letae ou des mots, comme variable ou comme une 

inconnue. 

76 Sdon Fiiioy et Rojano (1984), les problèmes dont h résdutk x nmmt à cc type d'quation 
marquait une coupure didactique car, n'étant pas réscdubles facilement par l'arithmétique, ils 
nécessitent d'opérer sur l'inconnue 



Une activité de ce genre nous apparaît tout à fait @ente dans l'induction de 

l'algèbre. En effet, il est indéniable qu'de peut aider l'élève à s'initier i la pensée 

analytique, ce qui nous paraît souhaitable dès le début de l'apprentissage de l'algèbre. 

Dans une troisième étude, Kieran et al ont tenté de fiire passer les élèves de 

représentations aigorithmiqws à des représentations algébriques plus standard de 

relations fonctiomeiles: 

[. . .] students [are] attempted to make the transition ftom the p rocedd  
representation of CRAPACE to the more traditionai foms of aigcbraic 
notation for equation @ut without the qua1 sign) and to ded with tùe 
assodated use of parentheses, order of opcmtions, shortening of variables 
names, and the conventions for knpliQt multiplication. ( K i m  et ai., 
1996, p. 265-266) 

Une étude de Luckow (1993), dans le c a b  du même programme de recherche, a révélé 

que les élèves ne semblent pas avoir de problèmes à utiliser une lettre pour remplacer 

une phrase par des mots, ou utiliser des parenthèses pour grouper une expression, ou 

encore à omettte l'écriture du signe de muitiplication (ibid). En revanche, rapportent 

Kieran et al, les &es ont éprouvé des difiidtés à utiliser la même vatiable plus d'une 

fuis sur une même ligne. Par exemple : 

In condensing the foiiowing two-line program : 
Price of pen X 3 gives price of watch 
Price of pen + price of watch givcs totai cost 
lnto a one-line program : 
price of pen + @rice of pen x 3) gives total cost 
the students had the tendency to suggest : 
@rice of pen x 3) + price of watch gives totai cost 
in order to avoid having the same d b l e  mentioned twice on the same 
k e .  W c h  looked incorrect to them (Kiuui et 3,1996, p. 266) 

IL ont également eu des difficultés à remplacer une variable (ou uae expression 

représentant une variable) par une variable équivaiente plus d'une fois dans la 

représentation algorithmique d'une relation fonctioaaeiie. Par exemple, pour réduire le 

nombre de Lgnes d'un programme du genre : 



l'éiève écrit : 

semblant incapable de remplacerj pat (xb80) partout oùy apparaît Mais la ninp&mrU,n 

a été la diEicuité la plus irnponante rencontrée par les &es et identifiée par Luckow. 

Les élèves semblaient kicapabks d'utiliser spontanément quelques ttansfomtions 

syntaxiques pour simplifier la représentation aigorithmique d'une relation entre des 

variables d'un problème à contexte. K h a n  et ai. donnent l'exemple suivant : 

For example, the problem : 
A group of gul guides went on a 3-&y bicyde trip which covcred a totai 
distance of 256 km. On the second &y, tâey coveied 23 km more than 
the htst &y. On the third by ,  they did 30 km less that the second &y. 
How many km did thq qdc on the h t  &y ? 
led to functionai aigorithm such as: 
x +  (x+  23) + ((x+ 23) -30) givcs T. 
When asked if they could write this in a shorta way, they removed the 
parentheses. But said that hey could not abbreviate it any further. Yet a 
foiiow-up intemiew involving s h h r  expressions in a non-contextualized 
setting that rcminded them of the Plgebra t h q  were doing in &ss 
suggested that they could simplify futther, os long as the expression was 
not tied to a partieulat contat. (Kkm et ai., 1996, p. 267) 

Ces auteurs avancent que la hp@c&~n fiquiert i'abandon de la sqgni6cation 

c o n t d e  de l'expression, chose que les élèves ne sembltnt pas encore capables de 

réaliser. Nous avons déjà souiigné ce type de ciif6cuité lorsque nous avons phi! de 

l'habileté à manipuler des expressions aigébriqws (3.3.3): lorsqu'on manipuk une 

expression algébrique, l'attention doit être portée uniquement sur les règies du dcul 

aigébrique que l'on applique, indépcridamment de la @cation des variables et des 

opérations en jeu (Akisi, dans le probléme ci-dessus, il faut &er à o u b k  que x 

représente de nombre de kilomètres patcoum le premier jow) pendant que l'on 

transforme les expressions algéb15+~s.) 

Dans une quamème étude, Ee.ran et ai. se sont intéressés à l'utilisation des 

représentations graphiques comme outil de résolution de problèmes. L'environnement 



CARAPACE pennet de représenter dans un repère wtésien les points dont les 

coordonnées sont formées des i+Xr et des O Y ~ W  d'une dation €onctionn& L'dève 

a la possibilité de changer d'échelle ou de faite un «zoonu> et de visualiser L'effet produit 

sur le graphe initial. Kieran et ai. ont conclu notamment que la reprhentation 

graphique est plus efficace que la représentatioa tabulaire dans le cas où il s'agit de 

trouver de multiples solutions de relations fonctionnelles non IkiéaLes. 

Dans une cinquième étude, Kieran et ai. ont identifié plusieurs difficultés rencontrées 

pas les élèves dans des activités où il s'agit de produire, rnodifkr ou intezpréter des 

graphes. Ils ont observé qu'au début les éièves n'établissaient pas de liens entre ia 

représentation graphique et la représentation algorithmique de relations fonctionnelles. 

De même, ils n'ont pas immédiatement utilisé la stratégie d'approximations successives 

comme iis l'avaient fait dans le contexte numérique. Ces auteurs ont aussi noté la 

tendance des élèves à se baser sur l'apparence du graphe et à extrapola à partit de ce 

qui est visible. Comme dans le cas des représentations tabulaires, ies élèves utilisent des 

stratégies de résolution de problèmes en se basant uniquement sur l'ordre des relations 

et la reconnaissance de régulatitis. Ce qui pousse Kieran et ai. à a m e r  : d t  seerned 

that when the student moved h m  the expiiat computationai representation to anohes 

in which the computations were less ucpiicit, they had a tendcny initially tu generate 

other testing mechanismsa (Kieran et al, 1996, p. 276). 

Kieran et ai. ont mené une sixième étude à propos des ciifkuités des élèves à agir 

syntaxiquement sur des expressions aigébriques ayant une connotation sémantique. Ils 

rapportent l'exemple de Kim, un éiève de 14 ans, non encore initié au iangage formel 

aigébrique : 

He was asked to enter the program "3(xt5)  gives k" and to try to aeate 
another program without parentheses that wouId give the same gnph. He 
thought for a whiie and then b e p  to +te d o m  a table of d u e s  (with 
inputs of O, 1, 2, 3). He caicuiated the différences betwecn successive 
output values and thus was able to corne up with the program "15 + x x 3 
gives kt'. When asked by the interviewa if he codd go dire* h m  
"3(xt5)" to "15 + x X 3," he said he could not. (Kierrzl et ai , 1994. p. 
273) 



Et les auteurs de conclure : 

This example suggests quite dtomoticdy that students who have not yet 
learned to carq  out some basic symbol rmnipuiation might be harnpaed 
in theh explorations of aitemate forms of cxptessions and in th& 
attempts to genuate equdent  expressions of a function. (i&) 

En conclusion, dans l'ensemble des travaux, Kieran et al. proposent une approche 

«fonction» de i'algèbre en tentant d'y intégrer l'approche «langage,). Le fait d'initier les 

élèves à une forme du langage algébrique s'approchant du langage naturel nous apparaît 

une idée pertinente. Toutefois, cette approche met surtout l'accent sur k rôle 

représentatif et desaiptif du langage et pas assez sur son rôle transfomiaat et 

générateur. 

We think that the activities hvohring the transhtion of functional 
situations into algebraic ianguage, foiiowed by numesic and gmphical 
analysis, c m  be an interesthg clildidate for minimai aigcbraic knowledgc. 
When one thiaks about it, the knowiedge and abilities thus acquired 
constitute an acceptable base for the majoritg of personai and professionai 
needs. The practice of symbolic manipulation techniques could be lefi to 
students who are more spc&dy  interestad in a saentific Meer, it being 
understood that the potenfiai rok of computer symbolic manipulation 
systems needs h o  to be tlken into considention. (p. 292) 

À noue avis, ne pas entraîner les élèves à ia manipulation d'upressions aigébiiques au 

tout début de Papprentissage de l'aigébre (surtout lorsqu'il a lieu tôt dans le cursus 

scolaire) peut étre compréhensibie, mais il arcive un moment où les élèves doivent, au 

mliimum, savoir réaliser un calcul algébrique dans des cas simples (par exemple : 

simpMtx l'expressions algébrique : 1 + x + 2 - x = 3 ) sans recourir à un outil 

technologique. On comprend que la maîtrise du chi algébrique n'est pas facile à 

réaliser par les éièves, mais elle =te un aspect important de Faigèbre qu'a tàut 

considérer sérieusement. 

Par ailleurs, comme nous l'avons soutigné précédemment, une utilisation intensive 

d'outils technologiques dans des activités de résolution de problèmes n'incite pas les 

élèves à raisonner de manière anatytique; et, par conséquent, elle ne favorise pas Ie 



développement de la pensée a d p q u e ,  une composante essentielle de la pensée 

algébrique. 

Même s'ils favorisent une approche basée sur le concept de fonction, Kieran et al. 

soulignent la multipliaté des aspects de l'algèbre : 

[Allgebra is more than a tool &th which to solve problerns - it is a 
notation, a set of transformations, a way of mathermtinng situations, . . . 
But algebra is again more than ail of t h ,  for its notations hidc undcrly~ng 
concepts, such as unknowo, variable, function, equation and so on. Thus, 
introducing algebra in a function-oriented, problem-sohg environment 
provides students with only part of the pietute of algebra. (Kim et ai., 
1996, pp.277-278) 

6.4.1.4 La perspective amodélisatiom dans l'htmduction de i'dgèbre 

Toujours dans le même i'owrage c o w  Nemirovski propose une approche basée sut 

la notion de T É ~  mrttbMr4ne, iaquelle serait, selon lui, au cœur de la modéiisation 

mathématique. Le mot kit est ici entendu au sens de Labov : 

We define narrative as one method of reupituiating past csperiences by 
matching a verbai sequence of ciauses to the sequence of evmts which fit 
is infened) a d y  occurred (iabov, 1972, p. 359; cite dans NemLovski, 
1996, p. 198) 

Un récit mathématique est alors, seion Nemirovski, un rcat a&& me &s gmhh 

mathématipe~ (ifid. il cm donne l'exemple swmr : 

(a) First it rained more and more and it started to become steady (pointhg 
to piece a of Graphl). 
@) then it rained steadiiy (making piece b of Graph 1) 
(c) then it rained more and more @ointing to piece c of Graph 1) 
(Nemirovs& 1996, p. 19C)) 



Sans être une dironologie, un récit est une d e  d'épisodes ordom& tempodement, 

scindant ainsi i'événement à aracontem. Ainsi, daas l'exemple précédent, mis épisodes 

fonnent le récit. Selon Nemirovski, de telles activités ~on.rtm&n a% d& m a t h h d p ~  

sont pertinentes dans i'inttoducrion de l'aigèbre, parce qu'des initient les &es à la 

généralisation mathématique. Se demandant queî rapport elles ont avec Palgèbre, ii 

If we hame ouc understanding of the nature of  llgcbfi by the diaiectic 
between mathematicai peraiization and sptcializaaon (Mason, 1996), it 
becomes clear that tarlp aigebta must have its roots in the expcrientia 
domains that children brkig to the mcvYDghi encornter with 
mathematical generahation. It is tkough the construction of 
mathematical narratives - our intupretation of m&h~ - that chiidrcn's 
experiences with change, thar is, with the different ways change occurs, 
become the subject of matheniltical generaiization. (Nemirovski, 1996, p. 
217) 

En conclusion, l'idée de construction de récits mathématiques est intéressante pour 

initier les éièves à la modélisation algébrique. L'approche proposée par Nemkovsici 

reste toutefois limitée en ce qui concerne ks autrcs aspects importants de l'aigèbre. 

6.4.2 Une approche proposée par Yves C h d a r d  

S'intéressant à LI problématiqw du passage de l'arithmétique à i'aigèbse au couège en 

Francen (Chevallard, 1985, 1989, 19W), Ch&d formule le pmbième de la manière 

suivante : 

e s t 4  possiile de dé= un &at dw 5ysrimc d'mn;qrrninnt (c'est-à-&e un 
nrrricIIuUn) qui détexmine un rapport o f f i d  à l'algébrique plus Ulbine aux 
tâches auxquelles l'aigébriqw sera employé notamment au lycée ? 
(Chevallard, 1989, p. 49) 

Autrement dit, Chevallard cherche à déterminer un d c u i u m  d'algèbre qui permettrait 

à i'éiève de maîttiser le langage aigébfisue hmel d'une manière fonctionnelle. Il h e  

alors les deux objectifs suivants pour l'enseignement de Paigèbre au collège 

n Le collège en France cotrtspond à la piriodc scchke s'étaiant dc ia sixième année pPmauc P In 
deuxième année secondaire dans le s y s h  quibécais, ou de la sixième 4 ia neuvième années de 
l'enseignement fondamental mamain 



Premier oôjcctif, cet enseignanent doit assurer un maaiement jimI 
sati&isant du cafcul dgébdque, soit, dans sa version h plus développée, 
du calcul dans le corps R(x) des bctions rationnelles - objectif 
spécialement important pour 1s &es qui poutsuivIont hm études au- 
d& du coIlège. (ChcvIllnrd, 1989, p.52) 

11 tient à préciser que la ma îtrise fomde du caicui algébrique n'est en rien synonyme 

d'un enseignement domieb, ou dbomralisto, du calcul algébrique. Il ajoute que ce 

dernier ne peut s'accomplir que par k moyen d'mmsions successives des systèmes de 

nombres, ce qui l'amène à préciser ie second objectif: 

La mah&e de h diaicctique entre maniement formel du calcul algébrique 
(..) et connaissance des systimes de nombres constitue alors rrn 
objectif de Penseigncment de l'dgèbre au collège. Cet objectif déxive 
d'une double observation : il ne peut y nvok maitrise du alcul +brique 
fonctionnel sans que l'on fisse droit aux emplois du caicui sans 
que s'instaure une dialectique entre numérique et algébrique. (Chedard, 
1989, pp. 52-53) 

C h e v h d  m w e  alors en la dkraftfion, ia notion-& pour assurer le déveioppement 

par l'élève d'une nrdttiFe&nnch & mhd foltckunnd (ibjd). Ii avance que ce processus est 

[..] tout objet mathhatique est k fruit d'une modClisation (évenhJenemcnt 
intramathématique). Cet objet mathématique peut à son tour être pris 
pour rnathématisé duis une étude de niveau supirieur, q p h t  d'autrcs 
outils d'étude. On aboutit ainsi P une succession de modilisalions et i une 
suite de modèies. (Chcvnllud, 1989, p. 57) 

Il ajoute plus Ioin: 

La fonctionnalité chi calcd algébrique qu'une perspective de 
renouvellement CUcËiculaire doit viser suppose ainsi, préicocemerit, l'cmpioi 
de ponanètt~r, suscite h réPppropikrion de h notion d e j m l i  (en mettant 
en avant autant leut production quc Icur mise en œuvre); et conduit i 
envisager h fimihkation, précoce tout autaut avec ia nonon dejiRmirn. 
(ChevlUard, 1989, pp. 65-66) 

Finalement, l'approche que ChevaUard entend prumowoit pour Pensejgnernent de 

l'algèbre au collège tient compte d'un ensemble d'options deulairrs ,  notamment les 

suivantes: l'enseignement de i'aigèbre doit se baser sur l'arithmétique; l'inttoductioa du 

calcui algébrique fomd doit se k k e  de mimière dialectique avec les mensions 

successixes des systèmes de nombres; h modélisation aigébrique doit êtte utilisée 



comme outil m é t h o d o l o e  pour développer le dcui  algébrique f o d  lui-même et 

pour employer le caicui aigébrique pour i'étude d'objjts mathématiques ou non - ce qui 

garantit, pense Chevallard, que la maiAtcise du calcul formel sera fonctionnelle; la 

pratique de la modélisation appelle à s'intéresser assez tôt à i'apprentissage des concepts 

de panmètre et defonctr'on. 

Il apparaît donc que l'approche de ChevaîIard entend combiner à la fois les approches 

(dangagen, «modélisation» et «stxumww. L'idée est, d'une part, de constmk les 

espaces de calcul algébrique liés aux systémes de nombres de manière progressive seion 

i'extension des systèmes de nombres et, d'autre part, d'utiliser la modélisation 

aigébrique a h  que la maîtrise du caid  aigébrique soit fonctionnelle. 

L'élargissement de la noàon de modélisation chez Chevallard (voir à ce sujet la section 

3.3.2), sa caractéristique à'êm un processus récuamt et le &.it que la relation entre 

système et modèie soit réverslile, p e m i m t  d'envisagei: ia modélisation comme un 

moyen pout traiter i'aigèbre à la fois comme objet et comme outil d'étude. Ainsi 

élargie, l'utiliçation de la modélisation mathématique comme h o t h  du wriculum 

permet d'envisager un d d u m  d'aigèbre intégzé à d'autres branches mathématiques, 

voire même à d'aunes disaplines scolaires. Paz exemple, un système de deux équations 

du premier degré à deux i n c o ~ w s  peut être modélisé par deux b i t e s  du plan, il vient 

alors que ce système possède une solution, une Wté de solutions ou aucune solution 

selon que les droites sont sécantes, en ua point, confondues ou paralides disjointes, 

respectivement A i'inverse, à partir d a  équations des deux h i tes ,  on peut étabüt 

aigébriquernent ces résultats géométriques. 

La principale difficulté dans l'activité de modélisatioa est qu'il faut disposer de 

coanaissances du modèie modélisant k système à i'étude pour pouvoir transférer 

certaines de ses connaissances à ce système. 

Selon Chevallard, pour que son approche soit possbk 



En chaque point du cltmcuium, il convknt de fiire en sorte que l'outil 
dominant &nt l'apprentissage est visé (k caicui +brique hi soit 
coprésent aux outils dont b dispom'biliti est nécesslirc pour menu à bien 
une étude signrticativc. C'est poser ià un p r o b h e  d'écologie didactique 
des objets de savoir qui SC rédc étrt  d'une u l t h c  di&culti. 
(Chcvaiiard, 1990, p. 31) 

La ptinapale nouveauté dans Pappioche proposée par ehevallard est de nature 

méthodologique et consiste à utiliser la modélisation mathimatique comme moyen 

pou  développer le d c u l u m  de mathématiques. Pour lui, l'apprentissage du langage 

algébrique demeure le prinapai objectif de l'apprentissage de i'algèbre et le contenu 

algébrique à enseigner reste globalement inchangé. De plus, à notre connaissance, 

Chevallard ne parie jamais de pensée aigébrique. 

6.4.3 L'approche rnulti-intégrée proposte par James Kaput 

Dans Ia section 3.5.3 nous avons déjà parié de cette approche et montré que notre 

modèie théorique M.1A.P.A tient compte des divers aspects de l'algèbre et de la pensée 

algébrique s u t  Iesquels elle se trowe basée. Rappelons que dans sa proposition, Kaput 

insiste sur l'importance de prendre en considération cinq aspects de lgaJgèbre-+u cinq 

formes intereliées de raisonnement algébrique, comme il l'a éait p h  tard mput, 

1998) : 

FemeI] Algebn as Gener?liPng and Forrmlipag Patterns nnd 
Constraints, especiaiiy, but not exciusivcly Algebm as Genernlized 
Arithmetic Reasoning and Algebn as Gendïzed Quantitative Rcnsonbg 

PemeI] Algebra as Syntacticaiiy Guided Manipulation of (opaque) 
Formalisms 

[Mathematical Topic] Aigebra as the Study of Structures Absailaed 
kom Computations and Reiations 

Ffathematicd Topic] Aigebm as the study of Functions, Relations and 
Joint Variation 

Algebra as a Cluster of Modehg Langulgcs and Phenornena-Controllmg 
ianguages (Kaput, 1995). 

Il apparaît ainsi dairement, selon notre terminologie, que Kaput déait ia une approche 

<anixtsb de l'algèbre, intégrant les approches daqpgm, ~«smctiites,, donctiom et 



«modélisationo. De plus, dam sa proposition, se trouvent mentio~écs quelques 

composantes de la pensée algébrique. 

Un dément intéressant à souiigncr dans le tavail de Kaput est qu'il utilise des activités 

de simulation assistées par ordinateur de phinomènes physiques tei que le mouvement 

d'un mobile, activités qui amènent les &es à constniire des modèies algébriques de 

phénomènes physiques et à tester leu validité 

La proposition de Kaput semble proche de la nôtre, bien que le cadre concepniel sur 

lequel elle s'appuie soit différent du nôtre En prunier lieu, Kaput ne semble pas 

encore faire une distinction claire mtre l'aigèbre et la pensée algébrique ; il park tantôt 

de cinq aspects de l'aigèbre et tantôt de ciaq fbmes de raisonnement *bique. 

En deuxième lieu, Kaput ne dégage pas sufhamment les composantes essentielles de la 

pensée algébrique. Par exemple, ii ne souligne pas le rôk de la pensée analytique en 

aigèbre, pourtant très important 

En troisième lieu, le sens de certains des termes qu'il utilise n'est pas bien déhité. Par 

exemple, lorsqu'ii parie de l'aigèbre comme Cnide de fonctions, de relations a de 

variation, il ne précise pas de quel type de fonctions ii s'agit (Rappelons que dans la 

section 3.3.1.2 nous avons pris position i cc sujet) 

6.4.4 Propositions du National Councii of Teachers of Mathematics 

(NCTM) 

Le NCTM? fait partie des principaux acteurs qui participent à l'effort de 

reconceptualisation de l'algèbre enseignée à L'écoie. Depuis la 6n des années 1980, cette 

importante association a organisé divers congrés et fonmis de discussion sut: l'aigèbre 

scolaire et mis sur pied le groupe de travail W b r a  Woriang Gmupn (AWG) diatgé 

Le NCïM est la plus impornnte associauon d'aueignmts des mathématiques en Amérique du 
Nord. 



spéci6quement de présenter une nouvelle vision de l'aigèbre scolaire. Nous 

commencerons par présenter et discuter la proposition de cc groupe, puis nous 

examinerons ce que le document &inciples and Standards for School Mathanaticw de 

2000 propose pour l'enseignement de l'algèbre. 

6.4.4.1 Une approche muiti-intégrée proposée par le groupe AWG 

Dans la section 3.5.2 nous avons comparé la proposition de ce groupe à notre modèle 

M.1A.P.A. Comme l ' h t r e  la 6gure 3.7, i'approche didactique de l'aigèbre proposée 

par ce groupe est une approche cunixte,), puisqu'eiie entend intégrer les approches 

dangaga), «modélisation», ((fonctiom et «structures). 

Le groupe propose de constniire la compréhension de concepts chez l'élève à travers 

des activités touchants des thèmes d'étude simiiaires à ceux utilisés dans O n  the sbxfckrs 

Ofghnts (NRO9, 1 !NO), à savoir: llt~~issmrcnt et c b a n p c n P ,  e n a b  c t @ ~ # ~ ;  &11n6u et 

inc.'kcd& nom& et, ngU&t@. Seion ies auteurs, cette collection de thèmes fournit 

l'occasion aux élèves d'établir des connections entre l'aigèbre et d'autres disciplines, et 

de voir comment Paigèbre peut aider à donner du sens à des modèles et réphités dans 

des domaines aussi va& que la biologie et l'économie. Par exemple, l ' ide  de 

I'acaoissement de la population est un contexte en rapport avec k thème ~ ~ ~ ~ L r s r n e n t  et 

cba~~gemen~ trouver le nombre d'autobus pour le transport d'un grand groupe de 

personnes est un contexte relié au thème n o m h ,  décida comment étabiir une fonnule 

pour classer les athlètes d'une discipline sportive donnée est un contexte se rapportant 

au thème donnéa. NaWellement, ces thèmes d'étude ne sont pas disjoints, ils aident 

t'élève à comprendre son monde &mant et interagir avec lui Pour un même 

thème d'étude, le contexte peut être une application, ua problème mathématique 

htézessant, voire un contexte culturel ou historique. Nous trouvons intéressante l'idée 

m National Rcsuirdi &und 
80 Growth and diange 

Size and shape 
82 Data and uncertainy 
83 Patterns 



d'ogaaiset le curriculum à'aigèbre autour d'un petit nombre de thèmes importants. 

Nous y reviendrons dans le prochain chapitre. 

6.4.4.2 L'algtibre dam les (9rinciples and Standards for School Mathematicm de 

2000, du NCTM 

Les <&inciples and Standards for School Mathematicw de 2000 que le NCïM rmba 

publics en avril 2000 s'inscrivmt daas la continuité des cdumcuium and Evaluation 

Standards for School Mathematicm précédents (NCTM, 1989), mais avec quelques 

changements, dont Pun des plus significatifs est la proposition de rrGX standards 

s'appliquant à foutes les classes du cursus scolaire du préscolaire à la douzième année. 

En effet, soulignent les auteurs des nouveaux standards du N W  : 

A @tant change between the Cutzicuium and Evaiuation Standards 
for School Mathematics (NCTM 1989) and this dtaft of Ptin$&s olrd 
Sta~)Ilmaris that there are ten standards, and each appiies aaoss the prc-K- 
12 grade span. Within ncb standard, a smd numbet of focus arcas is 
idensed. (NCTM, 1998, p. 46) 

Ces dix standards, sont scindés en deux parties: 

Five standards desaibe the mathcrmticll content that students should 
Ieam : 

Nirrnber and Opentions 
Patterns, Functions, and Aigebra 
Geomety and Spatiai Sense 
Measutetnent 
Data Analysis, Statistics, and Probability 

Five standards desaie the mathematicai processes through which 
students shouid acquire and use th& mathematicai knowledge: 
Problem Soiving 
Reasoning and Proof 
Commuaication 
Conne&ons 
Representation 

( N a ,  1998, p. 46) 

Chacun des dix standards est explicité au moyen de deux à quatre o b j e d  généraux, 

qui sont par la suite détaillés pour chacun des quatre niveaux : préscolaire à 2 année, 3e 

à 5e  m é e ,  Se à 8~ année et, 9 à 12e année. Par exemple, le standard ~Pattems, 



Functions, and Aigebm), qui nous i n t h s e  tout particulièzement et que nous dons 

analyser plus loin, est précisé ainsi : 

Mathematical instructionai prognms shouid indude attention to patterns, 
Eunctions, symbols, and models so that dl d e n t s -  

* undesstand various types of patterns and hctioaal reiationships; 
use çynibolic iorms to represent and anaiyze mathematicai situations 

and structures; 
use mathematical models and anzlyze ch- in both reai and 

abstract contexts. 
(NCiM, 1998, p. 56) 

Le choix des mêmes standards pour tous les niveaux du cursus scolaire, depuis le 

préscolaire jusqu'à la douzième année, a de quoi séduire. En effet, il semble apporter 

une certaine cohérence longitudinale aux &ums des mathématiques en question. 

Il permet, notamment, une meilleute compréhension des transitions d'un niveau 

d'étude au suivant Cependant, il a occasionné un certain nombre de contraintes. Par 

exemple, il a filu éiargr Pinterprétarion à donner à certains standards de contenu 

mathématique de hqon qu'ils puissent s'appliquer du ptéscolaue à la douzième année. 

Ainsi, il a fallu rcprobnger vers le hauo) le standard «Number and Operatiom. En effet, 

dans le document de 1989, il ne s'appliquait que de ia maternelle à ia huitième année, 

tandis que daris le rapport d ' a d  2000, il est applicable du préscolaire à la douzième 

année. De même, il a M u  «proionger vers le bas Ie standard d g e b m  qui, dans le 

document de 1989 ne s'appliquait qu'à partir de la cinquième annk Dans ie document 

d'avril 2000, il a h i c  place au standard «Pattcms, Functions, and Algebm, qui apparaît 

maintenant du préscolaw à ia douzième année. 

Il est alors intéressant de se demander comment cette réorganisation des standards a eu 

des répercussions en ce qui conceme i'aigèbre. EUstc-t-il une diffétence si@ative 

entre la vison de l'aigèbre des S'tan& de 1989 et d i e  des Pnn+b unà StrtnrimdF de 

2000 ? 

Relatons un fait remarquable qui témoigne, nous semble-t-d, de la dif6culté des auteurs 

des Ptimjûlcr and S h n M  de 2000 à se mettte d'accord sur ia si@cation de i'aigèbre : 



le mot a & h  ne £igue pas seul dans le titre du standatd compondant, il se trouve 

accompagné des mots pattenu et fincft'ons. G qui laisserait entendre que l'étude des 

patterns et des fonctions ne Edit pas partie intégrante de l'algèbre ! On peut 

comprendre que les auteurs veulent insinuer que dans ce standard se trouve indus 

même l'étude des pattems et fonctions de nature non aigébriw. Mais ce moyen 

p m e t  aussi, nous semble-t-il, d'éviter le débat à savoir s'il faut oui ou non indure les 

p0ttem.s et lesfonttrom en aigèbre. En outre, le titre même de ce standard laisse entrevoir 

Ia manière dont il a été conceptualisé, à savoir comme la fusions des deux anciens 

standards d g e b m  et Gatterns and Functionw. 

En effet, dans les S'tan& de 1989, le terme d g e b m  n'est pas assoaé aux tennes 

«pattenu..) et <$nctr'om ( d g e b m  est un standatd pour les niveaux 6e à 8 e  année et 9 à 

12. année, «Patterns and Relationshipm est un standard pour le niveau maternelle à 2~ 

année et 3e â 5e année, il est remplacé par le standard «Patterns and Functionm dans le 

niveau Ge à 8e année, qui est lui-même remplacé par le standard «Functions» dans le 

niveau 9 e  à 12 année, le mot «patterns> ayant dispam). En ce qui concerne l'algèbre, 

des Stanhrdr de 1989 aux Pnn+kr and S k t n M  de 2000, il y a donc eu une extension 

polysémique du q p f i a n t  

Examinons maintenant comment le standard «Patterns, Functions, and Algcbm des 

Pn'n+h and Stanrlmdr de 2000 est explicité à travers les diffCrents niveaux d'étude. 

L'étude des patrons, des fonctions et de Paigèbre doit, estiment les auteurs, commencer 

de manière infornelie dès la materneiie et progresser en se sophistiquant et en 

s'approfondissant tout au long du cursus. 

Pour le niveau préscolaire à 2e année, le standard «Patterns, Functions and Algebm est 

explicité ainsi : 

85 Comme par exemple les patterns du type : ÂBBABBABB.. . 



Understand various typa of p a t t ~  and functiod trlotionahipe 
In grades pre-K-54 stuàents should- 

sort uid chssify objects by different propatics; 
order objects by size or othu numdcd property (sedion); 

r idenafg, anaiyze, and extmd patterns and recognize the same 
pattern in differmt manifestations; 

desmie how both repeating and gmwing patterns are geaerated. 

Use symbolic forma to rcprcsent and anaiyze mathematid 
situations md emicnirrs  
In grades pre-K-2, di students should- 

iliusmte geneml prinaples (c.g., cornmutltivity) using speafic 
numbers; 

understand reversal of operation; 
use conuete, pictoial, and verbd rcpresentations of nurneiicai 

situations, indudiag invented notation; 
use appropriate symbolic representltion of mathematicai situations. 

Use mathematid mod& and analyze change ia ôoth mai and 
abatract contexta 
In grades pre-K-2, ail students should- 

mlkc cornparisons and descnie change quaiitavtly (e.g., taiicr 
t h ) ;  

make comparisons and describe change quantitativciy (e.g., 3 inches 
dei.); 

mode1 concrete situations usiag addition and subtmction of whole 
nurnbets. 

(NLIU, 1998, p. 117) 

Ii apparaît que les auteurs des PnnLlpkr and Stunrrbrdr de 2000 considèrent la période 
.. . . 

allant du préscolaire à la deuxième année comme une phase prelunuiaue d'exploration 

de concepts algébriques et de développement d'un langage pour représenter et déaire 

des généralités (règles, réguhités, etc.). Dans un tel cas, Tenseignant doit être capable 

de reconnaître les savoirs et savoir-faire algébriques (comme la propriété d'une 

opération) que les éièves appliquent et de les amener à en être conscients. 

When children break apart numbers and rearrange thcm (such as adding 8 
+ 5 and thinking '8 + 2 is 10 and 3 more is 137, they are applying the 
associative property of addition. Whiie it is not essentid to introduce 
vocabulary such as 'cornrnutativitf or 'associativity' at this age, it is 
important for the tacher to be mare of the algebraic properties used by 



the children and to hclp students dcvelop an awarcness of what they are 
doing. (p. 119). 

Pour le niveau 3e à SC année, le standard aPattcms, Functions and Aigebm est expliaté 

ainsi : 

Underetand vdoua typca ofpott~~lls and iùnctionai rclationahips 
In grades 3-5, di students should- 

identify, describe, and a t m d  geometric and numeric patterns 
includhg growing and shfinhnrr patterns; 

represent and record patterns using toois such as tables and graphs; 
iden* and des& daeionships between trao quantitics that vup 

together (e.g., the length of a square and its ara); 
iavestigate and desaibe situations inoolvhg invase reiationships 

(e.g., the more fncnds the fewer the cookics for tach person, the 
larger the denomiaator in a unit W o n  the srnailer the quantity); 

idenafy, express, and Y+ gencrnlizations and use them to make 
predictions (e.g., doubling a numbcr then doubhg again is the 
same as mdtipIying by four). 

Uae symbolic 10~m to nprrseat d anaet mpthematical 
situations and emctum 
In grades 3-5, ail students sbould- 

identify and use rdationships berneen opentions to solve problems 
(cg. multiplication as the inverse of division); 

identify and use aigcbraîc properties of operations CO solve 
problems, e.g., 28 x 7 is eqiiivnIent to (7 X 20) + (7 x 8) or (7 x 
30) - (7 x 2); 

develop the concept of variable as a usehi tool for representing 
unlmown quultities; 

use variables (boxes, lettcts, or other sgmbols) to solve problems or 
to descn'be gmcnl des. 

Use mathanaticai md& and ana@ chauge in both d and 
abstmct contacta 
In grades 3-5, aii snidcnts should- 

represent and investigPte how a change in one variable reiates to the 
change in a second variable (c.g., the haght of a piant ovet the); 

idenafg and d e s d c  situations with v q h g  rates of chaninge (t.g., a 
fund-raising effort brought in a smali, stcady amount of money in 
the beginniug, but more cach d q  as the dcldline approached). 

(NCTM, 1998, pp. 163- 164) 

À ce h u ,  selon les auteurs, ks éièves dévehppent des idées aigébtiques quand ils 

construisent ou identifient des patrons numériques ou géométriques, déahmt 



verbalement des patrons et les repriseatent à Paide de tableaux ou symboles, cherchent 

et appiiquent des relations entre des quantités qui varient pour fiire des prédictions, 

daborent des généralisations (ou régks) et les véxiknt, utilisent des gzaphes pou 

décrire des patrons et faire des prévisions, ainsi que pour explorer des propriétés 

numériques. Les éièves explorent aussi la notion de variable et commencent à i'ualiser 

comme aphcehoIdem pour représenter une incornue ou une quantité qui varie, 

Également, les élèves sont nmmCs à découvrir les règles du c a i d  aigébnqw (propriétés 

des opérations et transformations aigébriqws), valides dans les systèmes dassiques de 

nombres, par des généralisations à partir de cas patticuiiers numériques ou par 

i'utiliçation de modèies géométriques : 

Examples of algebraic properties such as commutativity, associativity, and 
dismiutivity of multipiication vise as scudaits work +th nurnbus and 
shouid be the focus of inforniai discussion and studeat investigation. 1s 5 
x 7 the same as 7 x 5? Wd such a revershg of factors aiways resdt in the 
same product? What if the factors are lvga? What if the factors are 
dechal nurnbets? How can pou justify that the commutative propettg 
holds for the multiplication of my numbcrs? Smdcnts might use an a m  
mode1 to show that 4 x 5 and 5 x 4 have the same physicai represcntation 
and the same square units of area. The samc k d  of mode1 can be used 
later to show that commutatMty holds for fncaons and deàmlls as weil. 
Students can aho detamine whether cornmutativity is a charactcristic of 
the other operations (addition, submction, dioision). 
(NCTM, 1998, pp 166-167. ) 

A ce niveau, k notion de variabk est introduite SOUS forme de Mte, hm ou rymbolc. 

As students explore pattuns and note reiaaonships, thq  should be 
encowaged to reprcscnt theh thinking. At &st this can be with words 
("cmultiplying the nurnba of cubes by 4 and adding 2 gka the surface uea 
of the tower"), and kter students can ais0 record a pattern by using 
informal or formal vatiable notation, 4 x N + 2 = S. Variable notation is 
an especially important tool w students begin to work with 
generalizations. (NCTM, 1998, p. 167) 

Pour le niveau 6' à 8e année, le standard aPattems, Functions and Algebm est expliaté 

ainsi : 

Undetstand varioua types of patterns and hinctional rclationsbips 
In grades 6-8, al students should- 



anaiyze, aeate, and g e n d c  numcàc and visuai patterns paying 
parti& attention to pottans that have a secursive nature; 

use patterns to sohrc mnthanaticai and applied problems; 
represent a variety of rciations and fünctions with tables, graphs, 

verbal d e s ,  md, d m  possiiic, spmbolic niles. 

Use symbolic forrmi to cepment and auaiyze mathanritid 
situations and stnicnueri 
In grades 6-8, dl students should- 

develop a sound conceptuai understanding of equation and of 
vasiable; 

explore reiationships berneen symbolic expressions and graphs, 
payiug parti& attention to the horizontal and v d c d  intercepts, 
points of intersection, and slope (for lincar reiations); 

become fluent in generating eqrWdent cxprcssions for simple 
algebraic expressions and in s o h g  linear equations and 
io+ties; 

use symbolic algebtn to rcpresent situations and to solve problems, 
e s p e d y  those &at invoive liatu rehtionsbips. 

Use mathematicai modele and m@c change in both rrPl and 
abstract contexts 
In grades 6-8, di students should- 

modei and solve contextullized problmis using vlrious 
representations, such as graphs and tables, to undentand the 
purpose and wlity of -ch representation; 

deveiop an inid uuderstmding of rate of change, with c m p k  on 
the connections among slope of a line, constant rate of change, 
and their meaning in con- 

explore different types of change occurring in disaete patterns, such 
as proportional and lia= change. 

(NCTM, 1998, pp. 221-222 ) 

A ce niveau, l'aigèbre est donc abordée sehn plusieurs perspeahs à la fois : par i'éruàe 

de patrons, de fonctions et relations, ou langage, teprésentations et stcuautes basées 

sur une gén&&aaon de hithmitique, ou cncore comme un outil pour modéliser des 

problèmes et idées mathématiques (M) Les éièves sont initiés à uu langage algébrique 

plus formel, lequel est exploité dans la résolution d'équations linéaires. En effet, 

souhgnent les auteurs : 

It is essential that students become proficieat in working with simple 
algebraic expressions, inciuding genezating eqykaient expressions and 
using and evaluating simple fornuias. By the end of the rciddle grades, 



students should be able to soive lincar eqyations in severd ways, with or 
without a cdcuiator, as appropriate. (p. 221) 

De plus, les élèves sont appelés à appréhender la notion de h'nè'adi Ils apprennent 

égaiement à distinguer les relations fonctionneiles béaites de ceiies qui ne le sont pas, 

et à relier leurs connaissances des fonctions linéakes avec les notions de qtport et de 

(...) is also aiticai that they develop [the studmts] a conceptuai 
understandhg of variables md equations, that they leam to distiaguish 
hear relationships from non-linw ones, and that they connect th& 
experiences with heu functions to theit understandings of ratio and 
proportion. Through their experiences in the rniddle grades, students 
shouid devdop an undersmding of, and cornpetence in, working with 
linearity. (ibid.) 

Pour le niveau 9e à 1 2 ~  année, le standard «Patterns, Functions and Algebm est 

explicité ainsi : 

Understand variow types of pattam and fuactionol rciationrrhips 
In grades 9-12,211 students should- 

recognize equivdent fonns of an expression, quation, function or 
relation; 

be famih with drisses of functions, iaduding lineu, quadcatic, 
power, polynoaid, rationai, absolute due, exponenhi, 
logatithmic, uigonomcttic, and step functions; understand 
pieccwise-de6ned functions and th& ptopertics; analyze the 
effects of panmeta changes; and describe local and giobd 
behavïor, 

select appropriate represent?tions (numeticai, graphicd, verbai, and 
symbolic) for the bct ions and rehtions crnbedded in quantitative 
situations, convert Qexiily vnong representations, intupret 
representations, lad use them to intupret the situations 
represented; 

use a varie9 of symbolic representations, induding recursive 
definitions and pammemc equations, to explore the behavior of 
hctions and relations; 

reason (fiom gmphs, tables, and formuias) about fuactions derived 
fiom other functions via transformation (e.g., g(X) = 3 f(x - 2) + 
5), inversion, composition, and arithrnetic combination. 

Use aymboiic hnns to repment and anaiyze mathanaticai 
situations and smictures 
In grades 9-12, ail  students shouid- 



represent situations that invoive variable quantiries with expressions, 
equations, inquahaes, zad systcms of equations ushg a variety of 
equivdmt iorms; 

develop fluenq opemting on polynomiais, vectoa, and mamces 
using by-hmd operations for the simple cases and using 
technology for more complcx cases; 

understand symbolic dgebra as absaacteci aithmetic; 
be able to explain, compare, and contrast the major properties of the 

objects and operations defined within md aaoss systems (e.g., 
rationai numbers, polynomiais, matrices, md fimctions) as the? 
foliow certain d e s  or hm of structure; 

develop strategies for deadiag whethu symbolic remlts genented 
with technological tools are reasonable, and iaterpret such results 
in meaniugful ways. 

Use mathematical modele and anaiyze change in both rcd and 
abstract contexts 
In grades 9-12, al students should- 

model a wide range of phenomena with a vviety of functions 
including lineu, quaciratic, exponmtiai, rationai, trigonometic, and 
recursively defmed fundons and recognize that a pdcuiar type 
of function can model many diffaent situations; 

approlrimate md interpret accumulation and rates of change, both 
graphically and numericaily, for functions representing a vviey of 
situations; 

approxhate and h d  hterccpts, locd a t teme  vdues, and 
aspptotic behaviour of fuactions, and interpret mch tesults in 
given contexts. 

(NCTM, 1998, pp. 282-283) 

b ce niveau, comme on le constate, les objectifs ghéraux visés en aigèbre sont bien 

plus ambitieux qu'aux niveaux précédents. Tous les aspects de Paigèbre, langage, 

fonctions modébsations et stnicturcs y sont présents. 

En conclusion, on peut affimiet que le document Pn'n@ks and S t a n d d  pour ZOO0 du 

NCTM propose une approche didactique crmixte~ de Paigèbre qui prend en compte tous 

ses aspects importants. Cependant, il nous semble qu'elle n'est pas fondée sur une 

vision suffisamment claire et précise de l'algébre et de la pensée aigébrique. CM est dû, 

nous semble-t-il, à i'inexistence d'un cadre théotique de réfétence expliate de l'algèbre 

et de la pensée aigébrique obtenu à pamt d'une analyse épistémologique. Ea 

partider,  en accordant une importance exagérée au processus de généralisation, les 



auteurs des nouveaux standards semblent penser que la pensée algébrique se rédubit à 

cette seule composante essentielle, passant sous siltnce l'habileté à penser 

analytiquement, autre composante essentielle de ka pensée algébrique. 

6.5 DISCUSSION ET CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons étudié notre première question de recherche @CL'& 

ap~mche didacnqque utttt6er &tu Pe~~ùgncrnmt & ?d@h &us rLh~an'Doli dc bast S Après avoir 

présenté les approches didactiqws «laagage.w, at~ctures>}, amodéiisatiow) et «fonctions)> 

pouvant être transposées du rnodèie MIAPA., nous avons soutenu que dans 

l'enseignement de l'algèbre dans l'éducation de base, il y a Lieu d'utilisa une approche 

didactique «mixte», intégrant de manière cohérente Its quae  approches précédentes. 

Nous avons ainsi répondu à notre première question de recherche. 

Ensuite, nous avons anaiysé les approches utilisées traditionnellement dans 

l'enseignement de l'algèbre : &thmitique généraiisém, c<l?ngago) et une approche 

basée sut les extensions successives des systèmes de nombres. Nous avons également 

analysé des propositions récentes pour l ' c n s ~ e m e n t  de l'algtbre, notamment celles 

qui sont présentées dans l'ouvrage! cou& Appdw to Al$k : P~pcrttYw fm R c s d  

and Teachng (Bednaa, Kicran, Lee ; 1996), une approche proposée par Chevaliard, une 

autre par Kaput et deux propositions récentes du NCïM, la premiere proposée par le 

groupe de travail sur i'aigèbte AWG du NCTM et ia seconde, dans le document 

Prin@'e.r and Standmis de 2000 du NCCM. La plupart de ces auteurs adhétent à noue 

point de vue, à savoir : dans ren+ment de Taigèbre, il faut tenir compte de 

plusieurs aspects de l'aigèbre. Également, l'analyse de mutes ces propositions nous a 

permis, d'une part, de confk.net la percinence des approches &ngagc~>, ((suuc~es>», 

anodélisatioru) et «fonctions>, dans l'aseignment de l'algèbre à l'école de base et, 

d'autre p q  de constater qu'il n'est proposé aucun autre aspect essentiel de l'aigèbre 

dont nous n'avons pas tenu compte. 



Par ailleurs, ces propositions nous ont apporté des iclairagts intéressants sur e s  

aspects de i'algébre et de ia pensée algébrique et proposent un certain nombre d'idées et 

de moddités appkabIes dans l'enseignement de l'algèbre. (Nous allons exploitet 

certaines d'entres &s dans fa fornidation de principes directeurs au prochain 

chapitre). Cependan4 il nous a sernbié que chacune de ces propositions, ou bien 

n'explore qu'un aspect particdiet de Fwbre (comme le cas de toutes celles présentées 

dans Powrage coilectii Appmclrcr to Algh : Pmp~dvts jot R u c d  und Tc~~~hing 

(Bednan, Kieran, Lee ; 1996)), ou bien elle tient compte de tous ses aspects importants 

mais présente queiques failles. Dans ce d& cas, on peut citer la proposition de 

Kaput, et les deux propositions du NCTM qui, par exemplt, ne distingwnt pas 

dairement entre l'algèbre et la pensée algébrique et ne soulignent pas l'importance de 

l'habileté à penser analytiquement en aigèbie. 

En revanche, notre cache conceptuel concernant l'aigèbre et la pensée algébrique nous a 

pennis souvent d'éviter certaines confwions et de ne pas trop élatgit inutilement la 

vision de Palgèbre jusqu'à diluer complètement sa sr&nification. Par exernpie, pour 

nous une activité mathématique où une opération n'est pas en jeu n'est pas une activité 

algébrique; en aigèbre on m e  dans le cadre des processus bis seulement ce qui 

élimine l'étude de plusieurs fondons en algibre. De plus, notre cadre concepniel 

précise le sens des tennes et concepts utilisés tout en distkiguant clairement Yalgèbre de 

la pensée algébrique. 

En conclusion, nous considérons que nous avons répondu à la première question de 

recherche Que& -ut ~ & C T  &tu l'mc~@mmt ak rd!h &tu I'elhurtlo~~ ah 

bme ? Il s'agit d'une approche didactique anixtm, intégrant de manière cohérente les 

approches dmgagen, <çst~~nife~>, &maion» et modéiisaaom. 



Chapitre 7 

Principes à la base d'un 
curriculum renouvelé d'algèbre 

pour l'éducation de base 



Dans ce septième chapitre, nous présentons notre réponse à la deuxième question de 

recherche : Sur quels priiapes peut-on se baser pou évaluer ou consuuite un 

Nmculum d'algèbre pour tous véotablernent adapté à ia scolarité de base ? 

Nous dons répondre à cette question en nous appuyant sur tout ce qui piécède, 

norarnment sur notre cadre conceptuel concernant i'algébre et la pensée algébrique 

(chapitre 3) et la notion d'éducation en algèbre pout tous, ainsi que sur notre étude au 

chapitre 6 des approches didacaques de Paigèbre à Pécole de base. 

Tel qu'indiqué dans k titre de ce chapitre, nous ne visons que l'école de base et non 

l'école en généraL Nous ne nous préoccupons pas ici de l'algèbre que l'on devrait 

enseigner à une minorité d'éièves à la fin de l'école secondaire en préparation à des 

études supédeures bien qu'il s'agisse ià d'un problème important. D'un autre côté, les 

principes que nous dons  présenter visent l'ensemble des années de l'école de base et 

non un niveau spécifique en parti&. 

Ces pDnupes sont de nature génuaie et ont des implications sut clStérentes 

composantes du curriculum. Dans leur présentation, nous dons énoncer des 

indicateurs qui pourront aider à juger si ces principes sont réalisés ou noa par un 

cunicuium. Dans La section qui suit, nous commençons par préciser la nanue de ces 

indicateurs. 

7.2 RECHERCHE D~INDICATEURS 

Les principes que nous dons formuler dans la prochaine section, ne peuvent pas être 

directement utilisés pour construire ou anaiyser un d c u i u m  d'algèbre pout tous. 

Chacun d'eux, en effeh devrait être accompagné d'un indiateut qui le rend plus 

opérationnel En adaptant une définition pioposée par Voyer (19!M), nous d é f i s o n s  



Rondeau (1999)w fait observer que selon IJ Robert, Dz2thn111ak btjtOn;3ne uk Ié hngwe . 

&n@es deux déments sont importants dans la compréhension et I'interprétation d'un 

indicateur: : une échelle de valeurs et un système de signi£ications qui lui est ratraché. 

Pour les besoins de notre travail, nous avons choisi d'utiliser des indicateurs de nature 

qualttative accompagnés d'une échelle à quaat niveaux de valem. Chacun de ces 

niveaux correspond à une interprétation du degré de concrétisation d'un principe par le 

c u m d u m  : 

Grille d'interprétation des indicateurs 

principe en question- Au niveau 1, le curriculum ne satisfait pas entikrernmt à Pattente; 

dans ce cas le principe reste un vœu pieu, il n'est pas concrétisé effectivement. Au 

niveau 2, le Cumcuium satisfait au principe. Ce dernier est bien pris m considération 

dans toutes les composantes du d c u i u m  ( o b j e d  généraux et spédques, moyens 

et orientations méthodologiques, évaiuation). Le aiveau 3 est le niveau optimal, celui 

où le cutnculum satisfait fortement au principe ; en insistant sur la concrétisation du 

Échelle de vdeuis 

Niveau O 

Niveau 1 

Niveau 2 

Niveau 3 

- - - - - - 

81 Jean-Ciaude Rondeau (1999) Les indiataus en éducation. Le point de vue intematid et quelques 
indicateurs nationaux. http://memb~~~.point-netc~/~en]~1da/indiatcurs.hrml 

Système des sigrdications 

Le curxicuium ne tient pas compte du principe 

Le cunicuium satisfait partiellement au principe 

Le cunicuium satisfait au principe 

Le curcicuium satisfàit fortement au principe 

Quand l'indicateur vaut O, nous dirons que le d c u i u m  ne tient pas compte du 



principe, en expliatant des mesutes pou le réaliser et en donnant des préasions et des 

illustrations pour aider à son application. 

Chacun des niveaux du système de @cation doit être mpIiaté par un critère. La 

détermination de la valeur d'un indicateur nécessite une d y s e  du Cumcuiutn (ou de 

certaines de ces composantes) pour vMer Ieqd des quatre ctitére, et donc 1eqw.i des 

quatre niveaux, du systhe de valeurs est satisfiit par le cmicdum. 

Ces critères ne devraient pas être trop vagues. Par exemple, PÊnoncé, <dl faut que 

l'enseignement de Paigèbre occupe uae place importante dans le Cumcuium de 

mathématiques à i'écolaj est aop vague car il poutrait conduire à émettre des jugements 

très variés. Les uns répondront par I'afhmative, car le curriculum accorde 

suffisamment de temps à l'enseignement de I'aigèbre, d'autres diront le contraire, car, 

bien que le temps doué à I'enseignement de i'aigèbte soit s&ant par rapport à 

l'algèbre enseignée, cette dernière reste un sujet d'enseignement isolé et certains aspects 

important de I'aigèbre ne sont pas pris en compte. 

7.3 PRINCIPES G ~ ~ ~ A U X  A RESPECTER PM UN CüRRICULUM D'AU;&BRE 

POUR TOUS 

Nous présentons ici huit p ~ a p e s  généraux qui doivent être, selon nous, à la base d'un 

Cumculurn #algèbre pour tous. 

7.3.1 Premier principe génCral 

Ce premier prlicipe concerne l'accessibilité du EutticUlm d'aigèbre à tous les élèves. 

(Uri cumculum pour tous) 
Principe 1 

Le tmr idum d'aigèbre doit s'adtesser à torrs les élèves durant la 
scoknté obligatoire 



Ce principe est fondé sur deux idées de base La p e  discutée dans le chapitre 4, 

soutient que, dans une soaété modexne tw les citoyens doivent avoir une éducation 

minimale de base qui leur p e t t e  d'agir en acteur social éclairi et de vivtc une vie 

décente. Aussi, la prkicipale mission de l'école de base est d'assurer que tovr les ilèves 

rédisrnt des apprentissages de base dans des disciplines fonhmtales, dont les 

rnathérnatiques font p& Rappeloas que par k q d c a à f  tow, nous si%iifions la 

masse des élèves sans distinction quant à leur prédisposition à faire des mathématiques, 

à leur sexe, à leur appartenance ethnique et socio-économique. Bien sûr, nous sommes 

conscient qu'en pratique, en pius de la catégorie des iléves qui ont besoin d'une 

éducation spécialisée dû à leur handicap, il existera une minorité d'éièves qui ne suont 

pas rejoints par le Cumculum de mathématiques. il est toutefois prknoràd de 

concevoir celui-ci en visant tonr les &hes 

La seconde idée est que, d'me part, l'aigèbre doit être intégrée aux mathématiques 

enseignées à tous dans l'école de base, et, d'autre part, taw Ies &es p e m t  apprendre 

l'aigèbre, si on leur présente un Cumculum d'wbre à la fois accessible à tous, pertinent 

pour tous et signifiaat pour tous. 

En effet, nous pensons qu'il est faiu de mire que l'apprentissage des mathématiques et 

de l'algèbre en parcidet ne peut être accessible qu'à unc minocité d'élèves seulement. 

Comme i'affùment les auteurs de h d& proposition des standards du NCTM: 

Resea~h-based examples eskt to dtmonstnte the vllidity of the vitw that 
di clddren, including those who have been mditioaitly undaserved, cari 

leam mathematics when they have access to quaüty mthcmatics 
instructiond pragrims. (NCTM, 1998, p. 26) 

Élaborer un & d u m  d'algèbre a c a w b L  à tous exige certaines options &uIaites 

pat rapport à chacun des p6ks du cumnilum. 

Ainsi ,  il s'agit de viser des obje* d'apprentissage en fondon de la masse des &es 

et non d'une élite. Dans ce sens, les attivités d'apprentissages devraien& seion nous, 



être choisies en fonction des &es les p h  lents et ensuite appmfondies et élargies 

pour les élèves plus rapides. Ce point de vue est défendu par Cokaoft : 

[DJesigning the program fiom the bottom up, f b t  deadhg what kind of 
work is appropriate for our slowcr students, and then, second, extendhg it 
to provide for the needs of those who absarb ncw idem more easily and 
more quickly. 1 do not believe that we con bcgin by considering the nec& 
of the most able, or even, as a compromise, the nceds of the average 
students, in the hope, by watering d o m  such materid, ornitring a few 
topics, and lighteniag the load in othtrs, tbat WC aiill finish with a program 
appropriate for the lest able. (Cokaoft, 1994, p. 38) 

Précisons toutefois que cela ne s- pas se restreindre à des objettifs d'apprentissage 

modes tes. 

Au niveau des moyens et des orientations méthodologiques, différentes options 

peuvent être utilisées pour rmdre accessible l'apprentissage d'un sujet en aigèbre à la 

masse des éièves. 

Premièrement, beaucoup d'auteurs insistent dans l'apprentissage des mathématiques sur 

le passage du concret à l'abstrait, de P i n f o d  au fonnel et d'une étape de manipulation 

et d'exploration à une étape plus formelle et abstraite. Dans ce sens, il nous semble 

tout à Fait erroné de débuter i'apprcntissage de l'dgèbre par l'apprentissage de son 

fornalisme comme on Ie &ait encore dans des d d u m s  de c&s pays. Ii faut 

prévoir une phase préliminajre, où Péiève explore diffétents concepts, comme celui de 

variable, d'inconnue, d'opération, et i des manières de penser, comme raisonner 

analytiquement, généraliser, abstraire. D'autres piécisions dans ce sens sont présentées 

dans l'explication du principe 5. 

Une deuxième mesure pour augmenter i'accessi%ilité de l'algèbre pour tous, coasiste à 

augmenter les moyens et la qualité d'assistance aux &es, suaout les plus lents d'entre 

eux. Par exemple, dans le & d u m  on doit aménager une place à une pédagogie de 

remédiation pour pouvoir accompagner les élèves qui vont éprouver des difEcuités 

dans leur apprentissage de l'aigèbre. Dans ce sens, notre cadre conceptuel concernant 

i'aigèbre et la pensée aigé'brique peut f o d  des édairages utiles pour i'anaiyse 



conceptude de situations d'élèves en ciiâjcuité. D'un autre côté, comme pour toute 

réforme, iI est important de préparer les futurs enseignants et d'actualiser la fomatim 

des enseignants en exercice pour assuret une borne irnpiantation du &dm. C'est 

encore plus évident dans le cas où le primaite serait envisagé comme une phase 

d'exphation de concepts aigébriques et d'initiation à la pensée algébrique. En effet, 

d'une part lYai&bre n'est pas traditionneiiement enseignée à ce niveau d'étude, et, 

d'autre part, l'enseignant doit connaître les mathématiques qui sont à la base des 

situations concrètes ou d'un matériel physique de manipukition. Comment, par 

exemple, un enseignant réussira-t-il à bien g é m  une activité dont i'objecàfest de faire 

déco& par les éIèves l'isomoiephisme de deux systèmes aigébtiques concrets, s'il 

n'appréhende pas Ia notioa de s a u c h w  aigébriqw ? Que ce soit pour la confection 

d'activité d'apprentissage, pour leur gestion, pour i'évaluation fonnative - notamsnent 

pour l'évaluation du développement de ia pensie algébrique - l'enseignant doit à La fois 

rnaiaiser un savoir mathématique de plus en plus compIexe et pouvoir analysa 

conceptueüernent des produdons d'éiéves (verbaies ou écrites). Dans ces conditions, 

nous nous demandons si ie temps n'est pas venu d'avoir des enseignants au primnires 

spécialiçés dans Yens+-t des mathématiques. Cette question déborde la réflexion 

didactique car d e  a des répercussions politiques indiscutables. 

Troisièmement, il faut envisager l'intégraaon d'outils techologiques appmptiés dans 

I'enseignernent et Papprentissage de l'algèbre. Utiliser une caicuiattice pour effectuer un 

calcul compkxe, quand celui-ci n'est pas la priorité de i'appmtissage, pour représenter 

graphiquement une fonction, ou pour recueillit des données dans le cadre d'une 

expérience (simulation par ordinateur, ou appareil de mesure muni d'une sonde, par 

exemple) peut aider les élèves à résoudre des problèmes compleaes, à modéliser des 

phhomènes et des situations r é e h  ou mathématiques, qu'il ne peut faire sans le 

secours de tels outils. 

Par ailleurs, pour pousser les dives à s'engager activement dans leur apprentissage, le 

cuniculum d'algèbre doit leur peunem de vivre des eqéxiences riches, attrayantes et 



stimulantes. Dans ce sens, i'aigèhre devrait être abordée eti tant que moyen pour aider 

l'élève à comprendre le monde qui l'entoure. Kaput explique dans ce sens: 

The mathematicai content stronds should grow out of acts of sense 
h g .  Students dcvelop mathanaticai ideas in order to rende one's 
experience knowable and communicable. They b d d  and r e h e  models 
that capture erpesienced patterns and lead to new patterns at higher leveis 
of abstraction. But thcy begin by taping fundamentai inmitions and 
building on natural ways of apprehending, organizing, navigating and 
comrnunicathg. The models are deveioped ushg cver more powerful and 
systematic laoguage and represmtations, begioning with physical mate&& 
and iconic and gsaphicd fonns but leading to an vray of efficient 
laquages that include potent syntacticai structure embodicd within 
computational media. This means, among othu thinprs, leaming llgebra as 
a swse-making tool throughout eiementary and middle schooL (Kaput, 
1994) 

En particulier, les activités utilisées pour l'apprentissage de l'algèbre devraient être 

signihtes pour les éièves. Dans ce sens, il est important que le Cumcuium utilise 

assez tôt des situations à contextes. Ces contextes doivent toucher les cinq catégories 

effet, ces contextes doivent être déterminés pour répondre aux objectifs suivants : 1) 

comprendre des situations et résoudre des problèmes (inspirés) du quotidien, 2) 

c o m p r d e  les disciplines scolaires qui utilisent I'aigèbre; 3) vivre des expériences 

agréabIes riches et motivantes. 

Grille de l'indicateur du principe 1 

L'analyse des textes présentant le Niiduni montre que le p ~ a p e  de 
rendre l'enseignement de l'algèbre accessible à tous les élèves est : 

Non cité, même de manière impiicite. 
Niveau O 

Cité explicitement au niveau des buts de l'enseignement des 
Niveau mathématiques, mais ne se réperme pas au niveau des obje& généraux 

et spé&ques, des moyens et orientations méthodologiques et de 
i'évaiuation. 

Cité explicitement au niveau des buts de l'enseignement des 
Niveau mathématiques, des objectifs généraux a spécifiques, des moyens et 

orientations méthodolop;iques, de l'évaluation; mais sans en f o w  



explicitement des mesures concrètes ni en l'illustrant à Paide d'exemples 
dé taillés. 

Niveau 
Cité expliaternent au niveau des buts de l'enseignement des 
mathématiques, des o b j e  généraux et s p ~ q u c s ,  des moyens et 
orientations méthodologiques, de 1'CVaIuation; en k précisant des mesures 
pou. le concrétiser et en l'illustrant à l'aide d'exemples détaillés. 

Sens de l'indicateur 

Les quatre aitéses portent sur l'analyse des textes présentant le Cumcuiiiai offiael (ou 

dsé) des mathématiques cornant la +ode de ia scolarité obligatoire. Ces textes 

peuvent être le programme cadre, le programme des programmes, les instructions 

pédagogiques, le programme d'étude ou tout document o E d  présentant le 

cuMculum. 

Le niveau O de l'indicateur conespond au cas où l'algèbre n'est pas ou est partidement 

enseignée dans l'éducation de base. Dans ce dernier cas, au terme de leut scolarité 

obligatoire les élèves n'auront pas eu l'occasion de s'initier à tous les aspects importants 

de i'algèbre, à savoir ceux illusttés dans la fàce algèbre du M.I.A.P.A. C'est le cas par 

exemple de certains cuxicuiums tradi~omds qui n'abordent pas à l'école de base 

i'aspect fonction ou modélisation de l'algèbre. 

Le niveau 1 de l'indicateur correspond au cas où l'enseignement de i'algèbse à tous les 

élèves est une intention qui se dégage de l'auaiyse des buts de l'enseignement des 

mathématiques, mais cette iatention n'est pas concrétisée au niveau des objectifs 

généraux et spécifiques, ni au nivau des moyeus et orientations méthodologiques et au 

niveau de l'évaluation. 

Le niveau 2 de l'iidicateut correspond au cas où i'cnseignement de l'aigèbre à tous les 

dèves est explicité dans les buts de l'enseignemat des mathématiques, dans les 

objectifs généraux et spécijîques, dans les moyens et orientations méthodologiques et 

dans l'évaluation. Cependant, les textes du CuLLicUl~m officiel des mathématiques p o u  

tous, ne vont pas jusqu'à prévok des mesutes pour assurer l'accessibilité de l'algèbre à 



tous les élèves (cornme ceux que nous avons pmposés plus haut, par exemple), ni ne 

fouraissent d'exemp1es d é d i s  pour aider les mseigrimts à bien le condtiser. 

LR niveau 3 est celui ou les tertes du cuniculum officiel montrent que Pmseignement 

de l'algèbre pour tous est sérieusement pris en compte par les concepteurs du 

cdcuium, par le fait que, d'une pare, cette préoccupation apparaît dans la 

présentations de toutes les composants du curridm et, d'autre pact, par le fait qu'ils 

tentent d'illustrer par des exemples et des précisions ce que ce principe sign&, et qu'ils 

ont mis en phce un ensemble de mesures pour faciliter son application. 

7.3.2 Deuxième principe gédral 

Ce deuxième phcipe annonce ripoaance de la complémentarité entre Paigébre et la 

pensée algébrique. 

(Complémentatité algèbre - pensée algébrique) 
Princi~e 2 a -  

Le &dum d'aigèbre doit accorder une importance aussi bien à 
l'acquisition de savoirs et savoir-fàice en aigèbre qu'au 
développement de la pensée algébrique chez les &es. 

Dans notre cadre concepniel (3.3, nous avons qiiqué pourquoi il faut insism à la fois 

sur l'algèbre et sur la p i e  aIgé%rique. D'un p in t  de vue épistémologique, nous 

concevons I'aigèbre comme ua type parcida d'activités mathématiques, et nous 

concevons la pensée algébrique comme un ensemble d'habiletés intdectudes 

indispensables pour conduire ce type d'activités. D'un point de vue didactique, il est 

important de développer chez I'éièves à la fois des savoirs et savoir-faire algébriques 

ainsi que h pensée algibùque Le déveioppement de Ia p é e  aigébrique se fait à 

ttavers des activités algébriques. Dans ce sens, les aspects de la face algèbre du 

M.I.A.P.A. servent à saucwet Ie contenu aîgébrique à enseigner, la pensée algébrique 

seste en défhitive le véritable objdd'apprentissage. 



Ce prjncipe doit se répercuter sur tous les aspects du curriculum et non sedemat au 

niveau des objectik. Ainsi, l'évaluation doit porter non sedement sut Pacquisition de 

connaissance mais égaiement sur celles d'habiletés i n t u e s  de la pensée 

algébrique. Évaluez I'acquiYtion de ia pensée aigébrique doit être c e  préoccupation 

continuelle de la part de i'enseignant, soit pour soutenir la progression de 

l'apprentissage chez l'éiève (évaiuation formative) ou pour dresser le bilan des 

apprentissages (évaluation sornmative). 

Grille de Pindicateiu du principe 2 

Une analyse des textes présentant le curriculum laisse voir que celui-ci 
vise à donner de l'importance aussi bien à l'acquisition de savoir et savok- 
faite qu'au développement de ia pensée algébrique. 

Niveau O Aucune dusion à ce principe. 

Niveau 1 Le principe 6gure de manière expliate au niveau des buts de 
l'enseignement des mathématiques mais non au niveau des objectifs 
généraux et spé&ques, des moyens et orientations méthodologiques et 
de I'évaIuation. 

Niveau 2 Le principe 6gure de manière explicite au niveau des buts de 
l'enseignement des mathématiques, des objectifs généraux et spécifiques, 
des moyens et oiientations méthodologiques, de Pévaluation, mais sans en 
fournit explicitement des mesutes pou le concrétisez ni d'exemples pour 
l'iiius tter. 

Niveau 3 Le pxincipe figure explicitement au niveau des buts de l'enseignement des 
mathématiques, des objectifs généraux et spcafiques, des moyens et 
orientations méthodologiques, de PWaiuation; de plus, les tcxtes précisent 
des mesures pour le concrétiser et les illustrent par des exemples détaillés. 

Sens de l'indicateur 

Comme pour i'indicateur précédent, il s'agit ici d'anaiyser les textes présentant le 

cmxïculum offiael des mathématiques enseignées à i'école de base, et de vérifier si les 

aitères annoncés sont satisfàits. Le niveau de Pindicateur est non nui pour les 

c ~ c u i u m s  qui déciarent viser le développent de la pensée algébrique chez les 

éièves. Dans ce cas, l'apprentissage de savoir et savoir-faire algébriques est aussi visé; 

car ii est invfaisemblable que la péasée algébrique soit l'unique objectif d'apprentissage 



L'analyse des objectifs généraux et spé&ques, des moyens et orientations 

méthodologiques et des moyens montrera jusqu'à quel point ce principe est concrétisé 

dans le Cumcuium. 

7.3.3 Troisième principe générai 

Le troisième principe est relatif au caractère multiple de I'aigèbre. 

(Multiplicité des aspects de Paigèbre) 
Principe 3 

Le niniculurn d'aigèbre pour tous doit tenir compte de toutes les 
composantes de Ïa lace aigèbre du M.IA.PA., à savoir 1) 
Construction et interprétation de modèies dgibriques de 
situations réelles ou mathématiques; 2) manipulation 
d'expressions algébriques en suivant des règies prédéhies et 3) 
élaboration et application de structures (structures algébriques, 
structures de situations réelles ou mathMiatiques) et de 
procédures (règles, aigorithmes, heutistiques, etc.). 

Autrement dit, le d c u i u t n  doit être basé sur une approche 
didactique mixte de l'algèbre. 

Ce principe exprime la multiplicité des aspects de I'aigèbre et traduit notre réponse à la 

première question de recherche que nous avons présentée dans le chapitre 6. En effet, 

rappelons que nous avons vu au chapitre 3 qu'il existe plusieurs aspects caractéristiques 

de Palgèbre. En tant que discipiine scientifique, Paigèbre ne peut se résumer à un sed 

de ces aspects essentiels. Par suite, toute transposition didactique de l'aigèbre doit tenir 

compte de tous ces aspects à la fois. En tant que discipline scolaire, elle ne peut 

omettre aucune des approches didactiques possibles présentées au chapitre 6, lesqueiies 

sont basées sur les composantes de la face aigèbre du M - I A P A  

Rappelons qu'une approche didactique mixte de l'algèbre intègre de façon c o h h t e  les 

approches idangage,), c<fonctiow), canodéiisatiom et «structures). NaNelleinmt, cela ne 

s w e  pas que tous ces aspects doivent apparaître à tout moment du cursus, en même 

temps et avec le même degré d'importance. 



Au niveau des objectifs, il s'agit de visu des objectifs relatifs à chacune des quatre 

approches didactiques de Paigèbre, comme ceux présentés dans 6.2, ahsi que ceux qui 

font appel à plusieurs approches didactiques de l'Wb=, comme par exemple : &CT k 

hnguge a@bn;311e pnr ntocicber et onaiym rfer m&h & &uthi u&.ablu on oh rks&z#zin.s 

foncftonnei&s o u p  coqkzrn b $twWe & dtm ~IW&ON ~ ~ ~ h .  

Ce principe a des répercussions sut le pôle des moyens et odentations méthodologiques 

du Cumculum. En effet, premièrement, on doit utiliser dans le CUmcui~m des activités 

intégrant des approches didactiques différentes de l'algèbre. Ceci peut être fait de deux 

manières différentes. La première consiste à utiliser des activités synthèses permettant à 

l'élève d'appliquer des apprentissages réalisés par rapport à deux approches didactiques 

de l'algèbre ou plus. La seconde manière est d'utiliser des apprentissages réalisés dans 

le cadre d'une approche comme base à des apprentissages nouveaux dans le cadte d'une 

approche didactique différente. Pat exemple, utiliser l'approche fonction pour aider les 

élèves à développer le langage aigébriqw (voir par exemple les travaux de Kieran, 

1996). 

Par rapport à Ia dimension de i'évaluation, ii faut que le cunicuium prévoie l'évaluation 

à la fois des objecafS relatifi à chacune des approches didactiques de l'aigèbre ainsi que 

ceux relatifs à plusieurs d'entre eux. 

Grille de I'indicateur du principe 3 

Une analyse du cmiculum d'algèbze pour tous, montre que : 

- - - - - - 

Une des quatre approches didactiques de l'algèbre n'est pas utilisée 
Niveau O 

Toutes les approches sont utilisées mais de manière successive. 
Niveau 1 

- - - - - - - - - 

Les quaw approches didactiques sont utilisées chaque année du cursus 
de i'enseignernent de i'a&brr Des activités sont prévues pour créer des 
passerelles entres les approches. 



Niveau 
Les quatre approches sont utilisées. Fréquemment, on utilise des 
situations d'appamrisJlgcs intégrant différentes approches didactiques de 
Paigèbre. 

Sens de l'indicateur 

Le niveau O est celui où le CUfLiCUlum de l'algèbre pour tous, ignore une des quaue 

approches didatiques de I'aigèbre. De ce f i i ~  à la fin de la période de i'enseignemmt 

de l'algèbre pour tous, les dèves n'auront pas été initiés à un certain aspect de Paigèbre. 

Ainsi, par exemple, dans les c d i m i s  tadihmeis d'algèbre, la plupart des &es ne 

sont pas initiés à l'approche fonction ou encore à l'approche modéiisation de l'algèbre. 

Dans ce cas, ce principe n'est pas pris en compte par ces curricuiums. 

Dans le niveau 1, les quatre approches didactiques de i'aigèbre sont utilisées mais l'une 

après l'autre ou sans souci de les intégrer. C'est le cas, par exemple, des Cumcuiw, à 

l'image du d d u m  marocain cn vigueur depuis les années 1980, qui commencent 

l'enseignement de l'algèbre par l'apprentissage du langage algébrique, et entament 

ensuite l'étude des structures des systèmes de nombres. 

Au niveau 2, les quatre approches sont intégdes dans le curriculum. Une d y s e  du 

programme d'aigèbre montre que ces quatre approches sont présentes chaque année et 

à des moments diffikents. Une telle d p e  laisse aussi appwAm l'existence d'activités 

synthèses intégrant plusieurs approches didactiques de i'aigèbre. 

Au niveau 3 les quatre approches diùactiques de l'algèbre sont fortement intégnies. 

Une analyse du contenu algébrique à enseigner montre k souci d'utiliser Mquemment 

des activités intégrant plusieurs approches didactiques de Paigèbre. 

7.3.4 Quatrième principe général 

Le quamème principe réfere au caractère mudtiple de la pensée algébrique. 



4 
(Multiplicité des aspects de la pensée aige'bnque) 

Principe 
Le d c u l u m  d'algèbre pour tous doit Mnit compte de toutes les 
composantes de la face pensée aigébriqw du modèie M-IAPA, à 
savoir, 1) hrrbikté à pww a ~ x e m e n r ;  2) M k t i  B mnslnnic, à 
intoprihr et à &&Y &.J 4 l C s  al'giL+~ & M o t u  reiih orr 
matheinat@ar, 3) babr'kté à du e p ~ s t o ~ l f  a/&bn;3clcs ~ e h n  th 
régh p&@m'es et 4) M & t é  à & n h h r  et à absnrrin &S nIOn'om, deJ 
rtgh.r, ak ~~ a@bn;3ncsa & même que rks jhwtnnv de dkatiolls delles 
ou mat&a@xes. 

Ce principe est étroitement lié au précédent, puisque, dans notre conceptualisation, les 

quatre composantes de la pensée algébrique relatent les principaks habiletés 

intellectuelles nécessaires dans les activités *briques déaites dans la face aigèbre du 

M.1A.P-A. Or, une approche didactique mixte de l'algèbre est fondée sur une 

intégration de ces différents aspects de l'aigèbrc. La pertinence de ce principe d è v e  

alors de celle du précédent. En outre, les aspects de la face algèbre du M.1.A.P-A 

agissent comme moyen structurant le contenu algébrique à enseigner; ils foumissent le 

type d'activités algébriques à mvers lesqueiics doit se développa la pensée algébrique. 

Cette dernière reste, en définitive, le véritable objet d'apprentissage. Précisons que 

l'ensemble des habiletés kiteiiccniclles que nous avons idmti6é pour déaire b pensée 

algébrique ae prétend pas être exhaustif. Néanmoins, selon notre anaiyse, il contient 

celles qui sont caractéristiques et essentieiles lorsqu'on fait de l'algèbre à un niveau 

élémentaire. 

Ce principe sigrdie que les quatre habiletés inteltectueîies doivent être des objecafs 

d'apptentissage, avec d'autres possiblement. De plus, dans le cadre d'me approche 

didactique mixte de l'algèbre, ces quatre aspects de la pensée algébrique doivent se 

développer chez les élèves de manière conjoiute et progressive. 

En particulier, au début de l'apprentissage de Paigèbre, on devrait visa à développer 

l'habileté à penser analytiquement. Nous avons vu que l'aspect -que est Pune des 

caractéristiques essentieiles du raisonnement aigébrique ; il a joué un rôle important 

dans le développement historique de l'algèbre, notamment à ses débuts. En e&c, le fait 



d'accepter de considérer l'inconnue et d'opérer sut d e  comme si elle était connue, et le 

fait de masquez la dimension Semantique des objets (ne pas tenit compte de la 

numérosité d'un nombre, par exemple) pemet à PWbm de se dom d'une dimension 

syntaxique, et donc de gder une trace des opérations eIf& et de powoir ofkir 

ainsi des fomes pour modéliser difErents types de situations. Sans cette forme de 

pensée i'algèbre ne peut, en particulier, se prévaloir de son caractère général. Il est 

donc primordial de développer ce type de pensée chez l'éiève dès Ies premiers moments 

et tout le long de l'appreneissage de I'algébre. 

L'habileté à consauire, à interpréter et à valider des modèies dgéibriques de siniarions 

réelles ou mathématiques est tout à fàit essentielle dans i'utilisation de Paigèbre pour 

l'étude de situations du monde réeî, d'autres disaplines ou d'autres branches des 

mathématiques. Sans cette composante de la pensée a!gébrique, Eaire de l'algèbre serait 

une activité mathématique tournée vers elle-même, consismn~ à un niveau élémentaire, 

à manipuler des expressions symboliques sans aucune sigdkation, de manière 

sténographique si I'on peut dire, et à un niveau plus avancé à énidiet des swcwes  

abstraites de manière fonnde. Ii est tout h fait essentiel que l'apprentissage de Paigèbxe 

soit s@catifpour les &es et ce à tout moment de leut apprentissage. 

L'habileté à manipuler des expressions aIgébriques selon des règies prédéfinies est tout 

à fait essentielie pour maîtriser le langage algébrique. Ce dernier n'est pas uniquement 

un langage de représentation mais aussi, et sureout, un iangage de transformation. C'est 

le fait de manipuler des expressions algébriques qui rend I'aaivité aigébrique dynamique 

et fait d'elle un moyen pour consrruire de nouvelles connaissances. Cette habileté 

htdectude s'appuie sut l'habiîeté à penser an-quement. EUe se trouve en fait 

irnpliate dans la caractérisation même de ta puisée analytique, puisque, le fait de 

considérer l'inconnue et d'accepter d'opéra sur de comme si d e  était c o ~ u e ,  

nécessite de la représenter par un symbole et d'opérer sur ce symbole comme on opère 

sur Ies objets de Pespace de calcul dans lequei on navaille. On se mwe donc en train 

de manipuler des expressions afgébriqw seion des règies prédéfLiies. Que ce soit dans 



des activités de modélisation, de résolution de problèmes ou même des activités en 

aigèbte abstraite cette composante de la pensée aigébrique joue un rôle important 

Finaiement, l'habileté à généraliser et à abstraire des relaaons, des règles, des sauctures 

algébriques, de même que des stn#hires de simations rédes ou mathématiques, est, d e  

aussi, essentielle en algèbre, comme nous Pavons &i6é dans 3.4.4, et ce notamment au 

début de l'apprentissage de l'algèbre En effet, Phabiieté à appréhendes la notion 

générale d'opération est fondamentale dans l'apprentissage de l'aigèbre précisément 

compte tenu du rôle centrai que joue cette notion en algèbre. En outre, l'abstraction de 

structures de situations algébrisabies est importante dans la consauciion de concepts 

aigébriques comme celui d'équation ; de même le processus de généralisation est 

essmriei en algèbre et se trouve souvent en jeu dans l'activité algébrique. 

Ce principe doit se répercuter au niveau de l'évaluation. Il est tout à fait important que 

le cUmcuium insiste sur l'évaluation du développement de la pensée algébrique. 

Griiie de l'indicateur du principe 4 

Une analyse du &1w d'dgèbre pour tous, montre que : 

La pensée algébrique n'est pas un objectif explicite d'apprentissage. 
Niveau O 

L'une des quatre composantes de la pensée aigébriques n'est pas un 
objectif explicite d'apprentissage. 

Les quatre composantes de la pensée algébriques sont des objectifs 
Niveau d'apprentissages de lSalgèbte, ces objectifs font I2obiet d'évaluation, des 

activités sont p h e s  pour k didoppement de ia pensée aigébrique. 
- 

Ën d a  criG do niveau 2, la pensée algébriquekt un %et 
Niveau d'apprentissage propre- h cette fîn, der moments précis du mus sont 

prévus et des aaivités sont conçues selon une progression des 
apprentissages pour le développunent des diBrentes composantes de la 
pensée aigébrique. 



Sens de l'indicateur 

Le niveau O correspond au cas où h pet& aigébrique n'est pas un objectif 

d'apprentissage. 

Dans le niveau 1, une des quatre composantes de h pensée algébrique n'est pas dédarée 

être un objectif d'apprentissage Se trouvent dans ce cas, p8t exemple, les cumicuiums 

qui sont basée sur une approche didactique de i'dgèbre qui n'est pas mixte ou qui ne 

souligne pas l'importance d'une des quatre composantes de la pensée algébrique. C'est 

le cas par exempte de certaines propositions récentes, comme ceiie de Kaput, qui 

sembla t passer sous silence l'importance de la pensée analyttcpe. 

Le niveau 2 est celui où les quatre composantes de la pensée *brique sont décides 

être des objectifs d'apprentissage. Leur évaluation est prise en considération. De 

méme, le cumicuium consacre des a&s spéciüques pour initiez i'éiève à une 

composante de la pensée algébrique ou à des 6ns d'évauation. 

Dans le niveau 3, en plus de la satisfiiction du critère du niveau 2, la pensée aigébtique 

est un objet d'enseignement et d'apprentissage, des moments précis de renseignement 

de l'algèbre sont réservés spécialement pour le développement explicite de h pensée 

aigébrique. Nous sommes i a  dans la situation analogue à celle des Niiculums qui, 

merrant comme objectif d'apprentissage la résohion de problèmes, réservent des 

moments du cursus à Papprentissage explicite d'un ensemble d'heuristiques et de 

stratégies de résolution de probhes. 

7.3.5 Cinquitme principe génCral 

Le cinquième principe est datif à Pétalement de l'enseignement de l'aigèbre sur 

plusieurs années d'étude. 



(Étalement sur plusieurs mées) 
Principe 5 

L'enseignement de i'aigébre p u r  tous doit être 
années, commencer dès le primaire de %on à 
préiiminaite d'exploration. 

étalé sur plusieurs 
indure une phase 

L'apprentissage de l'algèbre telle que nous l'avons reconcephialisée, en particulier le 

développement de la pensée aigébrique chez les éièves, demande du temps, il doit donc 

s'inscrire dans la durée. Dans ce sens, la plupart des éducateurs s'accordent à penser 

que l'enseignement de l'aigèbre devrait s'étalm sur plusieus années. 11 est en effet ciair 

que les habiletés à généraliser, à abstraire, à penser analytiquement, à manipuler le 

langage algébrique de manière forniellement valide et fonctionneilunent putinente, à 

penser e n  terme de structures, à modéliser, etc., ne sont pas des processus de pensée 

que l'on peut développer dans un espace de temps iimité ni que l'on peut cesser de 

développer. En effet, la plupart de ces habiletés se cornpldent à mesure que la tâche 

mathématique, les concepts et les connaissances qui sont utilisés se cornplexifint On 

sait par exemple, qu'il faut du temps pour que l'élève anive à appréhender la notion 

d'opération comme un objet propre, ayant des propriétés, à avoir conscience que 

loxsqu'ii calcule sur des nombres, la propriété de la commutativité est une propGté de 

l'opération d'addition et non des nombres, et, plus tard, que les propriétés de 

l'opération déhissent des règles de cadcul et qu'à ieur tour ces règles de calcul 

définissent une structure aigébrique commune à d'autres espaces de caicul aigébrique. 

Un autre exemple, la tendance à générriliser et i absaaite est un processus essentiel dans 

le développement des mathématiques, et de l'aigèbre en particulier, son développement 

a lieu de la maternelle à l'université. Prenons par exemple l'activité suivante : 

Un enseignant fait remarquer à ses élèves que 1s nombres 1 +2 + 3 = 6 et 2+ 3 + 4 =9 
sont divisibles par 3. Ii leur dtwndt dors s'il en at toujours ainsi. 

Les élèves peuvent foumit plusieurs réponses. 

Élève h : répond oui, ceia marche toujours. Pour lui le nmujoura +e les nombres 

3 +4 + 5,4 + 5+ 6, . . .., 29+30+31, pour lesqueis il a v&%é la divisiiilité par 3. 



Éiève B : répond 0 4  cnr si l'on prend trois nombres consécutifs et l'on note le nombre 

du milieu par n, ces nombres sont aion : n -1; n e t  n + 1 dont la somme vaut 3n. 

Élève C : répond OI& car si N est ia somm de m nombres c o n s é d s ,  m étant impnir, 

alors N est divisible par m. En effet, si m = 2j + 1, alors 

Il apparaît daas cet exemple, que dans me même situation, la tendance à généraliser 

peut avoir plusieurs niveaux de sophistication. Il en va de même pour les autres 

processus de la pensée algébrique. 

Une autre raison d'étaler l'enseignement de l'algèbre sur de nombreuses années est le 

fait d'utiliser une approche didactique ciErente d'une arithmétique généralisée. En 

effet, ttaditionneilement l'apprentissage de ltaIgèbre devait prendre grandement appui 

sur les apprentissages réalisés en arithmétique. Aussi, l'aigèbre ne commence que 

lorsque l'arithmétique est supposée suffisamment acquise, c'est-à-dire au début du 

secondaire. L'espace laissé à l'enseignement de l'algèbre dans le &um des 

mathématiques à l'école se trouve alors réduit et inate à commencer l'enseignement de 

l'aigèbre de d è r e  brusque, notamment par son formaiisme. Ainsi, comme Pexplique 

Kaput (1995b, p. 71) 

School aigebra in the US. is institutionaiized as mo or more higidy 
redundant cornes, isoiatcd h m  other subject matter, introduced abruptly 
to post-pubescent students, and ofim repcated at grat Coast as remedial 
mathematics ar the pst  seconday IcveL Th& content has evoived 
historicaily into the manipulation of strings of aiphanumeric charactus 
gJded by various syntadca! principies and conventions, occlsionally 
intexupted by "applications" in form of short problems presented in brief 
ch& of highly stylizcd test. 

En adoptant une appmche didactique différente d'une arithmétique générabée on 

dispose de tout l'espace cmiculaire de l'école depuis le p e e  jusqu'à la h du 

secondaire. 



L'idée d'étaler i'enseignement de l'algèbre sur plusieurs années laisse entrevoir h 

possibilité de dé= un c&culum de mathématiques intégté, en exploitant les iiens 

étroits qu'entretienent i'aigèbre et l'arithmétique d'une part et Pwbre et la géométrie 

de Paotre. Certains auteurs, comme Kaput et Bell, font remarquer qu'il est préférable 

de penser à l'algèbre non pas en tant qu'une matière à enseigner isolée, mais plutôt 

comme une manière de traiter les auttes sujets mathématiques enseignés à l'école. En 

effet, selon Bel (1996), par exemple, le langage de l'algèbre, ses concepts et ses 

méthodes sont très utiles dans les autres branches des mathématiques. Kaput quant à 

lui, va jusqu'à dire : 

The key to algebra reform is to intcgmtc aigebmic rasonhg across di 
grades and aii topics - to "aigcbnfy" school mathemaacs. This 
iategration solves thtee major problems: 

1. It opens cumicular space for the 21" c e n t q  mathematics 
desperateiy aeedcd at the secoaciaq levei, space cucrcntly lodred up 
by the 19' century high-school d c u i u m  now in place across the 
nation; 

2. It adds a new levcl of coherence, depth, and power to school 
mathematics, both as a curricuium and as a habit of mind; and 

3. It eliminates the most pcrnicious curicuiar element of today's 
school mathematics - iatc, abmpt, isohtcd, and supetfichi hi&- 
school algcbra courses. 

(Kaput, 1998, p. 25) 

Pat ailleurs, i'étaiement de l'enseignement de Paigèbre sut plusieurs m é e s  d'étu.de ne 

peut se faire que pat le bas en commençant dès le primaire. 

D'autres raisons peuvent jusGer encore ce principe. Dans la dernière atation, Kaput 

en avance trois. Pour nous, la raison prinapale est Me à une conception construcàviste 

de l'apprentissage, laquelle pousse à prévoir d'abord une phase exploratoire des 

concepts avant leur introduction de manière fonnd t  Aussi, le primaire est le lieu 

privilégié pour initier les &es de manière infornide à développer la notion généraIe 

d'opération, à généraliser, à abstraire, à modéliser, etc De ce GUt, le primaire aide à 

faire les étapes préliminaires des sujets aigébiquues qui s w n t  abordés de manière! pius 

formelle au secondaire. 



Dans ce sens, l'expérience relativement récente de l'enseignement de la géornéme à 

l'école est pertinente. Selon Usiskin; dans les années 1960 on ne croyait pas à l'idée 

d'enseigner la géométrie depuis le primaire car celle-ci était conçue comme une rnatih 

formelle avec des raisonnemwts rigoureux. Actuellement, l'exemple de plusieurs pays 

du monde, montre que l'on peut enseigner aux élèves dès le piimaire, des concepts 

géométriques réputés autrefois très difficiles, comme des transformations dans l'espace, 

du moment qu'on reste à un niveau conaet De plus, i'intmduction fornielle de ces 

concepts au secondaire est rendue plus facile. 

Dans ce sens, dans la demière proposition des standards du N m  les auteurs 

avancent : 

The study of patterns, functions, and aigebra should begia informdy in 
the early grades and deveiop in sophistication and breadth the y e v s  of 
schooiing. Eady experiences Mth concepts of patterns, function, and 
algebra can provide a substantiai base of understanding to prepare 
students for the more intense focus on this uea in iate middle schooI and 
throughout secondq schoot (NCTM, 1998, p.56 ) 

A tim d'exemple, voici quelques suggestions concernant I'mseignanait de I'aigèbre 

dans I'éducation de base. 

Au primaire, on doit utiliser du matériel conaet et semi-concret (htrations) pour 

aider les élèves à approcher les concepts algébriques et à développer la pensée 

algébrique. L'utilisation d'un tel matétiel procure aux éièves Poccasion d'opérer 

concrétement sur des objets, de raisonner sur ces opérations et de commuuiquer leurs 

raisonnama. A ces représentations physiques a imagées, on intégrera avant la 6n de 

récole primaite, les représentations tabulaires et graphiques. Au secondaire, on 

intégrera les représentations littéraies et des notations aigébriques de plus en plus 

complexes. 

Durant toutes les années de l'éducation de base, l'enseignement de l'algèbre vise à 

développer chez les éièves : 

L'habileté à appréhender la notion générale d'optkation ; 



L'habikté à penser analyaquement ; 

L'habileté à construire, à interpréter et à vaiider des modèies algébriques 
de situations réelles ou mathématiques ; 

L'habileté à utiliser le langage algébrique de manière fomeiiement valide 
et fonctionnellement pertinente ; 

L'habileté à abstraite et à généraliser des structures algébriques; des 
smchires de situations réelles ou mathématiques, des règles et des 
procédures algébriques. 

Dans notre cadre concephiel concernant l'algèbre et la pensée algébrique, l'opération 

occupe une place fondaaientale. Ce concept est tout aussi essentiel en arithmétique et 

on le retrouve aussi en géornéme. Aussi, dès le début de l'apprentissage de l'algèbre, on 

doit viser à développer chez ks élèves la notion générale d'opération. C'est à travers 

cette notion que se réaliswnt les apprentissages de l'algèbre. Picciotto (1995) lui aussi 

souligne l'importance du concept d'opération dans les mathématiques à l'école 

élémentaire et parie lui de déveiopper chez les élèves «the operation sensa. 

v' Operation sense is the k q  link betweca number sense, bc t ion  
sense, and the di-important symbol sense. Operation sense, 
thcrefore, deserves to be n the hem of d y  rnathcmatics. 

J A good way to support the shifi towards understanding is with a 
tool-bascd pedagogy ; the use of mmipuiative, pictorial, and 
decaonic thinloing tools. The use of such tooIs does not guarantee 
undmtanding, but it does provide a good environment for 
discussion, communication, and refiection, and cm play an 
important role in rcthinking eady mathematics, induding the 
necessq changes in teacha education. 

4 The (momiously important) domain of ?rithmetic shouid aot be the 
whole of dernentup school math. An eclectic coiiection of topics 
drawn fiom recreational math and elsewhere cm provide a rich 
source of contexts for worthwhile eariy mathematics. 

(Picciotto, 1995, p. 65) 

Il explique le premier point ainsi : 

Conceptually, number sensc, function sense, aad symbul snise involve a 
subsmaal commoa component which 1 wouid to cd operation sense. 
For exampie, take the secpence 5,8,11,14, . . . 
Nuaber sense should include the ability to recogaize repeated addition in 
this sequence, and its relaaonship to multiplication. 
Symbol sense should indude the ability to espress and recognize the same 
thing in a fo r s  such as a + or in this case 5 + 3n. 



Fuaction sense shodd indude the abiIity to recognize the relntionship 
between that md the g e n d  iinerit functiony = mx + b - hcrey = 3x + 5. 
None of this is possible without a solid p p  of addition and 
mulhpIication, &eir st ruc tud  relationship, and th& uses in various 
applications. An understanding of operations is the foudation of number 
sense, sytnbol sense, and fuaction sense. @cciotto, 1995, p. 66). 

Durant les premières années de Papprentissage de l'algèbre, l'enseignement demait aider 

les élèves à conswire les @cations de certalies opérations dassiques, comme les 

opérations arithmétiques d'addition, de multiplication et lem inverses, d'opéfations 

tsuivi de» dans un contexte de transfomations de @ums géomémques, ainsi que 

d'opéraaons de divers contextes. U est important de ne pas se limiter aux opérations 

dans le cadre de i'~thméaque. La f idkisation avec ces ~ é r e n t s  types d'opérations 

se fait à travers le contact de i'éîève avec des questions concernant les opérations dans 

de multiples situations algébrisabies réelles ou mathématiques et de systèmes 

algébriques mathématiques (comme le système de nombres n a d )  ou concrets 

(comme le jeu avec Ies kiterniptem de Dents, par exemple). P r o p s k e n ~  l'élève 

déco& quelques aspects des espaces de caicui aigébrique d a t i f s  à des systèmes 

aigébriques, mathématiques ou concrétisés avec lesquels iI devient fidiet- Par 

exemple, l'élève sera amené à observer la propriété de la commutativité de i'addition et 

de la déMre dans ses mots ou à l'aide d'un matériel concret ou semi-conaet. Ensuite, 

l'élève établira des dations entre divases opérations, notamment les relations inverses, 

et identitiera les propriétés communes ou sÜigulwes de deux opérations ou plus, dans 

des systèmes algébriques mathématiques ou concrétisés. Cette étape préparera l'éiève à 

établir les abstractions et Ço'oanaIisaÜons uitérieutes. 

Durant les premières années du p h a k ,  i'accent doit ê ~ e  mis sur l'élaboration du 

langage algébrique en tant que moyen pour déaire et interpréter: des dations 

(réguiantés, modiies algébriques, etc) a non en tant que moyen pour les transfomet. 

Vers tes dernitres années du primaire, on peut commencer à initier l'élève à manipuler 

dans le médium papier-cmyoa des expressions aigébriques et à aansfomier des 

équations simples après qu'il aura été initié à penser analytiquement. 



Dès que l'élève peut décrire des dations à partir de situations qui lui sont Fdmilièns, il 

est important de le mettre en contact avec de situations aigibrisables et i'amener à les 

comparer et à identifier d e s  qui sont isomorphes. De t e b s  actfvités le prépamt à 

abstraire la notioa d'équation, et à appxéhmdez c h s  type de stnictutes de situations 

algébrisables et plus tard de stnictutes dgébriques. 

GriUe de l'indicateur du principe 5 

Une analyse du cmicuium d'algèbre pour tous, montre que : 

L'enseignement de Paigèbre pour tous est concentri sur deux ou mis 
O années $étude smiment. 

L'enseignement de l'algèbre pour tous est étalé sur plusieurs années mais 
Niveau sans prévoir une phPx piülninaire d'expbtation. 

L'enseignement de 1'aIgèbre pour tous est étalé sur plusieurs années, 
commence nu primvrc ui prévoyant m e  phase p w a i r e  
d'exploration. 

Niveau 
L'enseignement de l'aigèbre est étalé sur toutes les années de la scolarité 
obLigatok en cornmayant dès In première année du primire avec une 
longue phase préliminaire d'exploration. 

Sens de Pindicateut 

Le niveau O est celui où I'easeignement de Palgèbre ne se fait pas" ou se fait pendant 

deux ou trois années seulement de la scolarité  obligatoire^, soit au secondaite. 

Le niveau 1 est Ie cas des CUPicuiums où l'enseignement de i'algèbre est étalé sut 

plusieurs années, mais ne commençant qu'à la 6n de i'école primaire ou ie début du 

secondaite, de sorte que d'une part, on ne dispose pas suf6satnment de temps pour 

prévoir une étape préhinaire d'exploration et que, d'autre pan, les éièves ont 

suffisamment de connaissances en arithmétiques sur lesquelies on peut se baser pour 

introduire l'aigèbre de manière fornide. 

Comme dans cemin pays où h scolnriti oh@& ne s'iund pas au delà de PCC& prirmllt 
M Comme c'était le cas tout récczrtllynt de certains c~cu lums  aux Éats Unis. 



En revanche, le niveau 2 est le cas des cutriculums où i'enseignement de l'aigèbre 

commence assez tôt à l'école priniaite, de sorte que l'on prévoit une étape exploratoire 

d'initiation à l'algèbre longtemps avant l'introduction de Palgèbre de manière formelle. 

Le critère du niveau 3 se différencie de celui du niveau 2 par le fait que l'enseignement 

de l'algèbre débute dès le début de l'école p m  et se poursuit jusqu'à la 6n de la 

scolarité obligatoire. 

7.3.6 Sixième principe génCral 

Le sixième principe général est relatif à la connexion du d c u l u m  d'algèbre au reste 

des mathématiques. 

(Connexion de l'algèbre avec le reste des mathématiques) 
Principe 6 

Le d c u l u m  d'algèbre pour tous doit s'intégrer à celui des 
mathématiques. 

Ce principe est tout à lait naturel et en cohérence avec le principe précédent II 

exprime à la fois le rôle important que doit jouer i'algébre dans les mathématiques au 

niveau de l'école de base et P'idée que les mathématiques constituent un tout indivisible 

et non pas un ensemble d'?dots isolés les uns des auws. Par conséquent, on ne doit pas 

enseigner des sujets mathématiques de maniète isolée Ies uns des autrcs, on doit 

exploiter le potentiel q u ' o h  l'aigèb~ à se connecter à d'autres branches 

mathématiques et vice-versa La notion dé d'opération est un concept d a t e u r ,  on 

la retrouve au centre d'activités en aigèbre, en géométrique, en analyse, en théorie des 

nombres, etc. 

Avec I'adthrnétique, l'aigèbre présente de mdtipks connexions. Elle peut, d'me patt, 

se baser sur l'arithmétique et, d'autre part, être utilisée comme outil pour étudier des 

questions sur les nombres. Ainsi le contexte du nombre donne de multiples occasions 

à l'élève à apprendre à généraliser, à idmtiûer et à exprimer des relations (comme des 

réguiantés numériques), etc. Rappelons qu'à l'école primaite, le premier contact de 



l'élève avec la notion d'opération a lieu dans rin contexte numérique. Parallèiernent à la 

construction du concept de nombre, i'éléve s'appmprit progressivement des schèmes 

de calcul avec les nombres, dégage des règies explicites de calcul sur les nombres avec 

les opérations arithmétiques d'addition, de rnultipiication et de k m  inverses; ceci lui 

permettra de forger une intuition de la notion généraie d'opération, d'espace de calcul 

numérique et plus tard de strucnue algébriqw. 

Avec la géométrie aussi il existe de multiples possibilités de connexions. Dès son 

commencement, l'aigèbre (d'al-Khwarizmi] se basait sut des arguments géomémques 

pour justi£ier les transformations algébriques. L'aig6bre peut êtte considérée comme un 

outil pour traiter des sujets géométriques, en retour, la géométrie peut être utilisée pour 

approcher des notions algébriques. Par exemple, la notion de pai:aiiéIisme de deux 

dtoites coplanaires peut être utilisée pour aider les &es à conceptuaiiser la résolubilité 

d'un système linéaire de deux équations à deux inconnues. Par ailleurs, une expression 

algébrique peut-être le modèie d'une situation géoméaiqrme, et, à son tout, cette dernière 

peut aussi être prise comme modèle de i'cxpressioa algébrique. 

En résumé, i'aigèbre présente un grand potentiel à se connecter à d'autres branches des 

mathématiques, car d e  est la science de l'opération, si Pon peut dire. L'existence d'une 

opération, de quelque contexte que ce soit, ouore la possibilité de faire de i'aigèbre. 

Émt donné un système aigébrique S (un ensemk d'objets mathématiques muni d'une 

opération), Zaire de l'aigèbre c'est en fin de compte étudier la dynamique que crée 

i'opération à l'intérieur du système S. Les systèmes peuvent être constitués de nombres 

et des opérations dassiques, d'objets géomémcps, comme les polygones, et cenaines 

transformations géomémques, comme les translations et les syrnémes; de parties d'un 

ensemble et des opérations de réunion, d'intersection, de dBérence, etc Dans chacun 

de ces exemples, différentes activités poumient être imaginées : étant donné un fait 

(propriété de i'opération, réguiaité, etc) vérifié à partir de qwiques objets particuliers 

du système, est4 toujours v a  pour i'ensemble des objets de S ? trouver une 

inconnue d'un problème dans Ie contexte de S; exprimer un système de relations entre 



des objets de S et le transfomes en d'autres systèmes équivaleats de relations; utiliser 

différents types de représentations, aller d'une représentation à l'autre; etc. 

L'intégration de l'algèbre dans le cutricuium de mathématiques n'est pas une tâche 

aisée. Il s'agit de voit comment certaines notions algébriques sont utilisées en 

mathématiques, avec quels arnénagemcnts et, à l'inverse, comment des problèmes posés 

en géométrie, pat exemple, peuvent être au point de dépiut d'un aavail sur de nouvelles 

connaissances algébriques. 

Griiie de l'indicateur du ptincipe 6 

Une analyse du CUmcuIucn d'wbre pour tous, montre que: 

Dans l'enseignement de i'dgèbre. on fait rarement appel à des situations 
Niveau O issues des contextes : nombre, géométrie et mesure, probabiiité et 

statistique. 

Dans l'enseignement de 1'dgèbre on fait peu appel à des situations issues 
des c o n t a s  de nombre, géoméme a mesure, probabiiité et statistique. 

Dans l'enseignement de i'algibre on fait souvent appel à des situations 
Niveau issues des contextes de nombre, géométrie et mesure, probabilité et 

statistique. 

Dans l'enseignement de l'algèbre on fait souvent appel à des situations 
Niveau issues des contextes de nombre, géoméme et mesure, pmbabiiité et 

statistique, que ce soit dans l'application de l'algèbre ou dans la 
construction du savoit algébrique. 

Sens de l'indicateur 

Le niveau O est le cas des cuuicuiums d'algèbre qui sont isolés des autres sujets 

mathématiques enseignés à L'école. Dans de tels CUtLidums, on utilise quelques fois 

des contextes non aigébriques mais uniquement dans des activités d'application de 

l'algèbre de 6n de chapitre. 

Le niveau 1 est celui ou l'on peut utiliser des contextes mathématiques énoncés dans le 

uitère mais de manière peu fréquente et chparate. 



Le niveau 2 est le cas des &ums qui exploitent les contextes mathématiques 

énoncés dans le critère dans chaque sujet algébrique enseigné. 

Le critère du niveau 3 est le même que celui du rimeau 2 avec en plus l'exigence que les 

contextes mathématiques énoncés dans ces aitères soient utilisés à la fois dans les 

situations de construction du savoir algébrique et dans les situations d'application de 

l'algèbre. 

7.3.7 Septiéme principe génhai 

Ce septième principe est relatif à la connexion de lfaIgèbre à d'autres domaines. 

(Connexions de Paigèbre avec d'autres domaines) 
Principe 7 

Le curriculum d'algèbre pour tous doit avoir de multiples 
connexions avec &au= disciplines scolaires, avec la réalité 
environnante de l'enfant et a& d'autres domaines où les 
mathématiques sont utiles. 

Comme pour le principe précédent, l'algébre possède un grand potentiel à être 

connectée aux disciplines enseignées à Pécoie, comme les sciences, la physique et la 

géographie, à cause du fait que beaucoup de phénomènes issus de ces contextes 

peuvent être modélisés algébriquement. Cette intégration peut avoir lieu dans deux 

sens inverses selon que l'algèbre est utilisée comme outil d'étude ou comme objet 

d'étude. Par exemple, les vectews ptwent suvit pour étudier la notion de force en 

physique. A l'inverse, les questions sustitécs par In représentation des forces m 

physique pewent servir comme moyen pour approcher la notion de vecteur en aîgèbre. 

L'un des corollaires de ce prinape est d'utiliser des contextes des disaplines scolaires 

dans l'étude de l'algèbre. Ainsi, ces contextes peuvent êue issus des matières 

scientifiques, de la biologie, des sciences n a d e s ,  de la physique, de la technologie ou 

des sciences humaines, comme l'histoire!, la géographie, etc L'utilisation de tels 

contextes pour appliquer le savoir algébrique, mais aussi comme support dans sa 



construction, h d t e  i'appretltissage de i'algèbre, le r ad  s i g t i h t  p u t  les éièves et 

favorise les t r a n s h  ultédeurs de comaissanccs aig6btiques. 

Ce prinape traduit un des buts de l'éducation mathématique pour tous que nous avons 

rappelé dans la section 4.3, à savoir :fiaXterù tow k 6 .  I'appnnhhge et h m ~ ' ~ i n  

d ' à u t ~ s  drr+kne.s smktins. 

Pat ailleurs ce principe postule aussi que le Cumcuium d'aigèbre doit être connecti à 

d'autres domaines de la vie sociale et de la réalité mvhnnante de l'enfant oh les 

mathématiques sont utilisées. O n  retrouve dans la vie quotidienne de multiples 

contextes où i'algèbre peut être utilisée (contexte L a e r ,  sondages, économie, 

démographie, nature, etc.). En particuliers, i'aigibre peut être utilisée pour comprendte 

des phénomknes et résoudre des pmblimes issus de la vie sociale. Dans ce sens, ce 

principe traduit un autre but de l'éducation mathématique pour tous, lcr n'igc~ 

en tant qrr'uti&?atem dGS r n a t k ~ c ~ p b ~ ~  q&& J O I ~ I I I  udem soc*wx et émribmiquc~ i c M .  

Insistons ici encore sur le fait que l'utilisation de tels contextes doit avoir liw tout au 

long de l'apprentissage de l'aigèbre de manière continue et récutsme. 

Cette manière d'intégrer le c m b l u m  d'aigèbre peut s'avérer être un problème difficile. 

Elle semble être à l'opposée d'une pratique curriculaire classique : la maitrise des 

méthodes et des concepts d'abord, les applications ensuite, Le savoir construit par les 

ilèves n'est alors fonctioiuiel que dans des situations scoIaites stéréotgpécs et le 

probléme des transferts des connaissances demeure entièrement posé. C'est que, selon 

nous, les domaines de fonctionrialité du savoir, n'ont pas été pris en compte lors de la 

construction du savoir. En intégrant les contextes d'utilisation du savoir aigébrique dès 

l'apprentissage de ce d&, ce moyen permettrait, nous semble-t-il, de faciliter 

ultérieurement les transferts de comaissances. Les domaines de fonctionnalité du 

savoir algébrique découlent des quatre buts de Petiseignement de l'algèbre énumérés 

dans la section 4.3, à savoir : 

Faciliter à l'éiève l'apprentissage et la compréhension d'autres chsaplines 
scolaires. 



Préparation du citoyen en tant qu'utilisateur des mathématiques pou  
qu'il soit un acteur social et économique éclairé; 
Préparation de l'enfant à de futures carrières professionneks; 

Conaibuer au développement personnel et cultutel de tous les élèves, en 
faisant apprécier les mathématiques en tant qu'activité intellectuelle riche, 
stimulante et attrayante et en tant que discipline scientifique ayant ses 
propres caractéBstiques d'esthétique et de beauté. 

Il nous semble alors important que dans les activités proposées aux éièves en algèbre, 

on utilise divers contextes issus de disciplines scolaires (sciences, physique, géographie, 

etc.), du monde social (situation de la vie quotidienne, sondages, économie, 

technologie, finances, etc.) ; du monde des d è r e s  (ingénierie, aviation, agriculhire, 

musique, etc.) et du monde des arts et de la culture et des activités ludiques (histoite, 

musiques, jeux, etc.). h cause des aspects modéiisation et langage de l'algèbre, i'ilève 

peut ainsi acquérir un moyen de dé& et comprendre des aspects de son monde 

Grille de Pindicateut du principe 7 

Une analyse du curricuium d'algèbre pour tous, montre que: 

Dans l'enseignement de l'aigèbre on utiiise rarement des contextes issus 
Niveau de domaines non mathématiques. 

Dans l'enseignemeat de l'algèbre on utilise des contextes de peu de 
Niveau domaines non rmthématiques. 

Dans l'enseignement de î'aigèbre on utilise, de manière continue et 
récursive, des contextes issus des disciplines rcoiaices, de l'univers sociai, 
de i'univets des &ères, de i'univem des arts et de la culture et des 
activités de nature ludique. 

En plus du critère du niveau 2, l'utilisation de l'algèbre dans ces divers 
Niveau types de domaines est un objectif d'apprentissage visé par le cutxiculum. 

Sens de l'indicateur 

Les critères des niveaux O, 1 et 2 sont analogues à ceux de i'indicateur du principe 6 en 

rempiaçant les contextes mathématiques de nombres, géométrie, probabilité et 



statistiques par ceux de disciplines scolaires non mathématiques, domaines de l'univers 

socid, des carrières, des arts et de la culture et des activités de nature ludiques. 

Pour le critère 3 nous exigeons que des compétences d'applications de l'algèbre à ses 

domaines soient pris comme objectif d'apprentissage. 

7.3.8 Huitième principe #ne r d  

Ce huitième principe porte sur les thèmes mathématiques à privilégier dans 

l'enseignement de l'algèbre à tous. 

(Thèmes d'étude) 
Principe 8 

Le curriculum d'aigèbte pour tous doit privilégia l'étude des thèmes 
suivants : nomh, panrit4 cltmii~mrent et Yarr;tion, m d k s  et ~gwbntkr, 
jmc; lncdtu&. 

L'apprentissage de I'algèbre doit porter sur un ensemble de thèmes mathématiques, 

spécialement ceux atés dans ce principe. Ces thémes représentent des idées 

mathématiques importantes aussi bien dans les mathématiques des-mêmes que dans 

ses applications. Leur étude O& l'opportunité aux éièves d'établit des connections 

entre i'a&bre et d'autres disciplines. 

Cette idée est partagée par un ensemble d'éducateurs. Le gtoupe du NCTM, par 

exemple, préfere parler de contextes ( c o n t d  settings) et justitie leur intérêt ainsi : 

h o n g  the important goals of the NCTM Standards is mathematics be 
viewed as problem solving, reasoning, communications, and making 
connections. Since these thinking and reasonkig must be about 
something, the Standards ais0 promote bdding student's understanding 
of concepts through activities embedded in contexmi settings. Contests 
taken fmm the se-* of gmwth and change, lue and shrëe, data and 
uncertainty, nurnber, and patterns and repkity,  are productive sources to 
focus algebraic thinking. This coiiection of contextuai settings, (...) 
provides an opportunity for studcnts to make connections between 
algebra and other disciplines, and to see how dgebra helps make sense of 
patterns or regularities in such diverse areas as biology or economics. 
(NCTM, 1995, p. 14) 



Par exemple, ajoutent ces auteurs, Pitude de l'accroissement de la population est un 

contexte qui permet l'étude du thème d'accroissement; trouver le nombre d'autobus 

pour le transport d'un grand soupe de personnes est un contexte qui pemiet i'étude du 

thème de la quantité. 

Pour sa part Kaput, qui préfere utiliser k terme "strand", défend une idée analogue : 

With Steen and others, 1 suggest a s m d  organization, whue the major 
ideas weave through mmy p d c  leveis, frequmtly interweaving with one 
another to create a rich fabric, but one chat has a direction, a naturai fiow, 
from the wide watershed of concrete experience to genetalizations and 
abstractions, from i n f o d  and iaaguage based representing to more 
f o d  representations. Fiiters u e  us* b d t  using iayers, while strmuids 
provide a naturai fiow, gnduaity drawhg into mathematics even more 
diverse expeuence. (. ..) rCjhc new ingretlieut, beyond stark necessity, is 
inaeased emphlsis on the need for vertical coherence and integrauon 
among strands. 
[...] Some very thoughtfd mathematicians have aiready offered 
considered suggestions (. . .) : Quantiy, Shape, Uncertlinty, Dimension, 
Change. Intereseingiy, aigebra does not appev in the kt, but, rather, is 
impliatly induded as an expressive luipage in the development of the 
strands listed. matever the strands, they shodd begin in elementaq 
school and contnbute to a core mathemaad expexience of ALL studena 
up throughout the first yeu of sceondvy schooi, with variations expected 
and encouraged. For the iatez years of secondaxy schooi, we should 
expea red differentiarion and choicc. (Kaput, 1994) 

Ii nous semble que ces thèmes d'études permettraient de donner une cohérence au 

curriculum et d'initier les élèves aux grandes idées rnathémativs qui se retrouvent 

dans bon nombre d'activités humaines. 

Les thèmes du nomh, de la qwnritt( voire même de lafonne ont été assez abordés dans 

les Curgcuiurns traditionnels d'algèbre. Les thémes de mo&h et  d&hté sont 

relativement plus récents et sont sujets d'étude dans les Nmculurns de quelques pays. 

En revanche, le thème d'rzccrOtSsm~~t et  rk. vatl;lIt'off, ffaisait paxtic ttaditiomeiiement de 

i'analyse. Sa considération dans l'enseignement de l'aigèbre, notamment dans les 

premières dasses, est très récente. Un important facteur en faveur de cette 

reconsidération, a f h e  Kaput (19941, est la capacité de la technologie à fournit des 

solutions numépques et graphiques aux éqmtions, de fournir des informations suc le 



taux de vatiation sous fonne graphique ou numérique. C'est, nous semble-t-ii, ce type 

de considération qui est detriére l'iatérCt msniftst4i actueliement par de nombreux 

éducateurs pour une approche fonctionnelle de l'algèbre de i'école. 

De plus, cette idée de consmire le curriculum de mathématiques en fonction d'un 

nombre de thèmes d'étude et non de banches mathématiques comme i'arithmétique, 

l'algèbre, la géométrie pemiettrait de mieux assurer l'intégration interne du curriculum. 

Cela ne signitle pas que les concepteurs de programmes ne devraient pas pensa en 

termes de ces disciplines. Les thèmes d'étude permettent de donner un sens aux 

activités proposées aux üèves et, avec les diffétents aspects de ces discipiines, ils 

permettent de structurer le contenu mathématique à enseigner. 

Grille de l'indicateur du principe 8 

Une analyse du cumculum d'algèbre pour tous, rnontxe que: 

k s  thèmes: nambn, qw?tk'r< umvk~ement et wnhîhn, mock'h ct n'gu&d&, 
Niveau O forme, inndtn& ne sont pas abordés en tant qu'objets d'étude dans 

l'enseignement de l'algèbre. 

Quelques uns des thémes mmh, qy11nW' amIjsment et vmrirk'on, m&ks et 
Niveau ' n@lirriféai, fomq in& sont abordés en tant qu'objets d'énde dans 

i'enseignement de i'aigèbre. 

Tous les thèmes ~ b n ,  ~ ~ e ;  umwkement et vatkrtion, mo&s et n&&tis, 
fanw; inm'ztr& sont abordés en tant qu'obiets d'étude dans 
I'enstignement de l'algèbre. 

Tous les thèmes nonr6nJ qmriti,  ment et vaMan, ma&ICs et n'gwkm'tés, 
Niveau forme, inamSu& sont abordés ai tant qu'objets d'étude dans 

l'mseignement de l'algèbre. De plus, un certain niCreau de compréhension 
de ces thèmes est explicitement un objectifd'apprentissage. 

Sens de l'indicateur 

Le niveau O est le cas d'un curridum où Pétude de ces thèmes se trouve ignoré dans 

l'enseignement de i'aigèbre. C'est le cas de d c u i u m s  traditionnels de l'algèbre : bien 



que l'aigèbre soit utilisée pour l'étude de cettains aspects du nombre ou de ia forme, 

ceia n'est pas systématique et les autres thèmes ne sont pas abordés. 

Le niveau I correspond aux curriculums qui omettent de prendre comme objet d'étude 

au moins un des thèmes cités dans le critère. 

Le niveau 2 est celui où tous les thèmes énumérés dans Ie critère sont des objets 

d'étude, dans i'enseignememt de l'aigèbre. Un tel d d u r n  satisfit normalement au 

principe 5 car en abordant i'étude de tous ces thèmes, l'enseignement de I1aîgèbre est 

intégré à celui de l'arithmétique, de la mesuxe, de Ia géométrie, des probabilités et des 

statistiques. 

Le critère du niveau 3 est le même que celui du niveau 2 avec en plus l'exigence que des 

compétences relatives à la compréhension de ces thèmes mathématiques d'étude soient 

explicitées dans le d c u i u m .  

7.4 &LABORATION OU WALUATION D'UN CURRICULUM D'AIX;&BRE DANS 

L'ÉDUCATION DE BASE d L'AIDE DES PRINCIPES G&N&MUX ET DES 

INDICATEURS 

Les principes que nous venons de présenter peuvent seMt à la fois pour anaipx des 

curridurns existants d'aigèbre dans Péducation de base et chetcher à les améIiotu ou 

pour en élaborer de nouveaux. Toutefois, rappelons qu'ils ne concernent que le 

curriculum ofEiciei d'aigèbre, dans sa globalité, sans faire de distinction de niveaux 

d'étude. 

Un travail important reste alors à faire pour élaborer des indicateurs et des inswments 

d'analyse plus précis afin d'évaluer des manuels, et le Cumculum d'algèbre enseigné ou 

appris. De tels indicateurs et insuuments d'analyses pewent, égaiement, semk à 

consmiire le Cumcuium d'aigèbre à enseigner dans i'éducation de base. A cet effet, il 



faut élaborer des insmmts et me méthode plus raffinés pour étaborer des 

d c d u m s  d'algèbre en tenaut compte du conterte local de réalisation du ddian. 

Par ailleurs, il est clait que la manière d'mteiprétet et d'appliquer certains de nos 

principes va varier en fonction de i'annie d'étude, de la durée de l'éducation de base, du 

degré de préparation des enseignants et égaiement en fonction des moyens disponibles. 

La constniction d'un curriculum effectif d'algèbre est une entreprise considétable. 

L'implantation d'un tel cutnculum se &ait sur une longue @ode e t  en plusieurs étapes. 

Pour concrétiser par exemple le principe de Pitaiement de l'enseignement de i'algébre 

sur plusieurs années d'étude en commençant dès le primaite, il but beaucoup de 

ré£kions et de travail pour déhk ce qu'il faut enseigner chaque année en algèbre tout 

en assuxant une cohérence longitudinale du cumculum; il faut aussi préparer les 

enseignants et le matégel didactique, notamment les manuels. Nous ne pouvions pas, 

dans le cadre de cette thése, tenir compte de tous ces détails, surtout que nous avons 

choisi de fike des propositions qui puaaient être utilisées dans n'importe quel pays. 

Comme on le voit, noae xecherchc ouvre la mie à un large chantier de travaux de 

recherche et de développement 

En apportant des informations sut un seul principe, chacun des indicateurs foumit des 

édairages sur aspect particulier du cuaicuium. Aussi, c'est l'ensemble de tous les 

indicateurs qui peut foumir une vision globale du & d u m  d'algèbre dans i'aducauon 

de base. Toutefois, quand peut-on dire qu'un d c u i u m  d'llgèbte est acceptable dans 

l'éducation de base ? Est-ce que c'est dans % cas où tous les p ~ c i p e s  sont fortement 

concrétisés, c'est-à-dire dans le cas où tous les indicateurs sont au &eau 3 ? Nous 

pensons qu'une telle situation est impensable en théorie et impossible en pratique. 

En effet, les prinapes n'étant pas complètement isolés les uns des autres, iis ne peuvent 

pas être tous fortement conctétisés, car Le fait de donnet beaucoup d'importance à la 

concrétisation d'un principe aura pour conséquence d'en h i t e r  celle d'un au= Par 

e~ernple, si l'on choisit de consnuiire un curriculum fortement intégré avec des 



disciplines scolaires et d'autres domaines (principe 7), on doit alors utiliser 

fcéquemrnent des activités de modélisation; par conséquent, dans l'approche didactique 

mixte» utilisée, l'influence de l'approche anodélisatiom est plus grande que ceiie des 

trois autres. Aussi, l'approche didactique mktm ne peut êue intégrée de manière 

fortement cohérente, c'est-&-dite que l'indicateur du principe 3 ne peut être au niveau 3. 

Également, il est irnpossibk en pratique de réaiiser un Cumcuium concrétisant 

fortement tous nos principes, car il existe une foule de contraintes cumiculaires qui 

obligent à faire certains compromis. Ii hut en effet tenit compte du degré de 

préparation des enseignants. Comment, par exemple, viser le développement de la 

pensée algébrique @rinape 4) sans une bonne préparation des enseignants surtout ceux 

du primaire (à ce sujet, la question de la spécialisation des enseignants de 

mathématiques au p h l i r e  se pose avec acuité )? Également, il faut tenit compte de h 

disponibilité de manu& et de makiel didactique. Par exemple, l'utilisation d'outils 

technologiques semble inévitable, à cause des aspects «modéiisatiom et «fonctiom de 

l'algèbre. Il faut aussi tenu compte de caractérisaques du contexte de réalisation du 

cUmdum. Par exemple, dans cettains pays où la scolarité obligatoire s'achève à la fin 

de i'école primaire, certains de nos principes peuvent ne pas rencontrer les priozitb 

prises en matière d'éducation de base. 

En somme, dans la construction ou l'amélioration d'un curriculum, la décision de 

choisir le degré et la manière de concrétiser nos principes varie selon le contexte. 

Dans ce chapitre, nous avons ptésenté huit phcipes généraux qu'un curriculum 

d'aigèbre dans Péducation de base doit satisfaire, chacun d'eux étant accompagné par 

un indicateur. Ces principes et l em indicateurs ofhent des instruments pouvant semir 

i évaluer des &cuiums esistaats et chercher à les améliorer. Nous consid&ons que 

nous avons répondu à nom deuxième question de recherche: Sur quels principes 



poumit-on se baset pour évaluer ou conamire un &um d'aigèbre véritablement 

adapté à i'éducaüon de bue ? maigré tout ce qui nous reste à hire. 

À titre d'illusatioion, la 6gure 7.1 représente un modèie de curriculum sarisfiaisant à nos 

principes généraux. 

Sciences 

1 Finance 
Histoire 

Figure 7.1 : CUmdum mda-intégré d'algèbre pour tous 

Ce n'est pas une tâche fàde que de conaétisa tous nos principes. Par exanpie, il faut 

réaménager le cUmcuium des mathématiques en intégrant i'aigèbre mais sans 



hypertrophier Ie contenu mathématique à enseigner. Une autre difüculté est de trouver 

une intégration éqdiirée des quatre difErentes approches de i'aigèbse. Enfin, un autre 

exemple de difficulté est inhérent au fait de prendre comme objectif d'apprentissage le 

développement de la pensée algébrique : comment évaluer le degé de développement 

d'une composante de la pensée aigébrique chez les &es ? 

Comme nous i'avons souligné précédemment, nos indicateuts ne peuvent pas, en 

théorie et en pratique, être tous au niveau maximum. Le niveau de conaétisation de 

nos prinapes et le choix de ceux à priorise en particulier telèvent de décisions qui 

varient selon le contexte du curriculum. 



Chapitre 8 

Synthèse et conclusions générales 



Notre travail s'inscrit dans la problématique de l'enseignement de l'aigèbre pour tous. 

Suite aux changements importants srnenus dans les conditions de l'enseignement des 

mathématiques à i'école, un grand nombre de didacticàens des mathématiques 

s'entendent sut la nécessité de réformer en profondeur les &ums a d  

d'dgèbre, un sujet réputé aride et difficile dont l'enseignement à la masse présente un 

défi accru. Lorsque nous avons enuepris ce travail, des points de vue dives, 

hétérodites et parfois inconciliables, se manifestaient dans la communauté des 

chercheurs concernant i'enseignernent de l'aigèbre et il nous apparaissait essentiel de 

mener des recherches en vue de repenser la place et la contribution de l'algèbre dans 

l'éducation de base. Nous avons ainsi été amené à retenir l'objectif suivant pour notre 

thèse : 

Pour mmer une telle étude, au lieu de pamt des &cul\~tl]~ actuels d'aigèbre et de 

chercher à les améliorer sous différents rapports, nous nous sommes proposé de E;iite 

provisoirement table rase de la réalité actuelle et de mener d'abord une réflexion cn 

profondeur sur les aspects mathématicps, épistémologique et didactique de l'aigèbre. 

Comme nous ne voulions pas partit d'une slgaification aprUMde l'aigèbce, nous avons 

entrepris notre travail, dans le chapitre 2, par l'étude du déveioppement historique de 

l'algèbre. Nous avons commencé par examiner deux interprétations de l'évolution 

historique de i'algèbre. La premiète est celle popularisée par Nesselman; nous avons 

expliqué qu'de décrit en Eait i'évoluaoa du symbolisme algébrique et qu'elle ne met pas 

en évidence des étapes knportaates du développement de l'algèbre La secande est due 

à Piaget et Garcia., nous avons souligné son mérite de bien mettre en évidence le 



caractère essentiel que jow Popération dans le développement et Pappréhension de 

l'aigèbre. Ensuite, nous avons proposé un découpage origkial du développement 

historique de l'algèbre en huit grandes étapes. La première est celle du début de 

l'algèbre en tant que disapline mathématique indépendante avec al-Khwarizmi. Au 

cours de cette période, i'aigèbre a p p d t  comme la théorie des équations linéaires et 

quadratiques à une sede incornue, et du caicui éiémentake sut les binômes et trinômes 

associés (calcul aigébrique), sans que soit encore f o d é e  l'idée de polynôme en 

général Nous avons souligné que ka tendance à chercher des méthodes générales 

(algorithmes) de résolution de problèmes a amené al-Khawatipni à raisonner d'une 

manière analytique et à dégager des concepts généraux comme ceux d'inmnme et 

d'équation. Dans la seconde grande étape de l'évolution de l'algèbre, ceiie-ci appadt 

comme une arithmétique des inconnues, où on assiste à la constitution de I'dgèbre des 

polynômes. Le caicui algébrique se trowe alors prolongé en un calcul sut les 

expressions polynorniales à coefficients rationnels positifs. Dans la troisième étape, 

l'algèbre apparaît comme la théorie des équations algébriques où on note une p d e  

influence du coutant géométtiqw. La quamème période retenw est marquée par 

i'éiargissement du domaine d'application du caicul algébrique à de nouvelles catégories 

de nombres. En la décrivant, nous avons noté la relation dialectique entre le 

développement du caicui aigébrique ct Ies extensions successives de systèmes de 

nombres ainsi que le rôle moteur de la pensée analytique dans le développanent de 

l'algèbre. Durant la cinquième étape, le calcul algébrique acquiert une épaisseur 

syntaxique qui augmente considérablement sa puissance. L'idée dé, celle consistant à 

noter par des lettres même les nombres connus, est manilesternent de nature 

analytique. Mais, en comparaison avec l'idée sous-tendant la représentation de 

i'inconnue par une lettre, le couant s'inverse. En effet, au heu d'opérer sur une 

inconnue comme si d e  était connue, on opère sur une quantité connue comme si ek 

était inconnue ! L'aigèbre devient une sorte d'arithmétique avec des lettres qui 

représentent des quantités arbitraires. Jusque ià, on opétait sut des grandeurs connues 

ou inconnues selon des règies &es et b i i  définies, à i'iiage de celies régissant les 



systèmes classiques de nombres. Dans la sixième étape retenue, on voit apparaitre des 

algèbres non traditionnelIes, dans k sens oh Ies propriétés des opérations ae satisfont 

plus au même systhe de règles que celles des systèmes & nombres classiques (entiers, 

rationnels, réels ou complexes). Durant la septième étape, on voit apparaitte la notion 

de shtvnure algébtiqua Les aigébtistes commencent à comprmdre qu'en algèbre, ce 

sont les propriétés des opérations qui comptent et non la nature des objets sur 

Iesqudes elles sont déhies. Dans k huitième étape, la sigdbtion de l'algébre qui 

domine est ceUe de liétude de structures aIgébriqws. Le calcul algébrique s i g d e  alors 

un calcul sur des expressions symboliques qui n'ont aucune ontoIogie et dont les règles 

de caIcul sont basées sui: les axiomes définissant une stnictute algébrique. 

Eh nous basant principalement sur ces données historiques, ainsi que sur des réflexions 

personnelles, nous avons exposé notre vision de Palgèbre et de ia pensée aigébrique 

dans le chapitre 3. Nous avons commencé par expliquer pourquoi il iàut insister à La 

fois sur l'aigèbre et sut la pensée aigébrique. Nous concevons la première comme un 

type d'activités mathématiques et la seconde comme un ensemble d'habiletés 

intdecnieiies qu'on y utiIise Nous avons ensuite déM les principaux texmes et les 

notions que nous aüions udiser par la suite pour présenter notre modèle de l'algèbre et 

de ia pmsie aigébrique. Nous avons commencé par préciser la notion d'opération, 

notion à partir de h q d e  nous avons construit notre cadre concephiel concernant 

l'algèbre et la pensée algébrique. Cette notion occupe une piace fondamentale en 

algèbre. En considérant les mathématiques comme une activité, l'algèbre est ce type 

particulier d'activités mathématiques où interpiennent des opérations, pouvant être de 

nature quelconque (addition, multiplication, rotation, translation, etc.), mais en restant 

dans le cadre de processus 6nis seulement Cette vision de Falgébre est kge, elle indut 

une grande part de i'arithmétique et intègre des parties de l'anaipse mathématique et de 

la géométrie. Ensuite, nous avons rappelé les notions de système algébrique, de 

structure aigébrique et nous avons défini celle d'espace de calcul algébrique. Cette 

demière est l'une de nos constnictions théoriques orighaies. Étant donné un système 

algébrique E, nous avons défini un espace de calcul algébrique, associé à E, comme un 



système de représentation de E formé de variables, d'qressions, d'équations et de 

formes propositionnelles de domaine E ainsi que des règles d'inférence logique. La 

manipulation du cdcul aigébricpe a lieu dans un tei espace de cakul. Après les 

précisions terminologiques, nous avons présenté un modèie odghd intégrant l'algèbre 

et la pensée algébrique (M.IA.PA). Ce modèle constitue la plus importante 

éiaboration théorique de notre travail. Nous Pavons construit à la suite d'analyses 

épistémologique et mathématique, et notamment en nous appuyant sut les aspects 

essentiels de l'algèbre et de la pensée aigébtique tels qu'ils ressortent de notre revue de 

l'histoire de l'aigèbre. Dans ce modèle odghd, i'aigèbre et la pensée algébrique sont 

représentées comme les deux faces d'une même médaille. L'algèbre apparaît comme un 

type d'activités mathématiques et la pensée algébrique comme un ensemble d'habiletés 

intellectuelles intervenant dans ces activités. La face aigèbre est formée de trois 

composantes : 1) Construction et interprétation de modèies aigébriques de situations 

réelles ou mathématiques ; 2) manipulation d'expressions algébriques en suivant des 

règles prédéhies et 3) éiaboration et application de smctures (structures algébriques, 

structures de situations réelles ou mathématiques) et de procédures (@es, algorithmes, 

heuristiques, etc.). Ces trois composantes sont toutes essentielles, indissociables et 

complémentaices compte tenu de ce qu'a été l'algèbre dans son histoire et de ce qu'elle 

est de nos jours. Elles oflient une vision synthétique mais non étriquée de l'algèbre. 

En effet, toute sqpiîkation de Paigèbre doit conte& i'aspea manipulation 

d'expressions algébriques, l'aspect modélisation @brique et l'aspect étude de 

structures algébriques ou de sauctures de situations algébrisables. Chacun de ces 

aspects est intégré exdusivement dans une (et une seule) des composantes de la face 

algèbre du M-IAPA. L'autre côté de la médaille du M.IA.PA. représente la face 

pensée algébrique. Eiie est formée de quatre composantes : 1) habileté à penser 

analpiquement; 2) habiieté à consttuire, à interpréter et à valider des modèles 

algébriques de situations réeiies ou mathématiques; 3) habileté à manipulet des 

expressions algébriques seion des règles prédékies et 4) habileté à généraiïser et à 

abstraire des relations, des règies, des structures algébriques, de même que des 



structures de situations ré& ou mathématiques. Nous avons mis l'habileté à penser 

analytiquement au centre pou souiigncr le caractère anaiytiqw de la pensée algébrique 

et le rôle uucial qu'a joué la pensée analytique à tous les niveaux du développement 

historique de l'algèbre. C'est cet aspect qui distingue le plus la pensée aigébrique de la 

pensée arithmétique. Chacune des trois autres composantes de la &ce pensée 

algébrique indique une habileté intellectuelle cataaéristique quand on fait de l'algèbre 

dans le cadre de l'un des aspects de la face algèbre. Le lien intime qui existe encre 

l'aigèbre et la pensée aigébriqw dans M.IA.PA est ainsi tout i fait d e s t é .  A notre 

connaissance, aucun autre auteur ne caractérise aussi daitement l'aigèbre et la pensée 

algébrique, en les distinguant Pune de i'aurre et en précisant expliatement les liws qui 

les unissent, Par rapport à notre M.I.A.PA, toutes les propositions concemant la 

nature de l'algèbre et de la pensée aigébrique restent partides, mettant l'accent sut un 

aspect particulier de l'aigèbre ou de la pensée @brique ou omettant un de leurs 

aspects essentiels. Dans ce sens, nous avons vu que Lins a uniquement caractérisé 

expliatement la pensée algébrique, et en plus, sa caractérisation reste limitée. 

Cependant, il a le mérite d'avoir bien mis en évidence l'aspect analytique de la pensée 

algébrique. Le groupe AWG du NCTM, en revanche, a identifié les aspects essentiels 

de l'algèbre, mais faute &un cadre théorique, il n'est pas e é  pas à expliater 

ciairement les aspects essentiels de la pensée algébrique et n'a mis en évidence que 

l'aspect généralisation, auquel il a accordé une importance exagérée, à notre sens. La 

proposition de Kaput est la plus compiète. Elle propose à la fois des aspects essentiels 

de l'algèbre et de la pensée algébrique que notre modèle i n t è p  bien, mais d e  ne 

souligne pas l'importance de l'aspect analytique de la pensée aigébriqw. De plus, 

Kaput ne semble pas encore ùa&er le lien qui existe entxe l'aigèbre et la pensée 

algébrique; tantôt il décrit ces aspects comme ceux de i'aigèbre et tantôt comme ceux de 

la pensée algébrique. 

Dans le chapitre 4, nous avons complété la présentation du caàre concepniel de la 

thèse, en précisant la notion d'éducation de base, en présentant les objectifs de 



i'éducation mathématique de base et en soutenant que l'aîgèbre et la pensée algébrique 

sont des composantes incontournables de cette dernière. 

Dans une deuxième étape du travaii, au chapitre 5, nous avons précisé la notion de 

&cuium et présenté un modèie de cuuicuium d'algèbse dans l'éducation de base à 

partir d'un modèle de &um proposé par Eraut. Puis nous avons précisé l'objectif 

de la thèse à l'aide des deux questions de recherches suivantes: 

et avons c i d é  la méthode retenue pour répondre à chacune de ces deux questions. 

Dans la troisième et dernière étape de la thèse, nous avons élaboré des réponses à nos 

deux questions de recherche. Dans le chapitre 6, nous avoas étudié la première : 

Quelie t p p c h e  dwue user &ns ~mu&ement rle Pd#h &n.r Pidrr~oIion de basc ? 

Après avoir présenté les approches didactiques (dan-, «s-), moàélisatiow) 

et «fonctions» pouvant être transposées du modèie M.IA.PA., nous avoas soutenu que 

dans l'enseignement de l'algébre dans l'éducation de base, il y a lieu d'utüiscr nne whe 

diuhiique mixb, intépnt de muniin c v h h t e  ke.r ~tppmbespiT&ter. 

Ensuite, nous avons analysé les approches utilisées traditionneliernent dans 

l'enseignement de i'aigèbre : carithnétique généralises, rhgags) et une approche 

basée sur les extensioas successives des systèmes de nombres. Nous avons égaiement 

analysé des propositions récentes pour l'enseignement de l'algébre, notamment ceiles 

qui sont présentées dans l'ouvrage c o W  ApPlwEkz to Alph : Pezpeducsfor Rcsemh 

and Teacbing ( B k ,  Kieran et Lee, 1996), une approche proposée par Chevallard, 

une autre par Kaput et deux propositions récentes du NCïM, soit celie de son groupe 

de travail sur i'aigèbre AWG et cde  qui ressort du document Pnnk#&r adSktn& fw 

Schoof Matbemmtk de 2000. Les points de vue de la plupart de ces auteurs vont dans le 

même sens que le nôtre, à savoit : dans l'enseignement de i'algèbtc, il fàut tenir compte 



simultanément de plusieurs aspects de l'dgèbre. Égakmemt, i'loalyse de toutes ces 

propositions nous a permis, d'une part, de confirmer la pertinence des aspects 

dangage>), «structures,), anodéiisatiom et donctioaw dans l'enseignement de l'algèbre à 

l'école de base et, d'autre part, de constater qu'il n'est proposé aucun autre aspect 

essentiel de l'aigèbre dont nous n'ayons pas tenu compte dans notre modèle M.I.A.PA 

Par ailleurs, ces propositions nous ont apporté des échages intéressants sur cettains 

aspects de l'aigèbre et de la pensée algébrique et un certain nombre d'idées et de 

modalités applicables dans l'enseignement de l'aigèbre. Cependant il nous a semblé 

que chacune de ces propositions, ou bien n'explore qu'un aspect particuliet de l'algèbre 

(comme le cas de toutes celles présenties dans l'owrage coliectifAppnwh~~ to A&cbra : 

Pqecftveesfor &.remch and Tulbing (Bednm, Kieran, Lee ; 1996), ou bien tient compte 

de tous ses aspects importants mais en présentant quelques lacunes (comme c'est le cas 

des propositions de Kaput et du NCTM). 

En revanche, notre cadre conceptuei concanant l'algèbre et la pensée aigébrique nous a 

permis souvent d'éviter certaines conEusions et de ne pas trop élatgit inutilement la 

vision de l'aigèbre jusqu'à diluer compléternent sa signiûcation. Par exemple, pour 

nous une activité mathématique où une opétation n'est pas en jeu n'est pas une activité 

algébrique; en aigèbre on reste dans k cadre des processus 6nis seulement, ce qui 

élimine l'étude de plusieurs fonctions en aigèbre. De plus, notxe cadre conceptuei 

précise le sens des termes et concepts utilisés tout ea distinguant ciairement l'aigèbre de 

la pensée algébrique. 

Dans le chapitre 7, en réponse à ia deuxième question de recherche : Sui. q~~ckp"n@c~ 

p o ~ m 2 - o n  l e  b m  pour b&tt or, mn.stmir xin nmrnmrah  &a& Ymkrbbmcnt a@té à 

l'édz~cution de buse ?, nous avons présenté huit principes généraux, diacua étant 

accompagné d'un indicateur qui le rend plus opérationnel. Pour les besoins de notre 

travad, nous avons choisi d'utiliser des indicateurs de nature qualitative accompagnés 

d'une échelle à quatre niveaux de vaIeurs. Cbacun de ces niveaux correspond à une 

interprétation du degré de conaétisatioa d'un principe dans le Cumcuium. 



(Un c ~ c u i u m  pour tous) 
Principe 1 

Le curriculum d'aigkbre doit s'adresser à tour les &es durant la 
1 scolarité 0biigatoite.- 1 
Grille de l'indicateur du principe 1 

L'analyse des textes présentant le CUtticuium montre que le pikicipe 
de rendre i'enseignernent de Palgébre accessiile à tous les &es est : 

Non cité, même de manière implicite, 
Niveau O 

Cité explicitement au niveau des buts de l'enseignement des 
Niveau mathématiques, mais ne se répercute pas au niveau des objectifs 

généraux et spéa6ques, des moyens et orientations méthodologiques 
et de l'évaluation. 

Cité expliatement au niveau des buts de l'enseignement des 
mathématiques, des objectifs généraux et spé&ques, des moyens et 
orientations méthodoIogiques, de l'évaluation; mais sans en fournir 
expiiatement des mesures COIX~MS ni en Pillustrant à l'aide 
d'exemples détailIés. 

Cité explicitement au niveau des buts de l'enseignement des 
mathématiques, des obj& généraux et spécifiques, des moyens et 
orientations méthodologiques, de l'évaiuation; en le précisant des 
mesures pour le concrétiser et en i'iiiustxant à l'aide d'exemples 

(Complémentarité algèbre - pensée algébrique) 

Le curriculum d'aigèbre doit accorder une importance aussi bien à 
i'acquisition de savoirs et savoir-faite en aigèbre qu'au 
développement de la pensée algébrique chez les éièves. 

Grille de l'indicateur du principe 2 

Une analpse des textes présentant le cmicuium laisse voir que celui-ci 
vise à donner de l'importance aussi bien à i'acquisition de savoir et 
savoir-f&k qu'au développement de la pensée @brique- 

Niveau O Aucune allusion à ce principe. 

Niveau 1 Le principe @me de manière explicite au niveau des buts de 
I'enseigneÜxnt des mathhatiques & non au niveau des objectifs 
généraux et spécifiques, des moyens et orientations méthodologiques 



et de l'évaluation. 

Niveau 2 Le principe figure de maaière expliate au niveau des buts de 
l'enseignement des mathématiques, des objectifs généraux et 
spédiques, des moyens et orientations méthodologiques, de 
i'évaluation; mais sans en foutnit explicitement des mesutes pour le 
concrétiser ni d'exemples pour l'illust&r. 

Niveau 3 Le principe 6gure explicitement au niveau des buts de i'cnseignement 
des mathématiques, des objectifs généraux et sptdques, des moyens 
et olientaaons méthodologiques, de l'évaluation; de plus, les textes 
précisent des mesures pour le concrétiser et les illustrent par des 
exemples détaillés. 

(Multiplicité des aspects de l'algèbre) 
Principe 3 

Le cumculum d'algèbre pour tous doit tenir compte de toutes les 
composantes de Ï a  face aigèbre du M.IA.PA., à savoir 1) 
Construction et interprétation de m d e s  algébriques de situations 
réeiies ou mathématiques ; 2) manipulation d'expressions algébriques 
en suivant des règles prédéçiies et 3) élaboration et application de 
structures (structures algébriques, structures de situations réeiles ou 
mathématiques) et de procédures (ales, algorithmes, heuristiques, 
etc.). 

Autrement dit, le d d u m  doit être basé sur une approche 
didactique mixte de l'aigèbre. 

Grille de l'indicateur du principe 3 

Une analyse du cuniculum d'algèbre pour tous, montre que : 

Une des quatre approches didactiques de Paigèbte n'est pas utilisée 
Niveau O 

Toutes les approches sont utilisées mais de manière successive. 
Niveau 1 



Les quatre approches didactiqueç sont utilisées chaque année du 
Niveau cursus de l'ewigmment de l'nlgéba Des activités wnt prévues 

pour aber des passerelles enms les approches. 

Les quatre approches saut utilisées. Fréquemment, on utilise des 
situations à'appmtissages Ultégmt différentes approches 
didactiques de i'aigèbre. 

(Multiplicité des aspects de la pensée algébrique) 
Principe 4 

Le cllmcuium d'algèbre pour tous doit tenir compte de toutes les 

Grille de l'indicateur du principe 4 

Une aaaiyse du CUiCticulum d'algèbre pour tous, montre que : 

La pensée aigébrique n'est pas un objectif explicite d'apprentissage. 
Niveau O 

L'une des quatre composantes de k pensée aigébriques n'est pas un 
objectif explicite d'apprentissage. 

Les quatre composantes de la pensée algébriques sont des objectifs 
d'nppmrissages de i'aigèbrc, ces obPctifs font Pobjet d'évaluation, 
des activités sont prémies put Ie dévdoppement de la pensée 
algébrique. 

En plus des aitètes du niveau 2, la pensée algébrique est un objet 
Niveau #apprentissage plopm. A cenc der moments précis du m u s  

sont p r h  et des activités sont conçues selon une progression des 
apprentissages pour le développement des différentes composantes 
de la pensk algébrique. 



(Étalement sur plusieurs années) 
Principe 5 

L'enseignement de l'aigèbre pour tous doit être étalé sur plusieurs 
années, en  commençant dès le primaire de façon à indure une phase 
préiiminaire d'e~ploration. 

G d e  de l'indicateur du principe 5 

Une analyse du curriculum d'aigèbre pour tous, montre que : 

L'enseignement de l'aigèbre pour tous est concentré sur deux ou trois 
Niveau années d'étude seulement. 

L'enseignement de l'aigèbre pour tous est étalé sur plusieurs années 
Niveau mais sans prévoir une phase préiiminaire d'exploration. 

L'enseignement de l'aigèbre pour tous est étalé sur plusieurs années, 
commence au primaire en prévoyant une phase préiiminaire 
d'exploration. 

L'enseignement de l'algèbre est étalé sur toutes les années de la 
Niveau miacité obligatoire en commençant dès ia première année du 

primaire avec une longue phase préliminaire d'exploration. 

(Connexion de l'aigèbre avec le reste des mathématiques) 
Principe 6 

Lx curriculum d'algèbre pour tous doit être bien intégré à celui des 
mathématiques. 

Grille de l'indicateur du phcipe 6 

Une analyse du d c u l u m  d'algèbre pour tous, montre que: 

Dans l'enseignement de l'aigèbre on fait rarement appel à des 
Niveau O situations issues des contextes : nombre, géométrie et mesure, 

probabilité et statistique. 

Dans i'enseignement de l'algèbre on bit peu appel à des situations 
Niveau ' issues des contextes de nombrq géométrie et mesure, probabilité et 

sta astique. 

Dans l'enseignement de l'algèbre on Git souvent appel à des 
situations issues des contextes de nombre, gCornéuie a maure, 
probabilité et statistique. 



Dans l'enseignement de l'aigèbre on fait souvent appel à des 
situations issues des contextes de nombrey géométrie et mesure, 
probabilité et statistique, qw ce soit dans l'application de l'aigèbre ou 
dans la construction du samir aigébxique. 

(Connexions de l'algèbre avec d'autres domaines) 
Principe 7 

Le cuuiculum d'aigèbre pour tous doit avois de multiples connexions 
avec d'autres discipiines scolaires, avec la réalité environnante de 
i'mfant et avec d'aukes domaines où les mathématiques sont udes. 

- ---- - 

Griiie de l'indicateur du principe 7 

Une analyse du cdculitm d'algèbre pour cou, montre que: 

Dans l'enseignement de l'algèbre on utilise rarement des contextes 
O issus de domaines non mathématiques. 

Dans Penseignement de Palgébre on utilise des contextes de peu de 
Niveau domaines orni matbématiquer. 

Dans l'enseignement de l'algèbre on utilise, de manière continue et 
Niveau récursive, des contextes issus des discipiines scolaires, de l'univers 

sociai, de l'uaivers des caméres, de l'&ers des arcs et de la culture 
et des activités de nahife ludique. 

- - -- - 

En plus du critéte du niveau 2, l'utilisation de l'aigèbre dans ces 
Niveau divers types de domaines est un objectif d'apprentissage visé par le 

d c u l u m .  

A 

Le d c u l u m  d'algèbre pour tous doit privilégier i'étude des thèmes 
suivants : Nombn, G a ~ t i t h  AmoU~cment et  varulh'on, modèkr et @irrlate;; 
F o m  (shape); inm&w& (uncertainty). 

Grille de l'indicateur du principe 8 

Une analyse du cuaicdum d'dgiibre pour tous, montre pue: 

- ppp -- - -- - 

Les thèmes: nomb~~ qttmn're; cumir~mrent e t  vmiurion, modèhs et n'phités, 
Niveau O fomte; i n m ~ h a i  ne sont pas abordés en tant qu'objets d'étude dans 

l'enseignement de l'aigèbre. 



Quelques uns des thèmes mnh,  qmnk't4 aCrrOjSsement et vrtMtion, 
Niveau mo&h et rc'p&uzlI., faw, h ~ &  sont abordés en tant qu'objets 

d'étude dans i'enseignernent de i'aigèbre. 

Tous les thèmes nombre, qnmkX ~~~mirsnrrencnt et vuiatxon, mouëh et 
Niveau d e ,  farr;  M d &  sont abordés en tant qu'objets d'étude dans 

l'enseignement de l'algèbre. 

Tous les thèmes n m h ,  ucRô rsement et vanbalon, mo&h et 
Niveau répkmIai, fmc; Uim'/ï& sont abordés en tant qu'objets d'étude dans 

l'enseignement de i'algèbre. De plus, un certain niveau de 
compréhension de ces thèmes est explicitement un objectif 
d'apprentissage. 

Nos huit principes peuvent semir a h fois pour analyser des dcuiurns existants 

d'algèbre dans i'éducation de base et chercher à les amdioret ou pour en élaborer de 

nouveaux. Toutefois, rappelons qu'ils ne concernent que le cuuiculurn offlael 

d'algèbre, dans sa globalité, sans faite de distinction de niveaux d'étude. En apportant 

des informations sur un seul principe, chacun des indicateurs fournit des édartages sur 

un aspect particulier du Cumcuium. Aussi, c'est l'ensemble de tous les indicateurs qui 

peut foumir une vision giobde du cuaeitulum d'algèbre dans i'éducation de base. ii 

demeure toutefois impossible en pratique de concrétiser fortement tous nos principes 

généraux. Dans la consauction ou l'amélioration d'un curriculum, la décision de 

choisir le degré et la manière de conaétiser nos prinapes varie selon le contexte. 

8.2 CONCLUSIONS GSNÉUS 

Suite à la prolongation de La scohité obiigatoire, au temie de cette thèse, nous sommes 

encore plus convaincus qu'au début de la nécessité de reconsauGe les cuaicuiums 

d'algébre dans i'éducation de base à partir de prinapes comme ceux auxquels nous 

sommes anivés ici 

Notre travail nous a p p d t  or@d p o u  différentes raisons. La première est que pour 

reconceptualiser le cecuium ci'aigèbre au niveau de i'éducation de base, nous avons 

fait provisoirement table rase de Ia réalité a d e  et mené d'abord une réflexion en 



profondeur sur  les aspects mathématiques, épistémolo@p et didactique de Falgèbre. 

Peu d'auteurs ont, à notre comaissance, fldit ce pas de côté avant de proposer ce qu'a 

faut enseigner en algébre. 

La deuxième est que, comme nous ne voulions pas partir d'une s@cation a priori de 

l'algèbre, nous avons d'abord mis en évidence les grandes étapes de son &volution 

historique, en adoptant la précaution méthodologique de commencer pat la péoiode où 

I'algèbre a fait son apparition comme discipline mathématique autonome en possession 

de son n o m  A cet égard, nous avons proposé un découpage ongval en huit grandes 

étapes, beaucoup plus perchent que les trois étapes de Nesseknaa: a& rhitmiq~e, 

&ibn gnqbée et d$bn gmùukq~~. 

La troisième réside dans le fait que nous avons approchi l'algèbre comme un type 

particulier d'activité mathématique et la pensée algébrique comme un msemble 

d'habiletés inteUectueiles qui y sont nécessaires. Aussi, Paigèbre et la pensée aIgGblique 

sont pour nous indissociables et cornplementaires; notre modèie M.iA.PA. les 

présente comme les deux faces d'une même médaillt. Ce m o d e  est oiiginal est 

constitue Pune des plus impomtes construction théorique de notre thèse. Pour le 

présenter, nous avons précisé un certain nombre de ternia et d é h i  certains concepts 

importants. Par ample, la notion d'espace de calcd d@brique, que nous avons d é h i  

comme système de représentation externe cortespondant à un système algébrique, nous 

semble être plus précise que celle de domaine d'emploi du calcul algébrique de 

Chevallard. 

Par ailleurs, si les approches didactiques que nous avons élaborées à partit de notre 

modèie M.1-A.P.A ne sont pas nowdes, nom thèse a le mérite, nous semble-t-ii, de 

proposer un cadre de r é f b c e  théorique sut lapi eks s'appuient et, en pataculier, 

d'apporter des précisions concemant ia pensée algébrique qui sont utiles dans 

l'enseignement de I'aIgèbre. 



Les principes généraux que nous avons présentés peweat servk à la fois pour andyser 

des CUtficuiums existants d'aigèbre dans l'éducation de base et chercher à les améliorer 

ou pour en élaborer de nouveaux. Toutefois, un travail important reste à fàire pour 

élaborer des indicateuts et des instniments d'analyse plus précis et phis opérationneh. 

Rappelons que le but de notre thèse n'était pas du tout d ' k e r  à un Cumculum détaiIlé 

et précis qui soit prêt à être enseigné et que depuis le début de ce travail, il y a eu 

beaucoup de discussions à ce sujet au niveau international et qu'on a vu se multiplier les 

rapports et les comptes rendus de rencontres. Cependant, ce que nous observons, ce 

sont des propositions morcelées ou présentant certaines fades au niveau de leur 

fondement. Noue recherche apparaît alors fondamentale et doit être suivie d'une autre 

étape. 

En proposant des synthèses originales, notre recherche est à caractère théorique 

prltcipalement. Certes, il est important d'avok des recherches à patar de questions et 

d'hypothèses, mais il est tout aussi important, nous semble-t-il, de réaliser des 

recherches pour construire des modéles théoriques, pour avancer en udant et en 

regroupant en vue d'application pratique. 

8.3 LIMITES DE W RECHERCHE ET MISES EN GARDE 

Comme tout travail de recherche, il y a certaines limites à notre travail, qui sont dues à 

un bon nombre de tacteuts dont la méthode utüisée et i'étendue du temps consaaé à la 

recherche, par exemple. Nous les atons dans ce qui suit 

La premièxe a trait à la non-validation de nos consmmions théoriques. Dans noue 

projet initial de recherche, nous avions égaiement prévu construire des inswmmts 

d'analyse et analyser des &ums d'algèbre existants, ce qui aurait constitué une 

validation de nos modèies. Ce travail s'est avéré par la suite déborder des limites de la 

thèse. Cependant, soulignons que notre modèle M.1A.P.A. a subi une forme de 



validation. D'une p q  il s'appuie sur Ies données de Phistoite de l'aigèbre, et, d'autre 

p a c  il est plus précis et intègre diverses propositions récentes concernant i'aigèbre et la 

pensée algébrique que i'on trouve dans la communauté didactique. 

Une deuxième limite à souligner est que nous ne prétendons pas que nos propositions 

peuvent être appliquées audelà de i'éducation de base. Nous nous sommes suctout 

intéressé aux premières années d'apprentissage de l'aigèbre, couvrant l'école élémentaire 

et moyenne. Néanmoins, nous pensons que notre M.IA.PA pourrait encore servir de 

cadre de référence pour l'aigèbre à enseigner à i'école supérieute, quitte à conaétiser ses 

aspects par des activités de ce niveau d'étude. 

Une troisième limite est que dans k recherche et développement, surtout au niveau des 

Nmculums enseqpé et appris, il fiiut taire des liens avec de nombreuses recherches en 

didactique de l'algèbre, par exemple, d e s  concernant l'apprentissage et l'enseignement 

de notions spécifiques cornnie la notion de variabk ou le signe d'égaiité. Les résultats 

de certaines de ces recherches seront très utiles dans la mise en application de nos 

principes pour la construction d'un d c u i u m  moderne d'aigèbre, d e s  pewent même 

aider à nuancer et à préciser certains d'entre eux. 

Une quatrième iimite vient du tait qu'en visant l'enseignement de I'aigèbre pour tous, 

les principes d & e s  que nous avons formulés concement le Cumculum d'algèbre 

dans sa globalité sans distinction de h u  Il est clair que la manière d'interpréter et 

d'appliquer certains de ces principes va varier en fonction de l'année d'étude, de la 

durée de l'éducation de base, du degré de préparation des enseignants et des moyens 

disponibles. Nous ne pouvions pas, dans Ie cadm de cette thèse, te* compte de tous 

ces détails, surtout que nous avons choisi de faire des propositions qui poumient être 

utilisées dans n'importe quel pays. 



8.4 PISTES DE RECHERCHE ET DE DÉVEIBPPEMENTS FUTURS 

Notre recherche donne lieu à de multiples pistes de recherche. La premiére découle de 

la nécessité de d ider  les modèies théoriques que nous avons élaborés. À cet effet, 

dans une première étape, il nous semble important de consavire des instruments pour 

analyser des curridurns officiels d'algèbre et de les mettre à l'épreuve pour l'analyse de 

deux curridums différents. On peut, dans ce sens, analyser soit des documents 

officiels soit des manuels. Comme les instruments d'analyse sont construits à partit de 

notre cadre théorique de référence, cette analyse est une mise à I'éprewe de nos 

différents modèles. A h  de réaliser ces instruments, il est inchpensable de développer 

des indicateurs plus précis et plus opérationnels pour chacun des prinapes que nous 

avons annoncés. Chacun des indicateurs doit permettre de juger si un prinape a été 

appliqué convenablement. Ce travail n'est pas facile à faite, car les indicateurs ne 

depfaient pas être simplement des @es. 11 faudrait imaginer d'autres types d'analyse, 

par exemple faire faire une analyse par mis  personnes diffétentes qui se sont entendues 

sur le sens des indicateurs et qui confiontent lem analyses personnelles de hçon à 

arriver à un consensus. Même avec cette précaution, on restera s u b j e  mais le 

recours à plusieurs personnes pemiettra, nous semble-t-il, d'éviter cemhs biais. 

Une deuxième piste de recherche consiste à élaborer des instruments d'analyse pour 

évaluer des manu& en aigèbre ou même pour évaiuer le d d u m  d'aigèbre enseigné 

ou appris. Dans ce cas, on s'éloigne un peu de nos modèies proprement dits, mais le 

cadre de référence qui les sous-tend peut donner lieu à un cadre d'anaiyse des 

curridums enseigné et appris. 

Une troisième piste de recherche consiste à se demander ce qu'il serait perrinent de 

proposa en algèbre au-delà de l'école de base, étant donné que généralement, après la 

période de l'éducation de base, l'école secondaire se poursuit jusqu'à l'université. 



Une quatriéme piste de recherche consiste à développer des outils didactiques pour 

l'enseignement de l'algèbre en étant confbme aux principes que rious avons proposés 

et en tenant compte des multiples recherches empitiques et de développement. 
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