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Résumé

Cette thése porte sur la recherche de suites de nombres abondants consécutifs
ainsi que de nombres puissants consécutifs. Dans le premier cas, nous établissons
en particulier qu’if existe une infinité de telles suites. Dans le deuxiéme cas, nous
redonnons la preuve connue & I'effet qu’il existe une infinité de couples {n, n+1}
avec n et n+l puissants. Nous présenterons également quelques outils
mathématiques nous permettant de trouver explicitement certains d’entre eux i
I’aide de I’ordinateur. Notons que cette recherche s’est faite en deux parties bien
distinctes, les résultats et les techniques utilisés n’étant pas les mémes pour les
deux types de nombres étudiés. Aussi, les résultats que |'on donne a propos des
nombres abondants conduisent naturellement a la considération de quelques
problémes analogues, tandis que ceux obtenus sur les nombres puissants pavent la
voie pour des conjectures plus générales.
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Introduction générale

Le présent ouvrage propose une breve étude de deux types de nombres entiers
bien connus en théorie des nombres : les nombres abondants et les nombres
puissants. Dans chaque cas, nous nous sommes attardés a leur distribution
dans l’ensemble des nombres naturels.

Au premier chapitre, nous introduisons les nombres abondants en men-
tionnant des résultats connus, dans une perspective historique. L’essentiel du
deuxiéme chapitre concerne les nombres abondants consécutifs de méme que
quelques problémes analogues. Nous avons en particulier établi qu’il est possi-
ble de trouver des suites arbitrairement longues de nombres entiers consécutifs
abondants. De plus, la démonstration de ce résultat comprend une méthode
toute simple permettant de construire explicitement de telles suites.

Au troisieme chapitre, un algorithme utilisant le plus grand commun di-
viseur permet de déterminer si un nombre entier n est puissant ou non, et
cela plus rapidement qu’en le factorisant complétement. Tout comme pour les
nombres abondants, nous avons aussi mené des recherches sur la question des
nombres puissants consécutifs en obtenant des résultats tout aussi pratiques.
Par ailleurs, nous utilisons des résultats sur les équations ~diophantiennes pour
trouver explicitement des nombres puissants consécutifs. A cet effet, nous don-
nons des preuves de I’existence d’une infinité de nombres puissants consécutifs
ainsi que d’une icfinité de nombres puissants distants de 2. De plus, on obtient
d’autres résultats intéressants sur la distribution des nombres puissants.

Enfin, le dernier chapitre présente quelques conjectures liant I'existence de
nombres puissants consécutifs et la conjecture abc, ainsi que quelques autres
conjectures sur la distribution des nombres puissants.



Chapitre 1 : Les nombres
abondants

1.1 Historique

Depuis 1’antiquité, les mathématiciens se posent bon nombre de questions au
sujet des nombres naturels. L’une de ces questions porte sur la somme des
diviseurs d’'un nombre : est-il possible, lorsque I'on connait les diviseurs d'un
nombre, que la somme de ses diviseurs propres soit elle-méme ce nombre ?
Comme c'est souvent le cas, la réponse a probablement été donnée avant méme
que la question ne soit posée. En effet, les premiers Hébreux avaient remarqué
'existence de tels nombres et ils considéraient déja le nombre 6 comme un
nombre parfait (1 + 2 + 3 =6). Encore aujourd’hui, ces nombres sont appelés
nombres parfails et comportent toujours une certaine part de mystére. Au
départ, I'aspect mystique prenait plutét place dans la signification que l'on
donnait & ces nombres. Cette notion de perfection était par exemple en accord
avec le fait que Dieu a créé le monde en 6 jours ou encore que la lune met 28 jours
(14+2+4+ 7+ 14 = 28) pour faire le tour de la terre. Les nombres parfaits
étaient certainement un élément important dans I'ensemble des spéculations
numérologiques. Par ailleurs, du moment qu'on a défini ce qu’est un nombre
parfait, on peut qualifier les autres d’imparfaits.

Contrairement aux objets parfaits, les choses imparfaites peuvent 1'étre a des
degrés différents. Il semble qu'un des premiers 3 classifier les nombres imparfaits
fut Nicomacus (aux alentours de I'an 100), qui séparait les nombres pairs en
nombres abondants (nombres dont la somme des diviseurs propres est supérieure
au nombre lui-méme), déficients (nombres dont la somme des diviseurs propres
est inférieure au nombre lui-méme) et parfaits. Cette distinction était tout
aussi importante en numérologie. A cet effet, on peut citer Alcuin (735-804),
professeur de Charlemagne, qui notait que I’humanité entiére provenait des 8
ames sauvées par I'Arche de Noé, et comme 8 est un nombre déficient (1+2+
4 = 7 < 8), il concluait que cette deuxi¢éme création s’avérait imparfaite par
rapport  la premiére. Nicomacus serait lui aussi le premier 3 avoir découvert les
troisidme (496) et quatriéme (8128) nombres parfaits. Nicomacus remarquait
que, tout comme la beauté et I’excellence, les nombres parfaits sont rares mais
relativement faciles & trouver. Par contre, les nombres déficients et abondants



sont trés nombreux et distribués chaotiquement en accord avec la présence
de ce qui est mauvais et mal dans le monde. Notons par exemple que les
dix premiers nombres abondants sont 12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48 et 54, alors
que les dix premiers nombres déficients sont 1,2,3,4,5,7,8,9,10 et 11. Bien
entendu, on ne s’'est pas uniquement attardé aux nombres parfaits, abondants
et déficients d’un point de vue numérologique. En plus de vouloir trouver des
lois permettant de classifier et de trouver plus facilement ces nombres, on s’est
évidemment posé des questions sur la nature de leur répartition respective dans
I’ensemble des nombres naturels.

Etant donné la rareté des nombres parfaits et les moyens de calcul limités
d’autrefois, des mathématiciens ont avancé des conjectures, souvent fausses,
sur l'existence de ces nombres. Il y avait donc aussi des croyances au sujet des
propriétés arithmétiques des nombres parfaits. Par opposition aux connotations
théologiques qui furent données aux nombres de toutes sortes, nous sommes
aujourd’hui en mesure de confirmer ou d’infirmer de maniére irréfutable une
bonne partie des conjectures et des résultats mathématiques énoncés dans les
siecles précédents, Par exemple, on 2 longtemps cru qu'il y avait exactement
un nombre parfait par tranche de puissance de 10. Certes, c'est le cas pour
les quatre premiers, mais ce n’est qu’au XV*® siecle que des arithméticiens
réfutérent cette affirmation en ajoutant le nombre 33550336 a la liste comme 5¢
nombre parfait. Des généralisations hatives du méme genre ont aussi été faites
au sujet des nombres abondants. En effet, de nombreux mathématiciens ont
pensé a tort que les nombres abondants ne pouvaient qu’étre pairs, avant que
des mathématiciens comme Charles de Bouvelles (1470-1553), citant 45045 et
ses multiples, ou encore Bachet de Mézirac (1581-1638), citant 945 (le premier
nombre abondant impair), ne viennent les contredire. C’est seulement au XV'I¢
siecle que des informations plus précises sur la nature des nombres abondants
sont données. Charles de Bouvelles nota que tout diviseur d'un nombre parfait
est déficient et que tout multiple d’v:a tel nombre est abondant. Charles de
Neuveglise (1700) allait dans le méme sens en précisant que chaque multiple de
6 ou encore d’un nombre abordant est aussi un nombre abondant. Plusieurs
cas particuliers du méme type seront obtenus au fil des ans, dont certains font
'objet du paragraphe suivant, mais il faudra toutefois attendre le X X* siécle
et la théorie probabiliste des nombres pour obtenir des résultats concrets sur
la répartition de ces nombres.



1.2 Résultats préliminaires et définitions

Voici d’abord quelques définitions et résultats de base essentiels a notre présen-
tation sur les nombres abondants.

DEFINITION 1.1 : La représentation unique en un produit de nombres premiers

d’un entier naturel supérieur 4 1 est appelée la représentation canonique de ce
nombre.

DEFINITION 1.2 : Un nombre entier est appelé un diviseur propre d’un nombre
n s'il en est un diviseur et que ce diviseur n’est pas le nombre n lui-méme.

DEFINITION 1.3 : On définit la fonction arithmétique ¢ d’Euler de la fagon
suivante pour un entier positif m : ¢(m) = #{n < m: (n,m) =1}, ol (n,m)
représente le plus grand commun diviseur de m et de n.

DEFINITION 1.4 : On définit la fonction arithmétique o(n) comme étant la
somme des diviseu:s de I'entier positif n.

DEFINITION 1.5 : Un nombre entier n est appelé abondant (respectivement
déficient) si o(n) > 2n (respectivement si a(n) < 2n).

DEFINITION 1.6 : On définit la fonction arithmétique f(n) de la maniére
suivante : f(n) = "—gﬂ Ainsi, un nombre sera abondant si f(n) > 2.

THEOREME 1.1 : Soit ¢{*g9?..

.q%" la représentation canonique d'un entier
naturel n. Alors

(@ 1 - (g 1)

o e @D (@ =)

et donc

o (gt 1) (g2t - 1)
I = e D=0 . @1

THEOREME 1.2 (THEOREME DU RESTE CHINOIS) : Soit m;,my,...,m, des
nombres naturels relativement premiers deux i deux. Soit a;,as, ...,a, des
entiers quelconques. Alors, le systéme de congruences

z = q (modm,)

8




r = ¢ (modm,)

posséde une solution donnée par

ol m = mymy...m, et ol chaque b;, j = 1,2,..,r, est la solution de la
; -1
congruence ”7;-":- =1 (mod m;) (donnée explicitement par b; = (mﬂi)ﬂm’)

(mod m;)). De plus, toutes les solutions sont congrues modulo m.

THEOREME 1.3 : La somme infinie des inverses des nombres premiers diverge.
Autrement dit,

NOTE : On peut trouver la preuve de ces trois résultats dans De Koninck et
Mercier [5).



1.3 Résultats connus

Il est intéressant de noter les résultats suivants au sujet des nombres abondants.
Le premier nombre qui n'est pas déficient est le nombre parfait 6, alors que 12
est le plus petit nombre abondant. Les 10 nombres abondants qui suivent sont
18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54 et 56. Il n'y a que 22 nombres abondants
entre 1 et 100, et 246 entre 1 et 1000, ce qui est relativement conforme au
fait que la densité des nombres abondants est environ 0,25 (voir le théoréme
1.5). Parmi ces 246 nombres, il n'y a qu'un nombre impair, soit 945. Les
nombres abondants impairs sont beaucoup moins nombreux que les nombres
abondants pairs, et nous verrons mieux pourquoi lorsque nous nous attarderons
a la fonction f(n). Une des propriétés de base des nombres abondants est gue
tout multiple d'un nombre parfait ou d’'un nombre abondant est abondant, d’olt
en particulier le fait que tous les multiples de 6 sont abondants. Cette propriété
découle directement du résultat suivant :

THEOREME 1.4 : Soit deux entiers k > 1 et n > 1. Alors a(kn) > ka(n).

DEMONSTRATION : Soit dy, da, ..., dy les diviseurs de n. Alors 1, kd), kdy, .., kd.
divisent kn. Ainsi, o(kn) > 1+ kdy + kd, + ... + kd, et donc c(kn) > k(d; +
do+ ... +d,) = ko(n).

Comme o(n) 2 2n pour les entiers n parfaits ou abondants, nous pouvons
donc affirmer que dans ces cas, a{kn) > ko(n) > 2kn, ou autrement dit que
les multiples des nombres parfaits ou abondants sont abondants.

Il s’avere ainsi trés facile de trouver des nombres abondants aussi grands
que I'on veut en prenant tout simplement des multiples de 6. Ce sont plutét
les nombres abondants non multiples de 6 qui peuvent poser probléme. Chose
certaine, nous pouvons éliminer les puissances de 2 et les nombres premiers de
nos recherches de nombres abondants, puisque ces derniers sont toujours des
nombres déficients.

Définissons la fonction de densité

- g HoS N2 )

(z>0).

Ainsi, Davenport (1933) montra que A(z) existe et est continue pour tout z,
puis Erdés [10] (1934) en donna une preuve plus élémentaire. Wall [21] (1971)
et Wall et al. [22] (1977) montrérent en particulier que 0.2441 < A(2) < 0.2909,
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et Deléglise [6] (1998) améliora ce résultat en démontrant l'inégalité 0.2474 <
A(2) < 0.2480.

THEOREME 1.5 : Il existe une constante c telle que limy_10 #{n < N :

ﬂnﬂl > 2} =c, et 0.2474 < ¢ < 0.2480; en d’autres mots, la densité des nombres
abondants existe et est située entre 0.2474 et 0.2480 (voir Deléglise [6]).

11



Chapitre 2 : Suites de nombres
abondants consécutifs

2.1 Nombres abondants consécutifs

Méme si la densité des nombres déficients est environ le triple de celle des nom-
bres abondants, nous savons qu'il ne peut exister plus de 5 nombres déficients
consécutifs, étant donné que les multiples de 6 sont abondants. Par con-
tre, de tels quintuplets de nombres déficients sont relativement faciles & trou-
ver. Mentionnons a cet effet les cinq plus petits : (1,2,3,4,5), (7,8,9,10,11),
(13,14,15,16,17), (31,32,33,34,35) et (43,44,45,46,47). Qu’en est-il des suites de
nombres abondants consécutifs ? A I'aide d’un logiciel de calcul, on obtient que
les deux premiers nombres abondants consécutifs sont 5775 et 5776, alors que
les trois premiers nombres abondants consécutifs sont 171 078 830, 171078 831
et 171078 832. On ne sait cependant pas quelle est la plus petite suite de qua-
tre nombres abondants consécutifs. De plus, pour obtenir une telle suite, on
a nécessairement besoin d’une paire de nombres abondants impairs consécutifs
et on ne connait méme pas la plus petite. Nous connaissons par contre une
suite de quatre nombres abondants consécutifs, sans savoir si elle est la plus
petite possible; son ordre de grandeur est 10%7. La méthode utilisée pour trou-
ver cette suite fait en particulier appel au théoréme du reste chinois et cette
méme méthode sera employée pour démontrer un résultat général concernant
les nombres abondants consécutifs. Le résultat qui suit donne explicitement
quatre nombres abondants consécutifs.

THEOREME 2.1 : Considérons le nombre
n = 273577775111427826516290905242627173372401101374.

Alors, les nombres n,n + 1,n + 2 et n + 3 sont abondants.

DEMONSTRATION : Pour appliquer la méthode, on doit au départ choisir judi-
cieusement trois nombres abondants m;, m, et m; relativement premiers deux
a deux. On veut ici se constituer un systéme de congruences pour répondre aux
conditions nécessaires a I'application du théoréme du reste chinois (théoréme
1.2), qui nous assurera ainsi de I'existence d’une solutior. En choisissant le
systeme

12



-1 (mod m,)
(1) n -2 {mod my)
n = -3 (mod my),

)

il est clair que les nombres n + 1,n + 2 et n + 3 sont abondants, puisqu'ils
sont divisibles respectivement par m;,mg et ms (théoréme 1.4). Un choix
judicieux des m; est ici de mise, car on veut que la solution n du systéme (1)
soit relativernent petite et en méme temps un nombre abondant. II ne faut pas
perdre de vue que l'intérét est de se donner une borne supérieure dans le but
d’avoir une certaine idée de 1’ordre de grandeur de la plus petite suite du genre.
On tentera donc de déterminer une solution minimale pour cette technique.

En faisant appel au théoréme 1.2, on obtient que la solution 4 au systéme (1)
est

Tg = mymaaiby + mymaagba +mymaasbs (mod mymam;)
= —m2m3b1 - 2m1m3bz - 3m1mzb3 (mod mlmgm;;),

ol les b; sont donnés par

m \ M-t
(2) b; = (—) (med m;) (5 =1,2,3).
mj

On est donc tenté de choisir les m; relativement premiers bien siir, mais aussi
les plus petits possibles pour augmenter les chances d’obtenir une solution mi-
nimale. Dans cette optique, on choisit m; = 52-7-11-...-29, my = 25-109 et
my = 3*-31-37-...-107, dans lesquels les points de suspension représentent le
produit des nombres premiers qui suivent et qui précédent, par exemple 11 et
29 respectivement, soit dans ce cas 13, 17, 19 et 23. Notons que pour ces choix,
nous avons f(m;) = 2.00306, f(my)} = 2.00258 et f(m3) = 2.00745, et que
'ordre est important dans I’'assignation de ces nombres aux variables my, ms
et my (voir remarque 1). Comme 2|m; et mz|n + 2, alors n est nécessairement
pair; par ailleurs, comme 3|m; et mz|n+3, alors 3|n. Il s’ensuit donc que 6|n et
donc que n est abondant. Ensuite, comme solution au systéme (2), on trouve
by = 4426224514, b, = 4077 et by = 19104677463365801516564895378523885.
En calculant dans un premier temps —momsby — 2mymsbs — 3mymabs, ce qui
donne

—4560242969901105470644321171906704577811551033026,

13



et en déterminant par la suite & quelle valeur positive minimale ce nombre
correspond modulo m;mymg, on obtient les nombres abondants consécutifs
suivants :

n = 273577775111427826516290905242627173372401101374
2-3-45596295851904637752715150873771195562066850229,
n+1 = 273577775111427826516290905242627173372401101375
= 5%.7.11-13-17-19-23-29 - 28297 - 1849044277 - 68399693729 -
2835740617471,
n+2 = 273577775111427826516290905242627173372401101376
= 2%.109 - 39216997579046420085477480682716051228841901

et
n+3 = 273577775111427826516290905242627173372401101377
= 3°.31.37-41-43-47-53-59-61-67-71-73-79-83-892.97.
101-103 - 107 - 31889515159.

REMARQUES :

1. Ce choix des m; nous assurait que la solution n serait divisible par
6 et, par conséquent, qu'elle serait un nombre abondant. Nous aurions pu
cependant utiliser un systéme comprenant quatre congruences, autrement dit
prendre quatre nombres abondants m;,ms, m; et my premiers deux & deux,
sauf que de cette fagon, les m; auraient été beaucoup plus grands, ce qui n'est
pas ce qu’on désire. D’autres choix des trois nombres abondants m;, m; et m;,
tout comme le rang du terme divisible par 6 (dans notre cas, c’était le premier
terme de la suite), peuvent étre envisagés; il en sera vaguement question dans
la prochaine section.

2. A Paide d’un logiciel de calcul, on a vérifié qu'il n'existait pas de telle
suite inférieure & 10%.

Ce qui rend cette technique intéressante, c'est qu’on peut toujours construi-
re, sans grande difficulté, des ensembles de nombres abondants sans facteur en
commun aussi grands que 'on veut. Pour s’en rendre compte, on peut regarder
comment se comporte la fonction f. Prenons un entier naturel quelconque n et

sa représentation canonique qi*¢3? ... ¢% . Considérons maintenant la fonction

14



arithmeétique
Q; +1 1)

f H Q\‘!'l at.)

l—l
n‘-H )

Si r est assez grand, le produit des quotients (—-A-n—— sera aussi grand que

I'on veut, compte tenu du théoréme qui suit :

THEOREME 2.2 : Etant donné un entier positif e, le produit
(pa+1 —- 1)
o (pa+l — pa) '
ou p parcourt l'ensemble des nombres premiers, diverge.

DEMONSTRATION : On a

(pa+1_1) _ H (pa+1_1)
o (ot —p2) S (e)-1)

P*+p*'+...+p+1)
II ”

P
(11 1)
= [[l1+=-+5+...+
p

? p®

> [[(Hl)

) p

1
> 14+) -
P

Comme ¥, }, diverge (théoréme 1.3), ceci complete la démonstration du théore-
me 2.2.

Donc, étant donné que f(n) = 1%1 | Y —-m—o'—) et que les termes

a;+1
Lf,':r—i—)‘) sont tous supérieurs & 1, il suit du théoréme précédent que nous

pouvons obtenir des valeurs aussi grandes que I'on veut pour f(m;) avec des
m,; premiers deux a deux. En particulier, ce produit peut étre plus grand que
2 de maniére a obtenir des nombres abondants m;. Bien siir, on peut aussi
faire varier les exposants o; affectés aux nombres premiers ¢; correspondants

15



pour s’approcher d'une valeur de f(n) voulue. Un tableau des différents rap-
°i+l— - . . . . .
ports Z%"-.Fr:ri)l)' devient trés utile pour examiner le poids qu'ils ont les uns par
rapport‘ aux autres en fonction des nombres premiers g; et des exposants o
correspondants. On se rendra compte cependant que cette technique devient
rapidement trés lourde, et cela & partir du moment ot I'on doit déterminer plus
de trois nombres abondants premiers deux a deux, d’autant plus que les calculs
donnent des nombres gigantesques. Le dernier exemple que nous donnerons en
fait foi et démontre aussi la pertinence d’utiliser un tableau comme celui qui

figure & la page suivante dans la recherche d’une solution minimale.

Dans le méme ordre d’idées, notons que la derniére colonne du tablean 1
représente le facteur par lequel la fonction f sera multipliée si I'on augmente de
1 la valeur de I'exposant a associé & un nombre premier p. Plus concrétement,
cette colonne peut nous aider & déterminer par exemple s'’il est préférable de
multiplier le nombre n = 5-7-...-29 = 1078282205, pour lequel f(n) =
1.93844, par un des nombres premiers apparaissant déja dans sa représentation
canonique, ou par 31, de fagon & ce qu'il devienne abondant et qu’il soit le plus
petit possible. En effet, le tableau 1 nous dit que la fonction f sera multipliée
par 1.03 si nous multiplions n par 5 et qu’elle sera multipliée par 1.032258065...
si nous multiplions n par 31. Nous avons donc avantage a choisir le premier
cas. Notons que cet exemple illustre la derniére étape qui a conduit au choix
du nombre abondant m; = 52-7-11.... 29 utilisé dans la démonstration
du théoréme 2.1. La construction de ce nombre s'est faite étape par étape en
partant avec n = S et en se posant chaque fois la question suivante : est-il
préférable de multiplier le nombre par un nombre premier apparaissant déja
dans sa factorisation ou de le multiplier par le plus petit nombre premier n'y
apparaissant pas ? Bien siir, tout cela dans l'optique de minimiser n. Pour
s'en rendre compte, il suffit de regarder comment se comporte la fonction f(n)
pour n = p® Comme

il est clair que pour un ¢ fixé, plus p est grand, plus f(p®) sera petit. Par
contre, pour un nombre premier p fixé, on remarque que f(p®) croit avec a. On
peut vérifier ce phénomeéne dans le tableau de la page suivante.
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Tableau 1 : Valeurs de f(n) pour n = p® ou p est premier

p lalfln)=f)="22] L&
2 |1 1.5 1.16667
2 1.75 1.07143
3 1.875 1.03333
4 1.9375 1.01613
5 1.96875 1.00794
6 1.984375 1.00394
7 1.9921875 1.00196
8 1.99609375 1.00098
3 11 1.333333333 1.083333333
2 1.444444444 1.025641026
3 1.481481481 1.008333333
4 1.49382716 1.002754821
5 1.497942387 1.000915751
5 |1 1.2 1.033333333
2 1.4 1.006451613
3 1.248 1.001282051
711 1.142857143 1.017857143
2 1.163265306 1.002506266
111 1.090909091 1.007575758
2 1.099173554 1.000683527
1311 1.076923077 1.005494505
2 1.082840237 1.000420345
17 (1 1.058823529 1.003267974
2 1.062283737 1.000191608
19 11 1.052631579 1.002631579
2311 1.043478261 1.001811594
29 1 1.034482759 1.001149425
3111 1.032258065 1.001008065
37 11 1.027027027 1.000711238
41 | 1 1.024390244 1.00058072

En guise de dernier résultat explicite et plus général, nous donnerons une
suite de cing nombres abondants consécutifs. En choisissant m; =5°-67-...-
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911, my = 2'%.9173,m3 = 3°.919-...-9161 et m, = 7°-112-132.172.19-....61,
on a f(m,) = 2.000469, f(ma) = 2.0000959, f(ma) = 2.0000208 et f(my) =
2.00245. Comme m; et my sont respectivement divisibles par 2 et par 3, nous
nous assurons que la solution n est divisible par 6. La suite de cing nombres
abondants consécutifs obtenue 4 ['aide de ces quatre nombres abondants est de
I'ordre de 10%46. Nous sommes maintenant préts & énoncer le résultat général
qui découle de cette idée.

THEOREME 2.3 : Pour chaque entier positif & > 2, il existe une suite de k
nombres abondants consécutifs.

DEMONSTRATION : Soit un entier k > 2. Selon le théoréme 2.2 et les obser-
vations qui lui font suite, on peut affirmer qu’il existe & nombres abondants
premiers deux i deux. Notons ces k nombres m, my, ..., m;, et considérons le
systéme de congruences suivant :

z = -1 (modmy)
= -2 (mod my)
z = —k (mod my).

Gréce au théoreme 1.2, nous savons que ce systeme possede une solution donnée
par

ol m = mymy...my et les b; sont les solutions aux congruences %"J- =1

-1
(mod m;) obtenues par b; = (—”L)¢(m’)

e {mod m;). De plus, comme toutes
les solutions sont congrues modulo m;my ... mg = m, il suffit de prendre pour
n la plus petite solution positive possible modulo m. Du systéme de congru-
ences, du fait que les m; sont abondants et du théoréme 1.5, nous déduisons
directement que n+1,n+2,...,n + k sont k nombres abondants consécutifs,

ce que nous voulions démontrer.
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2.2 Problemes analogues

Il est tout aussi intéressant de chercher d'autres types de nombres abondants
consécutifs. Les tableaux qui suivent en contiennent une certaine variété.

Tableau 2 : Les k plus petits nombres abondants pairs consécutifs

nn+2,...,n+2(k—-1)
18,20
100,102,104

348, 350, 352, 354
2988, 2990, 2992, 2994, 2996
801340, 801342, ...,801350

| O =] QO] DI &

Rappelons que nous ne connaissons pas les deux plus petits nombres abon-
dants impairs consécutifs. Cependant, nous avons obtenu un exemple d’une
telle suite en ajustant notre méthode A ce cas particulier.

Tableau 3 : Les plus petits nombres abondants impairs consécutifs

k n,n+2,...,n+2k
0 945
1| n<1.85854...375 x 10

Cette fois-ci, notre systéme de départ est le suivant :

n = -1 (mod3%-31-....107)
n = -2 (mod 2)
n = -3 (mod5%-7-...-29).

Dans ce systéme, les nombres m; = 3%-31-...- 107 (car f(m;) = 2.01483)
et my = 52.7-...-29 (car f(m3) = 2.00306) permettent de nous assurer que les
nombres n+1 et n+3 sont abondants, et c’est la conditionn = -2 (mod 2) qui
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nous assure que le nombre n+2 est pair, de maniére a ce que n+1 et n+3 soient
deux nombres abondants impairs consécutifs. Les b; nécessaires au calcul dz ia
solution n sont dans ce cas b; = 158474988507041521056553370532768359, b, =
1 et b3 = 5132514273. Enfin, la solution n congrue a (—mam3b; — 2mym3b, —
3mmabs) modulo mymam; que 'on obtient est ainsi

1858541709455485642731930288746016291535391372.

Les nombres abondants impairs consécutifs recherchés sont donc

n+1 = 1858541709455485642731930288746016291535391373 = 36-31-...-107-
136744639

et

n + 3 = 1858541709455485642731930288746016291535391375 = 5% - 7. 11 - 13-
17-19-23-29 - 427724107807 - 12399174836196621081601.

Tableau 4 : Les k plus petits nombres abondants consécutifs multiples de 3

k [nn+3,...,n+3(k-1)
2et3 942, 945, 948
4deth inconnus
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2.3 Nombres k-abondants consécutifs

Tout comrne pour les nombres parfaits, on peut étendre la notion de nombre
abondant en comparant la fonction o(n) a d’autres multiples entiers de n. Plus
précisément, on définit un nombre n comme étant k-abondant (respectivement
k-parfait) si o(n) > kn (respectivement si o(n) = kn) pour un entier k > 2.
En particulier, un nombre abondant est un nombre Z-abondant. Les plus petits
nombres 3-abondants, 4-abondants et 5-abondants sont donnés dans le tableau
5. On remarquera que ces nombres sont déja trés grands pour £ = 5 et qu'il
en est donc de méme pour les nombres k-abondants consécutifs. En effet, I'un
des deux plus petits nombres 3-abondants consécutifs doit étre impair; or le
premier nombre 3-abondant impair est 1018976683725.

Tableau 5 : Les plus petits nombres 3-abondants, 4-abondants et 5-abondants

Le(s) plus petit(s)
3-abondants | 180, 240, 360, 420, 480, 504, 540, 600
4-abondants 27720, 50400, 55440, 60480

5-abondants 122522400
Le plus petit impair
3-abondant 1018976683725

4-abondant | 3°5°7°11%13-... 80 A% 1.85 x 10
5-abondant | 3%5%7°11%213%17%19 - ... - 277 =~ 101%2

La technique utilisée au paragraphe précédent est tout aussi valable pour
obtenir des suites de ces nombres, puisqu’un multiple d’un nombre k-abondant
ou d’un nombre k-parfait est évidemment un nombre k-abondant, d’aprés le
théoréme 1.4. Cependant, les nombres que I’on obtient sont trés grands et sans
grand intérét déja pour k = 3. Nous ne donnerons donc ici qu'un seul exem-
ple de nombres k-abondants consécutifs, soit les deux nombres 3-abondants
consécutifs obtenus & 1’aide de la technique présentée au chapitre précédent
(adaptée & notre exemple), mais sans que l'on sache s’il s’agit bien des deux
plus petits.

Dans la technique élaborée pour obtenir explicitement une suite de & nom-
bres abondants, nous devions trouver k — 1 nombres abondants premiers deux
3 deux en les assignant & m;, m,, ..., mi_;, de maniére a ce que la solution n
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soit divisible par 6. Cette facon de faire permet de réduire le systeme de départ
a k — 1 conditions ainsi que la taille des m;, mais la technique reste tout aussi
valable si nous choisissons au départ k¥ nombres abondants m;, . .., m; premiers
deux a deux, comme auparavant. La technique & privilégier dépend de ce que
'on cherche au départ. Par exemple, deux congruences sont nécessaires si on
veut obtenir deux nombres k-abondants pour tout k£ > 1, parce qu'une seule
condition ne peut donner |'assurance que la solution sera précédée ou suivie
d'un nombre k-abondant.

Ainsi, pour déterminer 2 nombres 3-abondants conséeutifs, il suffit dans un
premier temps de choisir les deux nombres 3-abondants premiers deux & deux
my =3%.52.72.11-,...29 (car f(m;) = 3.02048) et my = 2°.31-...-197 (car
f(mg) = 3.00282). Nous avions ici besoin d’un nombre pair et d’'un nombre
impair, ¢’est pourquoi nous avons pris pour m, le plus petit nombre 3-abondant
impair et ensuite pour m, le plus petit nombre 3-abondant pair sans facteur en
commun avec m;. Dans un deuxiéme temps, nous n’avons plus qu’a déterminer
la solution n au systéme

-1 {mod m;)
-2 (mod m,).

n

n

De ce systeme, on obtient deux nombres 3-abondants n + 1 et n + 2 de I'ordre
de 2 % 10%. Voici les calculs :

La solution z4 au systeme précédent est donnée par

—maby — 2m by = ~4109578667076519731948314210734930799000448997533441827
106730242643106365781835585026.

De 13, on obtient

n = 2211885789620508807288021627802116346890204883248692325780728438
496559667146018418174,

soit la plus petite solution positive congrue a x5 modulo m;m,. Notons que les
deux nombres 3-abondants consécutifs obtenus sont

n + 1 = 2211885789620508807288021627802116346890204883248692325780728
438496559667146018418175 = 3%.52-72-11-13-17-19-23-29-2170693230717190233
309841800033103448223068793505422587269641245290467323
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et

n + 2 = 2211885789620508807288021627802116346890204883248692325780728
438496559667146018418176 = 2%-31-...-79-83%-89....-197- 10889 - 788993.

Il est important de nous rappeler qu’en procédant de cette maniére, c’est-a-
dire en choisissant en premier lieu le plus petit nombre 3-abondant impair, nous
n’avons qu’augmenté nos chances d'obtenir le couple de nombres 3-abondants
consécutifs le plus petit possible. En somme, rien ne contredit le fait qu'en
prenant deux autres nombres 3-abondants premiers deux 4 deux plus grands
que m, et my, nous aurions pu obtenir une solution plus petite. Par exemple, en
remplagant tout simplement m, par M; = 3%.5%.7-...-29 = (4";-‘1-) > m, (pour
lequel f(M;) = 3.00047) dans le systéme mentionné ci-dessus, nous trouvons
comme solution n un nombre de ['ordre de 4 x 10%, qui est donc plus petit que
le précédent. En fait, il s’agit du plus petit que nous ayons trouvé dans notre
recherche de deux nombres 3-abondants consécutifs.
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Chapitre 3 : Les nombres
puissants consécutifs

3.1 Définitions et résultats utiles

Un entier positif n est dit puissant si pour tout diviseur premier p de n on a
p*ln. Les nombres puissants se définissent donc directement & partir de leur
représentation canonique, ce qui n'est pas sans poser de difficultés pour les
découvrir, puisqu'il faut dés lors connaitre toute la factorisation d’un nombre
avant de pouvoir déterminer s'il est puissant ou non. Cependant, nous avons
tout de méme mis au point une méthode fort pratique faisant appel au plus
grand commun diviseur et qui permet d’identifier un nombre puissant beaucoup
plus rapidement qu'en le factorisant complétement. Ensuite, contrairement a
ce qui s’est passé pour les nombres abondants consécutifs, nous donnerons la
démonstration d’un résultat général sur les nombres puissants consécutifs avant
d’en chercher des exemples en particulier. Peu de travaux ont été menés 2 ce
sujet pour les nombres abondants, ce qui n’est pas le cas pour les nombres
puissants, et quelques résultats seront mis de |'avant en guise d’introduction au
probléme traité dans ce document.

DEFINITION 3.1 : Un nombre entier plus grand que ou égal 4 2 est dit puissent
si chacun des exposants qui apparaissent dans sa représentation canonique est
supérieur 2 un.

Exemples : 72 = 23 - 32 est puissant, alors que 600 = 23 - 3 - 52 ne 'est pas.

DEFINITION 3.2 : Soit & et n, deux entiers positifs, et p, un nombre premier.
On dira que p* divise ezactement n si « est le plus grand entier positif pour
lequel p?|n, auquel cas on notera p®||n.

DEFINITION 3.3 : On dira qu'un entier n est libre de carrés si chacun des
exposants contenus dans sa représentation canonique est égal a un.

DEFINITION 3.4 : Soit f et g deux fonctions définies sur l'intervalle [a, +00)
(ot a > 0). On dit que f(z) = O(g(z)) s'il existe deux constantes M > 0 et zg
telles que |f(z)] < Mg(z) pour tout z > z,.

Par exemple, pour une fonction f(z) bornée, on peut dire que f(z) = O(1).
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DEFINITION 3.5 : Pour s > 1, on appelle la fonction {(s) = ©}% L la fonction
2éta de Riemann.

DEFINITION 3.6 : On définit la fonction arithmétique u de Moebius de la fagon
suivante :

1l sin=1
p(n) = 0 si p?|n pour un certain premier p
(-1)" sin=qq"...g, soit r nombres premiers distincts.

DEFINITION 3.7 : Pour un z réel, on note [z] la fonction partie entiére de z,
laquelle désigne le plus grand entier inférieur ou égal a z.

DEFINITION 3.8 : Une équation de Pell est une équation diophantienne de la
forme 22 — Dy?® = 1, ot D est un entier positif différent d’un carré.

THEOREME 3.1 (Nagell [17]) : Soit D un entier positif tel que vD est irra-
tionnel. Alors, I’équation de Pell 22 — Dy? = 1 admet une infinité de solutions.

Les dix plus petits nombres puissants sont 4 = 22,8 = 23,9 = 32 16 =
24,25 = 52,27 = 33,32 = 25,36 = 22.3%,49 = 7% et 64 = 25. Pour de
petits nombres comme ces derniers, la factorisation s’obtient rapidement avec
n'importe quel logiciel de calcul. Cependant, cette méme opération risque d’étre
assez longue pour un nombre de 25 chiffres. Heureusement, il est possible
d’identifier un nombre puissant sans en déterminer au préalable la représenta-
tion canonique. Voici donc I’argumentation menant a un algorithme qui fait
appel au plus grand commun diviseur (pged) et qui s'avére ainsi plus rapide.

Définissons d’abord le nombre

P = H b,

p<lok

ol le produit parcourt tous les nombres premiers p < 10 et oli k est un entier
positif. Soit maintenant un entier positif n tel que n < 10%%. Avant toute
chose, remarquons que si n est puissant, alors (n, P;)?|n. Donc, dans le cas
contraire, c'est-a-dire si (n, P)? ne divise pas n, nous pouvons affirmer que n
n’est pas puissant. Ce critére constitue une condition nécessaire 3 la poursuite
de notre algorithme et un premier élément d’évaluation. Etant donné que ce
critére n'est pas suffisant, compte tenu du fait que la restriction n < 10° peut
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impliquer la présence de nombres premiers ¢ > 10* dans la factorisation de n,
nous devons effectuer d’autres tests avant de conclure.

Supposons donc que (n, P)?|n, auquel cas on peut écrire

n=ab, oiae= [[ pettr= [[ »*
Plin Pelln
p<lo* p>10%

De cette fagon, les nombres a; et by, sont évidemment puissants et uniques pour
chaque n. L’'astuce principale de I'algorithme vient de cette derniére écriture
du nombre n. En effet, une fois que nous avons vérifié que (n, Fi)?|n, il suit
directement que le nombre a; est puissant. Il ne nous reste plus qu'a vérifier
si 'entier by est puissant lui aussi. Or, pour trouver b, il suffit de diviser n
par tous ses facteurs premiers inférieurs 3 105. Pour ce faire, on peut tout
simpiement se servir de l’algorithme suivant : pour commencer, on pose m =n
et ensuite on calcule ¢ = (,;"'7‘,"—). Si ¢ # m, on pose m = ¢ et on recommence
le calcul de ¢ = m"‘?ﬁ. On répete donc ce processus jusqu’a ce que g = m, ce
qui se produira éventuellement lorsque (m, P;) = 1. Ace moment, nous avons

supprimé de la factorisation de n tous les nombres premiers p < 10k. Clest
alors qu’on obtient m = b;.

Encore une fois, nous allons en quelque sorte contourner le probiéme de la
factorisation de by pour savoir s’il est puissant ou non. C'est ici qu’entre en
jeu la restriction n < 10°. En rappelant que chaque facteur premier de b est
supérieur & 10% et en remarquant aussi que by < 10%, nous déduisons que les
seules formes possibles de b garantissant qu'il est puissant sont

b = p%, 0, p* et P2,

ol p et ¢ sont des nombres premiers supérieurs a 10¥. Or, I'avénement de 'une
ou de ’autre de ces possibilités est équivalent au fait que la racine carrée ou
cubique de b, est un entier.

La procédure décrite précédemment est comprise dans ce programme écrit
en MATHEMATICA :

f[n.]:= If{IntegerQ{n/GCD{pk,n}?], I f{{m = n; While[(g = m/GC Dpk, m])! =
m,m = q|}; IntegerQ[Sqrt[m]]|| IntegerQ[m'/?], 1,0, 0],

laquelle fonction f : [2,10%] — {0, 1} définit la fonction
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_ | 1 sinest puissazt,
fn) = { 0 autrement.

REMARQUES :

1. Pour identifier par exemple les nombres puissants de 9 chiffres et moins
avec cet algorithme, il suffit de connaitre les 25 premiers nombres premiers,
en d'autres termes P, = [T < 90 p. Toutefois, I'expérience montre qu'il est plus
rapide de faire plutét usage de P, car dans ce cas le processus s'arrétera plus
souvent dés la premiére condition, c’est-a-dire que (—Pf,;); soit un entier. De
cette facon, on évitera le calcul des racines carrée et cubique de m. De plus, le
calcul de (n, P;) est extrémement rapide.

2. Le calcul de P; (ou pk dans le programme ci-dessus) peut se faire comme
ceci a l'aide du logiciel de calcul MATHEMATICA :

pk=1;i=1;While[(p=Primeli]) <10%, (pk = pk * p)&&(i + +)]
(c'est le cas k = 4).

3. En utilisant le logiciel de calcul MATHEMATICA, nous avons comparé
le temps requis pour compter le nombre de nombres puissants compris entre
900000 et 1000000, en factorisant dans un premier temps tous ces nombres et
dans un deuxiéme temps en utilisant notre algorithme. Pour compter ces 108
nombres, la premiére méthode a pris 120 secondes, tandis que la deuxiéme n’a
pris que 86 secondes.

Aussi, la littérature abonde de résultats concernant les nombres puissants
(voir en particulier Guy [11]). Toutefois, dans ce travail, nous nous attarderons
davantage & la distribution des nombres puissants consécutifs.

Une questions & la fois simple et naturelle que I'on peut se poser sur la
suite des nombres puissants est certainement de se demander combien il y
en a approximativement par rapport aux entiers naturels. A cet effet, nous
pouvons rapidement calculer, 4 I'aide de notre algorithme, qu'il y a par exemple
3 nombres puissants inférieurs a4 10, 53 inférieurs a 1000 et 618 inférieurs a
100000. De fagon générale, nous allons montrer que le nombre de nombres
puissants < z, que nous noterons P(z), est de 1'ordre de /.
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THEOREME 3.2 : Lorsque z — 00,

- 13 = $6/2)
P(z) =CVz+0(z?), oa C ) 2.17.

DEMONSTRATION : Remarquons d'abord que tout nombre puissant n peut
s'écrire de maniére unique sous la forme n = m?r3, pour un certain entier
positif m et un certain entier positif r libre de carrés.

On a donc que

Piz) = Y A= p0) Y 1= b [;{,—2]

mirdgz r3<z m3<z/r3 r<ztid

= 3 ﬁ(ﬂ(‘{; +0(1) vz Y “3,2 +0(z'/%)

r<zl/a r<zl/3
-] 2
) (r—-l ri/2 >Zl:/a ;:'3(/;)) +061)
- i (LB - rw) + o),

o R(z) = £33, & = O (v t32dt) = O(z7F9).

On obtient ainsi

P(r) = yzo3/2) ((/)) +O(Vz - z7Y) + O(z/3) = \/—C(%?) +0(z"3),

ce qu'il fallait démontrer.

Dans le tableau qui suit, on retrouve la valeur exacte de P(10*), pour chaque
entier positif £ < 7, de méme que la partie entiére de la valeur correspondante
prédite par le terme principal de la formule donnée dans le théoréme 3.2, soit

VT - ((3/2)/(3).
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Tableau 6 : Valeurs de P(z) et de [\/Z - {(3/2)/¢(3)] pour T = 10* avec

1<k<7
z | P(z) | [V=-€(8/2)/¢(3)]
10| 3 6
10° | 13 21
10° | 53 68
10*] 184 217
10° | 618 687
10° | 2026 2173
107 | 6552 6872
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3.2 Résultats préliminaires sur les nombres puis-
sants consécutifs

Une équation diophantienne toute simple permet d’obtenir des nombres puis-
sants consécutifs. Plus précisément, considérons I’équation z? — 2y® = 1. Elle
constitue un cas particulier des équations de Pell qui sont définies dans la section
précédente. Ce qui nous intéresse n’est pas seulement de trouver des nombres
puisssants consécutifs, mais aussi de savoir s'il existe une infinité de nombres n
tels que n et n+1 sont puissants. Le théoréme 3.1 répond a cette question dans
'affirmative. D'aprés ce théoréme, I’équation de Pell 22 — 2y% = 1 posséde une
infinité de solutions. Considérons alors une solution 2 =a #lety=5b#0
de cette équation diophantienne. Ainsi, a® — 2b% = 1, de sorte que les nombres
2b? et a? sont consécutifs. Il ne reste plus qu'a démontrer que ces nombres sont
puissants. Par définition, a? est un nombre puissant, tout comme b?. Est-ce le
cas pour le nombre 2b% ? Pour qu'il soit puissant, il faut que b soit pair, car
sinon, 'exposant affecté au nombre premier 2 dans la représentation canonique
de 2b? sera 1, ce qui n’est évidemment pas conforme 4 la définition d'un nom-
bre puissant. Or, on peut facilement montrer que b doit étre pair & partir de
I'équation a? — 2b% = 1. Premitrement, a® = 2b? + 1 implique que a? est impair
et donc que a I'est aussi. Deuxi¢émement, 26> = a? — 1 = (a — 1)(a + 1), soit le
produit de deux nombres pairs a —1 et a+1. On en déduit que 2b? est divisible
par 4. Cela implique en particulier que b est pair, et donc que b est pair, ce
qui complete la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 3.3 : Il existe une infinité de couples de nombres puissants de la
forme {n,n +1}.

Regardons maintenant quels sont les premiers couples de nombres puissants
consécutifs. La premiére fois que deux nombres entiers consécutifs sont puis-
sants survient pour 8 = 23 et 9 = 3%. Ces deux nombres peuvent &tre trouvés
& partir de la solution z = 3,y = 2 de I'équation z® — 2y = 1, mais est-ce
toujours le cas des nombres puissants consécutifs ? Cette question sera ap-
profondie plus en détail dans les paragraphes suivants. Pour !'instant, nous
allons présenter une méthode pour générer une infinité de solutions de cette
équation et ce, & partir d’une solution de départ (z,y) = (a,b). Soit donc a
et b des entiers positifs tels que a> — 26> = 1. On affirme que £ = 3a + 45
et y = 2a + 3b est une autre solution de notre équation. En effet, nous avons
22 — 2y? = (3a + 4b)% — 2(2a + 3b)2 = 4 — 2%. Maintenant, partant de la
solution (3, 2), nous pouvons générer une infinité de solutions et du méme coup
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une infinité de couples de nombres puissants consécutifs. Le premier couple
{8,9} nous améne ensuite & {288, 289}, en considérant premiérement la solution
z1 = 3(3)+4(2) = 17,41 = 2(3) +3(2) = 12 et en rappelant qu'ainsi les nombres
2y? et 2 seront puissants consécutifs. Par la suite, on obtient successivement
les couples {288,289}, {9800,9801}, {332928, 332929}, {11309768, 11309769}
et ainsi de suite.

REMARQUE : il est facile de montrer, en partant de la solution minimale
(z1, 1) = (3,2), qu'on peut obtenir les solutions récurrentes (z,,y,) & par-
tir de 'équation z,, + ¥»v2 = (3 + 2v/2)". Par exemple, on aura z, + /2 =
(3+2v2)2 =9+ 122 + 8 = 17 + 12v?2, d'o 1a solution z, = 17 et 3, = 12.
Cette méthode sera par ailleurs approfondie dans la section suivante.

En recherchant les paires n,n 4+ 1 de nombre puissants consécutifs pour n <
107 & l'aide d'un logiciel de calcul, on s'apercoit rapidement que les solutions
générées dans le paragraphe précédent ne nous donnent pas toutes les paires de
nombres puissants consécutifs. A cet effet, on peut consulter le tableau 7.

Tableau 7 : Liste des paires de nombres puissants de la forme {n,n + 1} ainsi
que leur représentation canonique pour n < 107

n n+1

g =2 9=3°

288 = 2°. 3¢ 289 = 177

675 = 3% . 5¢ 676 = 22 - 13°

9800 = 2% . 5% . 72 9801 = 37. 11°
12167 = 23° 12168 = 27-32. 13
235224 = 2% - 3 - 112 235225 = 52 - 072
332928 = 27. 37172 332929 = 577°
465124 = 2°.11%. 31¢ 465125 = 5° - 61°
1825200 = 2% 37.5% . 137 | 1825201 = 72 - 193

Par contre, en observant attentivement la factorisation de ces paires de
nombres, nous remarquons que dans tous les cas sauf un (12167 et 12168), nous
pouvons leur associer une équation diophantienne de la forme 22 — py® = +1.
Par exemple, 676 —675 = 2.132—33.52 = 1. Ceci nous améne 4 étaler la théorie
générale permettant de trouver, lorsqu’elles existent, les solutions aux équations
de Pell. Cette théorie sera exposée en quatre parties. La premiére, qui constitue
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’essentiel de la section suivante, nous introduira aux fractions continues. En
plus de contribuer & la démonstration du Théoréme 3.1 du point de vue de
Pexistence d’une solution, les définitions et les résultats qui y sont exposés nous
permettront de trouver expliciternent une solution & toute équation de la forme
exprimée dans le théoréme 3.1. Une fois que nous connaissons une solution de ce
type d’équation, en particulier une solution que nous appellerons fondamentale,
il est possible de générer toutes les autres. Les résultats a cet effet feront ’objet
de la deuxiéme partie, laquelle est présentée a la section 3.4. Nous étant jusque
12 contentés des équatinns de Pell de la forme z° — Dy? = 1, nous étendrons
par la suite notre travail dans la section 3.4 aux équations diophantiennes plus
générales de la forme 22 — Dy? = k. Ces derniéres nous permettent par
exemple de trouver des nombres puissants impairs et consécutifs dans le cas
k = 2. Finalement, nous compléterons notre étude en considérant des équations
diophantiennes de la forme az® — by? = *c pour des nombres entiers positifs a
et b bien choisis, cela de maniére & obtenir des nombres puissants consécutifs
qui ne sont pas des carrés parfaits. Cette derniére partie mettra un terme a la
section 3.4 portant sur les nombres puissants consécutifs.
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3.3 Fractions continues

I1 est admis que 1'étendue des applications mathématiques découlant de la no-
tion de fraction continue dépasse largement les brefs résultats que nous nous
contenterons d’exposer ici. En fait, on peut dire que cette branche de la théorie
des nombres ne nous sera surtout utile que pour un théoréme, soit celui affir-
mant que tout nombre irrationnel a une représentation unique comme fraction
continue infinie. Par contre, les fractions continues nous seront trés utiles pour
déterminer explicitement des paires de nombres puissants consécutifs. Pour
cela, nous devons tout d'abord définir les fractions continues finies.

DEFINITION 3.9 : Une expression de la forme

. 1
ay
32+a3+ ! '

Oneitan

ou les g; sont des nombres complexes différents de zéro, est appellée fraction
continue finie (elle est dite simple si tous les ¢; sont des entiers).

Notons que d’apres cette définition, une fraction continue simple finie représente
évidemment un nombre rationnel. Le résultat inverse est aussi vrai.

THEOREME 3.4 (De Koninck et Mercier [5]) : Tout nombre rationnel peut
s'écrire comme une fraction continue simple finie.

Ce résultat se retrouve dans tous les livres de base en théorie des nombres.
Cela dit, comme nous utiliserons sa démonstration dans un programme un peu
plus tard, nous avons décidé d’en donner les détails ici. La démonstration de
ce théoréme est tcute simple et ne fait intervenir que l'algorithme d'Euclide.
Pour [I'illustrer, prenons le nombre rationnel a/b, avec (2,b) = 1 et b > 0.
En appliquant I'algorithme d’Euclide, on obtient successivement les équations
suivantes :

a=a1b+b1, 0<b1<b
b= azb, + b, O<ba<hy

by = azby + b3, 0<b; <hy

bpoa = noibn2+bnor, 0 <booy <Mpop
bn—2 = @nba-1.
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Comme tous les b; sont des entiers positifs, on en déduit que les termes ay, ..., a,
sont eux aussi des entiers positifs. Nous pouvons donc réécrire les équations
présentées ci-dessus de la maniére suivante :

b T h

b ba

Y

b1 _ b3

b = a3+ B
bn—2 = a,
bn-l

Enfin, par des substitutions successives, on obtient :

a 1
- = al + —— al + —————
b (b/b!‘) @ + (bl;b2)
= o1+ 1
! a + s 1
...“n_l_hm

Cette derniére expression a plusieurs étages s’appelle le développement du nom-
bre a/b en fraction continue (elle est dite simple si tous les a; sont des entiers,
1 <1 £ n). Afin d’alléger son écriture, on utilise I'abréviation [a;, a2, ..., 24).

REMARQUE : Il est possible de représenter un nombre rationnel comme fraction
continue simpie finie de deux maniéres différentes. En effet, si nous prenons
a/b = a1, a2, ...,an] avec @, > 1, on peut écrire

1

an=an—1+l=an-1+I,

de sorte que
G/b = [a'lx a2, "'aa’n] = [01,02, seey g — 1, 1]-
Autrement dit, un nombre rationnel peut étre représenté par deux fractions

continues simples finies, I'une contenant un nombre pair d’entiers et I’autre un
nombre impair.
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DEFINITION 3.10 : Une fraction continue simple finie formée a partir de
(a1, @z, ..., a,] en enlevant tous les termes qui suivent un terme donné est ap-
pellée réduite de la fraction [a,, a3, ..., a5]. On note Cy = [a;] la premiére réduite
de [ay, @y, ..., 6] et en général C; = [a1, @y, ..., 8%}, 1 < k < n, la k-iéme réduite
de la fraction [a, as, ..., Gn)-

Etant donné que les termes définis ci-dessus nous seront d’une grande utilité
pour trouver des solutions aux équations de Pell z2 — Dy? = 1, nous allons
maintenant exposer un outil pour déterminer rapidement & quel nombre ra-
tionnel correspond une k-iéme réduite donnée. Calculons tout d’abord les qua-
tre premiéres réduites de [a;, a3, ..., @) :

Ci = [a]=a,

1 a1ag +1
C, = [01,ﬂ2]=01+—='1—2—-—,

a2 a

1 (a1a2 + 1) -a3 +a)
C;y = [a,a,a3l =06+ = ,
3 [01,02,04] = 0y ay + (1/a3) @03 + 1
1 . 1

Ci = [a1,02,03,04] = (@az + Los + o) 2 + (@05 + ).

(aa03 +1) a4 + a2

De fagon a simplifier ces derniéres expressions, nous définissons deux suites
récurrentes {px} et {qx} :

p=1p1=8a,pn = @uPp-1+Pn-2, OUN 22,
0=0,q=1,¢ = @ndn_1+ a2, OUN 22

En y regardant de plus prés, on constate que ce choix judicieux est tel que

C1=Ela Cz-“-‘&, Gs=21,
a1 7] ¢3

et qu’en utilisant une récurrence simple, on démontre facilement le résultat
général suivant.

THEOREME 3.5 (De Koninck et Mercier [5]) : Si Cy est la k-itme fraction
réduite de la fraction continue simple finie [a;, @y, ..., a,], alors on a

Cr= &‘-, pourk=12,...,n
Gk

35



Nous avons vu que tout nombre rationnel peut s’exprimer comme une frac-
tion continue simple finie. Voyons maintenant ce que nous pouvons faire avec
les nombres irrationnels et les fractions continues infinies.

THEOREME 3.6 {De Koninck et Mercier [5]) : Soit a;, a2, a3, ..., une suite
infinie d’entiers positifs, sauf peut-étre a;. Soit C, = [a;,az,...,as). Alors,
lim, 10 Cy existe et est finie.

DEFINITION 3.11 : Soit ay,as,a3, ..., une suite infinie d’entiers positifs, sauf
peut-étre ;. On définit la limite de V'expression {ay, @y, ..., ¢;] lorsque n tend
vers l'infini comme étant une fraction continue simple infinie.

THEOREME 3.7 (De Koninck et Mercier [5]) : Toute fraction continue simple
infinie représente un nombre irrationnel.

Tout comme pour les fractions continues simples finies et les nombres ra-
tionnels, I'implication inverse du théoréme 3.7 est vraie. D'ailleurs, il existe un
algorithme astucieux qui permet de le démontrer. Puisqu'il nous sera utile par
la suite dans un programme, nous en donnons ici tous les détails.

Soit &; un nombre irrationnel. Nous voulons construire une suite de nombres
ax telle que la fraction continue simple infinie {a,, as, a3, ...] converge vers a;.
Pour ce faire, on définit d’abord la suite d’entiers a comme ceci :

1 1 1
dp = ~——a— 3= —F—, g = —, ...
2 ay — [01] 3 Qy — [C!g] 4 Qg — [03],

On pose ensuite
ay = [, a2 = [avg), a3 =[], ..

En somme, on a la relation suivante :

ap = [Olk], ol ax = et k>1.

Qi — Qf
Montrons maintenant que cette construction meéne au résultat escompté. Re-
marquons premiérement que o représente un nombre irrationnel pour tout
k>1,et que
0<ak—ak=ak-[ak] <1
Nous en déduisons que
1

G — Qi

Qkyl = > 11
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et donc que cette construction nous assure que les entiers a,, as, a4, ... Sont tous
positifs. La relation de récurrence de la forme

1
g = 0 + —
Qe

nous donne donc par des substitutions successives
Q) = [al, 0!2] = (@), a9, 0!31 == [01, B2, -.-y Gy O]

Or, st on pose @ = Cy, comme étant la m-iéme réduite de [a;,a, ..., Gm-1, &),
il s’ensuit que
_Pn QnPn—1 + Pr—-2

a =[ay, 83, .syGn-1,0p]| =Cp = — = .
[1 2 yOn—1, n] n In anQn-1+an"2

Finalement, on peut écrire pourn > 2 :

@nPn-1 +Pn2 _ Pn-l

Qndn-1+0an—2  gpg

_Pn-19n-1 ~ Pn-2qn-1 _ (-1)"
Gn-1(OnGn-1 + Gn-2) B Gn-1(0ngn-1 + Gn-2) .

a-Chpy =

Cette derniere égalité nous permet de conclure que a — C,_; — 0 lorsque
n — +00, car a, > 0 pour n > 2 et g, est une suite décroissante. En fait, nous
avons établi la relation

a= lim C, = lim (a1, 8, ..., an],
d’ot le théoréme ci-dessous.

THEOREME 3.8 (De Koninck et Mercier [5]) : Tout nombre irrationnel posséde
une représentation unique en fraction continue infinie.

Les étapes menant au dernier résultat sont comprises dans le programme écrit
en MATHEMATICA ci-dessous. Remarquons que dans ’exemple d’utilisation
donné, le programme rend les 10 premiers termes de la fraction continue infinie
représentant la racine carrée de 12167, de méme que les nombres pyy et gy
définissant la dixiéme réduite (Cyo) de v12167.

k=1; fe={};
a=Sqrt[12167};
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a=IntegerPart[c];

o=1;

p=IntegerPart[a];

x=0; g=1; P=0; Q=0;

While[k <= 10,(fc=Join(fc,{a}])&&(a=1/(a-2))&&
(a=IntegerPart(a])&&
(P=a*p+¢)&&(Q=a*q+x])&&
(6]=p)&&(p=P)&&(x=0)&&(q=Q)&&
(k++)];

Print[fc,” n’np= ” ,¢],n q=n’x]]

110,3,3,2,8,19,1,14,1,4 p = 33903848 q = 307367

Il est intéressant de noter qu’avec ces dix premiers termes, la réduite
Cro = 110.3041250361945.. .., alors que
V12167 = 110.3041250361925 . ..

Il existe une foule de propriétés connues au sujet des nombres Cj, py et g,
la plupart trouvant leur utilité dans la recherche des racines rationnelles des
polynémes ou encore dans |'approximation des nombres irrationnels. Certes,
quelques-unes de ces propriétés sont utilisées dans la démonstration des pro-
chains résultats, mais comme seuls les énoncés de ces théorémes nous serviront,
nous avons omis de les présenter. En d’autres termes, nous passons dés main-
tenant aux applications de cette théorie aux équations de Pell.
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3.4 Equations diophantiennes et nombres puis-
sants consécutifs

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour étudier et résoudre explicite-
ment certaines équations diophantiennes. Nous verrons donc dans cette section
comment générer des suites infinies de couples de nombres puissants consécutifs
en utilisant ces équations. De plus, nous donnerons plusieurs résultats sur
'existence de solutions pour des types bien précis d’équations diophantiennes,
qui nous donneront par le fait méme des indications sur les différentes formes
que peuvent prendre les nombres puissants consécutifs en général.

THEOREME 3.9 (Shockley [19]) : Soit D un entier positif qui n’est pas un carré,
et n, un entier tel que |n| < VD. Si z =z et y = g est une solution positive
de z? — Dy? = n, alors z4/y, est une des fractions réduites (c’est-a-dire Cj, pour
un certain k) de v/D.

De ce théoréme, il suit que si 2, 1o est une solution positive de 22 — Dy? = +1,
alors g = pn et Yo = gn, Ol Pn/gn €st une fraction réduite de vD. Cette
implication vient du fait que Zo/yy = Pr/¢n et que (o, %) = (Pn,gn) = 1. De
fagon plus générale, on a le résultat suivant au sujet des équations de la forme
12 — Dy? = £1.

THEOREME 3.10 (Shockley [19]) : Soit D un entier positif qui n’est pas un
carré. Soit m la longueur de la période de la fraction continue simple infinie
représentant v/D.

(a) Si m est pair, alors les solutions positives de 2 — Dy? = 1 sont

Z = Pkms ¥ = Gikm (k=1,2,3, ),

et I'équation diophantienne 72 — Dy? = —1 ne posséde pas de solution.
(b) Si m est impair, alors les solutions positives de z* — Dy? = 1 sont

T =DPkmy ¥ = Qkm (k=2!4’6: ):

et les solutions positives de 2 — Dy® = —1 soat

T = Pim, ¥ = Gem (k=1,3,5, ...).

Grace & ce dernier résultat, nous pouvons donc déterminer toutes les solu-
tions positives aux équations diophantiennes de la forme z2 — Dy? = 41,

39



lorsqu’elles existent. Dans notre cas, nous pouvons ajouter que ce théoréme
s’avére étre un outil trés pratique pour trouver explicitement des nombres puis-
sants consécutifs. Pour ce faire, il suffit de choisir D comme étant un nombre
3-puissant (voir la définition 3.12 ci-dessous), sans qu’il ne soit bien sir un
carré, et de déterminer la période de la fraction continue qui lui est associée.

DEFINITION 3.12 : Un nombre entier plus grand que ou égal & 2 est dit
k-puissant si chacun des exposants qui apparaissent dans sa représentation
canonique est supérieur ou égal a k.

Pour illustrer I'utilité du théoréme 3.10, nous allons déterminer tous les cou-
ples de nombres puissants consécutifs {n, n+1} tels que I'un est un carré parfait
et 'autre de la forme 27m2. Dans un premier temps, il faut trouver la période
de la fraction continue infinie représentant +/27. En utilisant le programme
montré précedemment, on constate que les 10 premiers termes de cette frac-
tion continue infinie sont 5, 5, 10, 5, 10, 5, 10, 5, 10 et 5, de sorte que sa période
est 2. Comme cette période est paire, on en déduit que ’équation diophanti-
enne 22 — 27y = —1 ne possede pas de solution, et par le fait méme qu'il ne
peut exister de carré parfait précédent immédiatement un nombre puissant de
la forme 27m?. Les seuls couples de nombres puissants possibles s’obtiennent
donc successivement & partir des couples (ps, ¢2), (P4, %), (06, gs) et ainsi de
suite, les trois premiers étant

675=3%-5% et 676 = 22 - 132,
1825200 == 24 . 3% .52 . 132 et 1825201 = 72 - 1932
4931691075 = 35 . 52. 172 - 532 et 4931691076 = 22-13%.37%2.732.

1] existe cependant une formule générale qui n’utilise que la solution fondamen-
tale (voir la définition ci-dessous) de I'équation z2 — Dy® = +1 pour générer
toutes ses solutions positives. De plus, cette formule nous ménera vers la théorie
qui nous permettra de déterminer explicitement des solutions (lorsqu’elles ex-
istent) aux équations diophantiennes de la forme 22 — Dy? = +k, avec k > 1.

DEFINITION 3.13 : La solution fondementale z;, y, de I'équation de Pell 2 —
Dy? = %1 est celle pour laquelle z; et y; sont les plus petits nombres entiers
positifs possibles satisfaisant cette derniere.

Ainsi, on déduit du théoréme 3.10 que si m est la longueur de la période du
développement de /D comme fraction continue simple, alors la solution fon-
damentale de 'équation de Pell est £; = pm, ¥1 = g lorsque m est pair ou
eNncore Iy = Pom, Y1 = Qom dans le cas inverse.
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THEOREME 3.11 (Shockley [19]) : Si D est un entier positif tel que sa racine
carrée est irrationnelle, alors toutes les solutions positives z,, y, de I’équation
de Pell z2 — Dy? = 1 sont données par la formule

z, + yn\/-ﬁ = (xl + yl\/ﬁ)n’
ol T,, ¥, est la solution fondamentale de z2 — Dy? = 1.

En utilisant le théoréme 3.11, il n’est donc plus nécessaire de calculer les
réduites pem/qrm pour k = 2,3,4, ..., mais seulement la réduite p, /g, (ot m
correspond 2 la période de la fraction continue associée 2 v/D) pour obtenir
nos solutions et du méme coup les nombres puissants consécutifs. De plus,
cela peut devenir un avantage en terme de temps, car le calcul des réduites
pj/q; est un peu plus long que le simple calcul donné dans le théoreme 3.11,
a condition évidemment d'utiliser ’ordinateur. Voyons maintenant un résultat
complémentaire qui comprend en prime le cas 2 — Dy? = 1.

THEOREME 3.12 (Nagell [17]) : Soit D un nombre entier positif qui n’est pas
un carré parfait. Supposons que l'équation 72 — Dy? = —1 est résoluble et
que &, 7y est sa solution fondamentale. Alors, les nombres z,, 3, définis par
'équation

21+ 11VD = (& + mVD)? =€ + D(m)? + 26m VD
constituent la solution fondamentale de 22 — Dy? = 1. De plus, si on écrit
& +1aVD = (& +mVD)",
on cbtient :

(a) toutes les solutions positives £, n de 22 — Dy® = —1 lorsque n parcourt
tous les entiers positifs impairs;

(b) toutes les solutions positives z = &,, y = 7, de % — Dy? =1 lorsque n
parcourt tous les entiers positifs pairs.

De maniére plus générale, on a :

THEOREME 3.13 : Si p est un nombre premier de la forme 4n + 1, alors
'équation diophantienne

(3) &-pnr=-1

posséde toujours des solutions entiéres £ et 7.
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DEMONSTRATION : Soit z;, ¥, la solution fondamentale de 1’équation
(4) 2’ ~-plyt=1.

Ainsi, on a l'égalité suivante :

(5) 73~ 1=p%.

De cette derniére équation, on déduit que z; est impair. En effet, comme z;,
y1 est une solution de 1’équation (4) et que, par hypothése, p est impair, on en
conclu tout d’abord qu'ils sont de parité opposée. Donc, en supposant que z;
est pair, on aurait la relation contradictoire z2 —1 = -1 = p¥y? = p(£1)? = p°
(mod 4), ou plus simplement —1 = p* (mod 4). Ainsi, comme z, est impair,
il suit que (z; — 1,z; + 1) = 2. De Iéquation (5), on a donc

T +1=26 1, F1=20°p%,

ou £ et 1 sont des entiers naturels et y, = 2én. En éliminant z; de ces deux
aernieres équations, on obtient :

4] = 62 _ p3n2_

Or, en remarquant que y; > 7, on peut exclure le cas positif (du signe £). On
se retrouve donc avec ~1 = £2 — p*n?, et le théortme est démontré. De plus,
on sait par l'entremise du théoréme 3.12 que la solution &, 5 est la solution
fondamentale de 'équation (3).

REMARQUE : La derniere démonstration tient aussi pour 1’équation diophan-
tionne z2 —py? = —1laveep=1 (mod 4). (Voir Legendre [13]).

En guise d'exempie, nous allons maintenant montrer qu'’il n’existe pas de
nombres puissants consécutifs n,n + 1 tels que n soit de la forme 27a® et n +1
de la forme b2. Considérons donc I’équation diophantienne

(6) €~ 2Tt = -1

et montrons qu’elle ne posséede pas de solution. Comme nous |’avons déja vu, la
solution fondamentale de I'équation de Pell z2 — 27y?> =l est ; = 26, 13 = 5.
En supposant que I’équation (6) est résoluble et que sa solution fondamentale
est &1, 1, on aurait, selon le théoréme 3.11,

26 = €2 + 2Tn?, 5 = 26,71.
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Etant donné que ce systéme d’équation ne posséde pas de solution, on en conclut
directement que l'équation (6) n'est pas résoluble.

Par ailleurs, il existe un résultat concernant les nombres premiers de la
forrme 4n + 3 qui aurait pu suffire pour conclure que 'équation (6) n'est pas
résoluble.

THEOREME 3.14 : Si p est un nombre premier de la forme 4n + 3, alors
’équation diophantienne z° — p*y? = —1 ne posséde pas de solution.

DEMONSTRATION : Remarquons tout d’abord que p® est aussi de la forme
4n + 3. 1l est clair que si a et b sont tels que a® — p*y? = —1, alors ils n’ont pas
la méme parité. En notant que les carrés parfaits pairs sont tous de la forme
4n, et que les carrés parfaits impairs sont tous de la forme 4n + 1, on déduit
qu’il o'y a que deux cas & considérer. Sia? est de la forme 4n, alors I'expression
a? — p*y? est de la forme 4n — (4n + 3} (dn+ 1), ou plus simplement 4n + 1. De
cette fagon, on ne pourra jamais obtenir —1 pour ’expression. Dans l'autre cas,
'expression sera de la forme 4n + 1 — {(4n + 3)(4n), ou encore 4n + 2, donc elle
aussi toujours différente de —1. Le théoréme est par le fait méme démontré.

Afin de compléter la présente théorie, nous allons maintenant exposer quel-
ques résultats utiles pour trouver explicitement des couples de nombres puis-
sants de la forme {n,n + k}. De plus, comme pour le cas {n,n + 1}, il sera
question de quelques moyens qui nous permettront d’éliminer de nos recherches
certaines formes de nombres puissants.

THEOREME 3.15 (Nagell (17]) : Soit I'équation diophantienne
(7) ut - Dv? = N,

oll D n'est pas un carré parfait et NV est un entier non nul. Soit de plus u, v,
une solution de (7) (en supposant que (7) est résoluble). Si z, y est une solution
de ’équation de Pell

(8) - Dyt =1,

alors uy + vz est aussi une solution de (7).
THEOREME 3.16 (Nagell [17]) : Soit K un entier positif et D un entier positif
qui n'est pas un carré parfait. Si u, v est la solution fondamentale de 1’équation

diophantienne
(9) w—-Dv =K,
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et si zy, ¥, est la solution fondamentale de 'équation (8), alors on a les inégalités

suivantes :
(10) 0<y< _3}1__\/1?___

- \/2(1:1 + 1),
(11) 0< Ju] < \/1/2(z + DK,

THEOREME 3.17 (Nagell [17]) : Soit K un entier positif et D un entier positif
qui n'est pas un carré parfait. Si u, v est la solution fondamentale de ’équation
diophantienne

(12) u? - Dy = -K,

et si 7}, ¥ est la solution fondamentale de I'équation (8), alors on a les inégalités

suivantes : VB
(13) 0<u< _uvK

- \/2(.’1’11 - 1)’
(14) 0 < ful € y1/2(z1 - DK.

En d’autres termes, les deux derniers résultats nous assurent que nous pou-
vons trouver (lorsqu’elle existe) la solution fondamentale des équations (9) et
(12), grace a4 un nombre fini d’étapes. Ces mémes équations ne posséderont
donc aucune solution dans les cas ol les inégalités correspondantes (10) et (11)
ou (13) et (14) n’auront pas elles-mémes une solution les vérifiant. De plus, il
ne faut pas oublier le théoréme 3.9 comme autre outil de recherche, bien qu'il
soit beaucoup moins efficace.

Exemple : Existe-t-il des solutions & I'équation diophantienne 72 — 2732 =2 ?

On a déja vu que la solution fondamentale de I'équation de Pell 2 -27y? =1
est z; = 26 et y; = 5. Done, s'il existe des entiers u et v tels que u® — 2712 = 2,
alors ils doivent répondre aux deux inéquations suivantes (Théoréme 3.16) :

0 < [u] < /1/2(26 + 1)2 = V27 < 6,

5

J2(26+1) V2

Or, il est évident que v doit étre plus grand que 1 pour avoir une solution. On
peut donc conclure en affirmant que cette équation diophantienne ne posséde
pas de solution.

0<v< <l
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Dans le prochain chapitre, nous traiterons rapidement de la question des
suites de plus de deux nombres puissants consécutifs. Essentiellement, nous
nous demanderons s’il existe des nombres puissants n tels que n+1 et n+2 soient
eux aussi des nombres puissants. Or, il va de soi qu'une condition nécessaire a
'existence de tels entiers naturels n est que n + 2 soit puissant, c¢’est pourquoi

nous nous attardons ici plus en détail aux équations diophantiennes de la forme
1% - Dy? = +2.

Avant d’aller plus loin, il est important de mentionner que si deux nombres
entiers positifs n et n + 2 sont puissants, alors ils sont nécessairement impairs.
Propriété triviale, compte tenu du fait que les nombres puissants pairs sont
tous divisibles par 4. Aussi, comme nous serons en mesure de le constater, les
nombres impairs consécutifs et puissants sont relativement rares. Heureuse-
ment, nous avons a notre disposition une foule de résultats fortement inspirés
des travaux de Legendre {13]. En fait, nos démonstrations sont essentiellement
les mémes que dans ce dernier ouvrage, sauf que dans notre cas, nous utilisons
p® au lieu de p, avec p premier.

THEOREME 3,18 : Soit p un nombre premier impair. Alors, les deux équations
diophantiennes

(15) 22 —p'y? = 2

possédent toujours des solutions si p est de la forme 4n + 3, et elles n'en
possédent jamais si p est de la forme 4n + 1. Le signe du second membre
de I’équation (15) sera positif dans le cas ol p est de la forme 8n + 7 et négatif
dans le cas ol p est de la forme 8n + 3.

DEMONSTRATION : On sait que toute solution z, y de I'équation (15) ne com-
porte que des nombres impairs. Si p est de la forme 4n + 1, alors I’expression
z? — p*y? sera toujours de la forme 4n. On en conclut donc que I'équation (15)
ne possedera jamais de solution x, ¥ pour ce type de nombre premier.

Supposons donc que p est de la forme 4n 4+ 3. Soit 71, ¥, la solution
fondamentale de 1'équation de Pell 22 — p*y® = 1. On peut réécrire cette
équation pour obtenir (z; + 1)(z; — 1) = p*y?. Si on pose y, = fgh (ob f, g
et h sont trois entiers positifs non nuls), on ne peut factoriser cette expression
que de deux maniéres :

o+1=f¢*p et z, - 1 = fR?
et

45



1, +1=fg? et 7y — 1 = fh¥p’.
Il faut donc que 'une des deux équations suivantes ait lieu :

2 2
__f = h? - p%¢% ou 7 = ¢® — P2

En remarquant que de cette maniére f ne pourra prendre que les valeurs 1 et
2, on obtient les quatres combinaisons

-1=h?—p¢® (i), 1 = ¢* — p*h? (i),
-2 = h? —p3g? (ii) et 2 = g2 — p*h? (iv).
Notons tout de suite que la troisiéme (iii) combinaison n’est pas possible, car
cela contredirait le fait que z;, ¥, est la solution fondamentale de 22 —p*y? = 1.

1) Soit p de la forme 8n + 3. Selon le théoréme 3.14, on sait que I’équation
(1) ne peut avoir de solution. La combinaison (iv) ne pourra non plus avoir
lieu. En effet, si g, h est une solution de cette équation, alors ils sont de méme
parité. Dans le cas ol ils sont pairs, le second membre est divisible par 4, et
dans le cas contraire, le second membre est de la forme 8n+1—(8n+3)(8n+1),
ou autrement dit 8n — 2, les deux cas ne pouvant égaler 2. Comme il ne reste
que I'équation (ii), il suit que c’est la seule & étre possible et qu’elle a donc
nécessairement lieu.

2) Soit p de la forme 8n + 7. En suivant la méme démarche qu’au point 1), on
déduit rapidement que la quatriéme combinaison est la seule possible.

Cela compléte donc notre preuve.

Exemple : Le théoréme 3.18 nous assure que !’équation diopbantienne z2 —
27y? = —2 posseéde des solutions. Maintenant, pour déterminer la solution
fondamentale d’une équation de ce genre, on peut utiliser un programme qui
parcourt les entiers naturels z jusqu’a ce qu'il obtienne une valeur entiére pour
Pexpression \/?35.,12. Nous savons en fait qu'il n'y a pas beaucoup d’entiers
& parcourir, d'aprés le théoreme 3.17. De cette fagon, on trouve la solution
fondamentale z; =5 et y; = 1.

On a jugé bon de placer dans des tableaux les solutions fondamentales
(lorsqu’elles existent) aux équations de la forme z? — p*y® = £1 et 2 pour
quelques-uns des premiers nombres premiers p ainsi que pour les nombres puis-
sants consécutifs qui leur sont associés. De cette maniére, on pourra obtenir
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un bref aper¢u de l'ordre de grandeur de quelques-uns des types de nombres
puissaznts consécutifs possibles comprenant un carré parfait.

Tableau 8 : Solutions fondamentales aux équations diophantiennes
z? — p*y® = 1 (pour p premier) et nombres puissants consécutifs qui leur sont

associés
p | sol. fondamentale (z,,1,) n=pyt n+l=2x!
) @.1) 8 9
3 (26,5) 675 676
3 (930249, 83204) 865363202000 865363202001
7 (130576328, 7050459) 17050177433963583 | 17050177433963584

Tableau 9 : Solutions fondamentales aux équations diophantiennes
z? — p*y? = —1 (pour p premier) et nombres puissants consécutifs qui leur
sont associés

D solution fondamentale (z;,y1) | n =12} et n+1=p%;

2 pas de solution forme impossible*

3 pas de solution forme impossible

5 (682,61) 465124 et 465125
Tet 11 pas de solution forme impossible

* Si z était tel que 22 — 8y? = —1, alors il serait impair. Or, dans ce cas, z2 +1
serait de la forme 4n + 2, ce qui n’est évidemment pas conforme a 832

Tableau 10 : Solutions fondamentales aux équations diophantiennes
22 — p®y? = 2 (pour p premier) et nombres puissants impairs consécutifs qui
leur sont associés

p solution fondamentale (z;,31) | n=p’yf et n+2 =1}

2 pas de solution forme impossible

3 pas de solution forme impossible

5 pas de solution forme impaossible

7 (11427,617) 130576327 et 130576329
11,13,17 et 19 pas de solution forme impossible
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Tableau 11 : Solutions fondamentales aux équations diophantiennes
22 — py? = ~2 (pour p premier) et nombres puissants impairs consécutifs qui
leur sont associés

D sol. fond. (zy,1) n=z} et n+2=pyt

2 pas de solution forme impossible

3 (5,1) 25 et 27

5 pas de solution forme impossible

7 pas de solution forme impossible

11 (9980583, 273569) | 99612037019889 et 99612037019891
13 et 17| pas de solution forme impossible

Par ailleurs, en consultant le tableau 7 au début de la section 3.2, on constate
que la cinquieme paire de nombres consécutifs et puissants 12167 et 12168 est la
seule qui ne résulte pas des solutions d’une équation diophantienne de la forme
z? — m3y? = %1, ces deux nombres étant divisibles respectivement par 233 et
23, Cette observation nous améne & considérer les équations diophantiennes
plus générales px® - ¢*y? = +1 ou * 2, ou encore 7% - p°¢*y? = £l ou +2.
Encore une fois, nous utiliserons des résultats déja démontrés dans Legendre
[13), dans ces cas pour des équations de la forme pz? - qy® = £l ou +2et
z? —pgy® = =1 ou £2, avec p et g premiers. Par contre, afin d’alléger le texte,
nous ne donnerons pas de démonstration A ces résultats. Les démarches utilisées
par Legendre étant bonnes comme précédemment lorsque nous remplagons p
par p° et g par ¢°, il ne nous semble pas nécessaire de les recopier ici.

THEOREME 3.19 (Legendre {13]) : Sip=¢q =3 (mod 4), alors l'équation
diophantienne p3z? — g3y® = £1 possédera toujours des solutions en choisissant
convenablement le signe du second membre. De plus, les équations suivantes
n'ayront jamais de solution :

p3$2 - q3,y2 = 492 , 32 _p3q3y2 =42
et 22 — plg¥y® = -1

THEOREME 3.20 (Legendre [13]) : Sip=¢=1 (mod 4), alors on pourra
toujours satisfaire & I'une des trois équations :

-y’ = -1, 9% - gy = 4],
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en choisissant convenablement le signe du second membre. De plus, les équa-
tions suivantes n'auront pas de solution :

p*z? — g*y? = £2 | 2% ~ pgly? = £2.
De maniére encore plus générale, on a le résultat suivant :

THEOREME 3.21 (Legendre [13]) : Si p et g sont des nombres premiers de la
forme 4n + 3, et si r est un nombre premier de la forme 4n + 1, alors il y aura
toujours une de ces six équations qui sera résoluble :

P22 — Prdy? = £1

Pr? - pPriy? = 1
r3z? — pigdy? = £1.

Exemple : Prenons le cas p = 3 et ¢ = 7, c’est-4-dire deux nombres premiers de
la forme 4n + 3. D’apres le théoréme 3.19, on doit en premier lieu déterminer
le signe du second memtre de I'équation 27z% — 343y? = +1. On remarque
aisément que y ne peut 2tre un multiple de 3, donc que y? est nécessairement
de la forme 3n + 1. De ce fait, il suit que 343y ~ 1 est toujours un multiple
de 3, tandis que ce n’est jamais le cas pour 343y + 1. On travaillera donc sur
U'équation 2722 —343y? = —1. Maintenant, en remarquant que le terme 2722 +1
se divisera par 343 lorsque nous aurons une solution, nous allons regarder les
différentes formes possibles pour ce dernier par rapport & 343. En considérant
tous les cas possibles, on constate qu'il n'y a que deux types de nombres qui
sont susceptibles de mener & des solutions, soit ceux qui sont congrus 3 34 ou a
309 modulo 343. Finalement, avec I'ordinateur, on peut utiliser une boucle qui

effectue le calcul de I'expression 1/ L;;ﬂ jusqu’a ce qu’elle soit un nombre entier.

C’est en fait de cette fagon que nous avons pu obtenir la solution fondamentale
T = 1342879 = 139 - 9661, y = 376766 =~ 2- 13 - 43 - 337,
et par le fait méme les deux nombres puissants consécutifs
2772 = 33 . 1392 - 96612 et 343y% = 2273 .13%. 432 . 337,
Contrairement aux équations diophantiennes de la forme z2 — p%y? = +2,
on ne dispase pas de résultats aussi directs pour les équations du genre p*z? —

¢°y? = £2. Néanmoins, le théoréme 3.22 peut nous guider pour trouver des
nombres impairs consécutifs et puissants de la forme p*n? et g*m?.
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THEOREME 3.22 (Legendre [13]) : Si D est un nombre entier qui n’est pas
un carré parfait, alors il existe toujours des facteurs M et N de D tels que
D = MN et tels que 'une des deux équations diophantiennes

Mz? — Ny? = +1 et Mz? — Ny? = £2

posséde des solutions, en choisissant convenablement le signe du second mem-
bre.

REMARQUE : Si une équation diophantienne de la forme p*z?® — ¢%y? = +2
possede des solutions, alors on a vu que les nombres premiers p et ¢ ne peuvent
étre tous les deux congrus a 1 modulo 4, ou encore tous les deux congrus a 3
modulo 4, car dans ces deux cas, I’expression p3z? — ¢3y? serait divisible par 4.
Les seuls cas possibles surviennent donc lorsque p et ¢ ne satisfont pas la méme
congruence par rapport a 4.

Exemple : 2722 — 125y% = £2.

Déterminons dans un premier temps le signe du second membre. Ici y ne
peut prendre que deux formes, soit 3n 4+ 1 et 3n + 2, et done y? qu'une seule,
soit 3n+1. On a donc 2732 = 125y + 2 de la forme 3n -+ 1, mais cela contredit
le fait que 27z est de la forme 3n. C’est donc le signe négatif qu'il faut choisir.
D’ailleurs, en vérifiant, on obtient la forme 3n pour 125y2 - 2.

De maniére a simplifier notre probléme, regardons quelle forme peut prendre
z. La maniére la plus judicieuse est de s’attarder aux différentes congruences de
z par rapport & 125, puisque de cette facon, on est en mesure d’éliminer toutes
celles qui font en sorte que I'expression 2722 + 2 n’est pas congrue a 0 modulo
125. Aprés quelques calculs, on n'obtient que deux formes possibles pour z,
¢’est-a-dire 125n + 107 et 1257 + 18. De plus, étant donné que z doit étre
impair, on en déduit que ces deux formes peuvent se ramener aux deux types
suivants : 250n + 143 et 250n + 107. Il ne reste plus qu'a utiliser un programme

qui parcourt les nombres de ces deux formes jusqu'a ce que /Z=+2 soit un
entier. A 'aide d’un tel programme, on a déterminé la solution fondamentale

T, =715893 = 3.71-3361 et y; = 332717 =7-11-29 - 149,
de sorte que les nombres
27z% = 35.71%.3361% et 125y2 = 5° - 72-112. 292 - 1492

sont deux nombres impairs a la fois consécutifs et puissants.
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L’exemple présenté ci-dessus constitue la derniére démarche de résolution
d'équations diophantiennes que nous donnons dans le présent document. De
plus, nous avons aussi décidé de mettre un terme & la théorie concernant la
résolution d’équations diophantiennes du second degré, puisque nous disposons
de tout ce qu'il faut pour émettre les résultats escomptés. Bien entendu, les
différents types d’équations diophantiennes vus précédemment constituent des
exemples particuliers de celles de la forme plus générale az®+by? = c, et sachant
qu’un nombre puissant peut toujours s’écrire sous la forme m?r3, il est clair que
1'étude compléte des nombres puissants consécutifs est directement. dépendante
de la résolution de ces équations. Or, il a été démontré par Matiyasevich (1970)
que le dixieme probléme de Hilbert n'est pas résoluble, ¢’est-a-dire qu'il n’existe
aucune méthode générale permettant de dire qu'une équation diophantienne
donnée posséde des solutions ou non (pour références a ce sujet voir It6 [12]), ce
qui explique aussi notre choix de mettre un terme a notre étude. Cela étant dit,
nous donnons pour conclure ce theéme un résultat trés général qui compleéte les
précédents et qui nous permettra ensuite de conclure sur les nombres puissants
consécutifs.

THEOREME 3.23 (Dickson [8]) : Si 'équation diophantienne mz? — ny? = k
posséde une solution z = a et y = b, alors elle a une infinité de solutions.

Remarques :

1) Une fois que nous avons une solution z = a et y = b pour mz?2 —ny? =k, il
suffit de considérer la solution fondamentale de 1'équation de Pell z2—mny? = 1,
disons z = p et y = ¢, et de trouver les nombres z et y tels que

zvm £ yy/n = (avm £ byv/n)(p £ g/mn)*
pour k = 2,3, 4, ..., afin de trouver une infinité de solutions.

2) Il est possible de déterminer le minimum que peut prendre mz?—ny?® en trou-
vant la fraction z/y donnant la meilleure approximation de y/n/m. Pour cela,

il faut utiliser en particulier le développement de /n/m en fraction continue
(voir Dickson [8]).

3) En étudiant les équations diophantiennes de la forme az? +by? = ¢ pour des
entiers ¢ composés, Buler remarqua V'identité suivante :

(acp®+b8p*)(abr? +afs®) = abapr+Pqs)®+ab(apsFbgr)? (voir Dickson [8]).
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Ayant déja trouvé plusieurs exemples de nombres puissants impairs de la
forme (n, n+2), il nous est donc possible de statuer sur 'existence d'une infinité
de tels couples de nombres par |’entremise du théoréme 3.23.

THEOREME 3.24 : Il existe une infinité de couples de nombres puissants impairs
de la forme {n,n + 2}.

Jusqu'a maintenant, nous nous sommes contentés d’établir qu'il existe une
infinité de nombres puissants consécutifs de la forme (n,n+1) de méme que de
la forme (n, n+2), dans le dernier cas des nombres puissants impairs consécutifs.
Avec le théoréme 3.23, on peut maintenant regarder s'il existe une infinité de
couples de nombres puissants ayant comme différence 3 ou tout autre nombre
entier positif. En effet, avec ce résultat, il nous suffit de trouver deux nom-
bres puissants dont la différence est k pour conclure qu’il y en a une infinité.
Nous avons fait la recherche pour 3 < k < 13, et la réponse s’est révélée pos-
itive dans chaque cas (voir tableau 12). En fait, nous savons déja, grice aux
mathématiciens Mollin et Walsh, que c’est la cas pour chaque entier non nul
k. En effet, ces derniers ont exhibé un algorithme permettant d’écrire tout
entier positif k comme une différence de deux nombres puissants qui ne sont
pas des carrés parfaits et qui sont relativement premiers deux & deux, et ce,
d’un nombre infini de fagons différentes (voir Mollin et Walsh [16]).

Tableau 12 : Plus petits couples de nombres puissants de la forme {n,n + k},
pour1<k<13

k n n+k

1 §=2 9=3°

2 25 = 52 27=3

3 125 = 5° 128 =27

4 4=27 g=27

5 4 =2? 9=23?

6 | 214369 = 463% | 214375 =5*. 7°
7 9 =3’ 16=2%

8 g§=2% 16=2¢

9 16=27 25 = 5¢
10] 2187=1737 2197 = 13°
11 16 =2¢ 2T =3
12 4 =2 16=2%
13] 36=22.3 49=T1°
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3.5 Nombres puissants compris entre deux car-
rés parfaits consécutifs

Au chapitre 2, nous avons vu que |’écart entre deux nombres abondants consécu-
tifs ne pouvait &tre plus grand que 6. Qu’en est-il des nombres puissants ? Si on
désigne par (a;) la suite des nombres puissants, on peut affirmer par 'entremise
de ce que nous avons vu a la fin de la derniére section que pour tout entier positif
n, Qg+ —qk = 1 pour une infinité de nombres &£. Le tableau 12 nous donne aussi
des exemples d'écarts entre deux nombres puissants. Recherchons maintenant
une borne supérieure pour g, —a,. Prenons donc pour commencer un nombre
puissant n quelconque. Comme fout entier positif, n est compris entre deux
carrés parfaits consécutifs. Ainsi, soit N le seul entier positif tel que

N <n<(N+1)%

Attardons-nous au premier nombre puissant supérieur 2 n. Si on note ce
nombre n*, alors on peut établir la relation suivante :

nt—-n<(N+1)-N=2N+1<2v/n+1L

De plus, c’est la plus petite majoration possible, compte tenu du fait que la
borne supérieure 2,/n + 1 peut étre atteinte dans certains cas. En fait, cette
situation se produit lorsque n et n* sont deux carrés parfaits consécutifs pour
lesquels I'intervalle [, n*] ne contient aucun autre nombre puissant. On peut
citer en exemple les nombres puissants consécutifs 9 et 16, de méme que les
grands nombres 10'% et 10000200001, A titre d’exemple, les écarts entre les
nombres n = 10* pour les entiers k allant de 2 & 11 et les nombres puissants
n* correspondants sont donnés dans le tableau qui suit.



Tableau 13 : Exemples d’écarts entre deux nombres puissants consécutifs

n |n* nt —n | [2y/n+1]
9 16 = 2¢ 7 7

10° [108=2%.3° 8 21

10° | 1024 = 2% 24 64

10* [10125 =3%.5° 125 201
10° | 100352 = 2!1. 72 352 633
10° [1000188 =2%.3%.79 188 2001
107 | 10004569 = 3163* 4569 | 6325
10° | 100018800 =2%.36.5%.7° 18800 | 20001
10° | 1000014129 = 3% - 83% . 1272 14129 | 63246
10" [ 10000200001 = 112 . 9091° 200001 | 200001
10! [100000147984 = 2% - 11%- 71872 | 147984 | 632456

Par ailleurs, au sujet de la présence de nombres puissants dans des intervalles
compris entre deux carrés parfaits consécutifs, on a le théoréme suivant :

THEOREME 3.25 : Il existe une infinité de nombres entiers n tels que I'intervalle
|n?, (n + 1)?[ admet au moins deux nombres puissants.

DEMONSTRATION : Supposons le contraire, c’est-i-dire qu'a partir d’un certain
rang ng, chaque intervalle de la forme |n?, {n + 1)?[ avec n > n, contient au
plus un nombre puissant. Pour z > ng, on aura alors que

Pz)-Pni-1)< ¥ Y 1S Y 252y 1<,
magnlgz puissant no<nl<s n?<s

ni<m<(nt1)?

ce qui contredit le fait que P(z) > 2.164/7 si £ est suffisamment grand (Théoreé-
me 3.2).

Il existe aussi des intervalles compris entre deux carrés parfaits qui contien-
nent plus de deux nombres puissants. En ce sens, si on définit pour chaque en-
tier positif k£ le nombre n; comme étant le plus petit nombre tel que l'intervalle
|n2, (nk + 1)?[ contient k£ nombres puissants, on a alors le tableau suivant :
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Tableau 14 : Les nombres puissants dans I'intervalle [n}, (n; + 1)?]

k| nx | Les nombres puissants dans I'intervalle [n, (n, + 1)¢]

1] 2 4,8,9

21 5 25,27,32, 36

3 3 961, 968, 972, 1000, 1024

41 234 54756, 34872, 54925, 55112, 55125, 55225

5 | 1822 3319684, 3319756, 3321125, 3321188,

3321216, 3322336, 3323329

6 | 3611 13039321, 13041125, 13041675, 13042575,

13043800, 13045131, 13045832, 13046344




Chapitre 4 : Conjectures
relatives aux nombres puissants
consécutifs

4.1 Suites de plus de 2 nombres puissants consé-
cutifs

Nous avons établi au chapitre précédent qu'il existe une infinité d’entiers consé-
cutifs n,n + 1 qui sont puissants. Comme pour les nombres abondants, il est
naturel de se demander s'il existe des suites de nombres puissants de la forme
n,n+1,...,n + k pour chaque entier ¥ > 1. Nous pouvons cependant dire
d’emblée que le travail dans ce sens sera considérablement réduit, compte tenu
du fait que deux nombres pairs consécutifs ne peuvent pas étre tous les deux
puissants. En effet, on a déja fait remarquer que dans le cas contraire, il
existerait deux nombres entiers consécutifs n,n + 2 tous deux multiples de 4,
ce qui est évidemment impossible. Dés lors, nous pouvons affirmer qu’il est
possible de trouver au plus trois nombres consécutifs qui soient puissants, le
plus petit de ces trois nombres devant étre impair.

A premiére vue, il pourrait étre tentant d'utiliser sensiblement la méme
démarche qu'a la section précédente pour tenter de trouver des suites de la forme
n,n + 1,n + 2 de nombres puissants consécutifs. En ce sens, il serait naturel
de chercher une bonne combinaison d’équations diophantiennes pour lesquelles
nous aurions par exemple une infinité de solutions z, y et z nous permettant
d’obtenir des nombres puissants n, n + 1 et n + 2. Cependant, compte tenu
de ce que nous savons au sujet des triplets d’entiers puissants consécutifs, il
serait trés surprenant que cette entreprise produise des résultats positifs. Pour
commencer, nous ne connaissons méme pas de triplet de nombres consécutifs
qui soient puissants. Aussi, pour appuyer nos propos, il sera question dans la
présente section ainsi que dans la suivante de quelques conjectures et théorémes
portant sur les nombres puissants en lien direct avec une importante conjecture
énoncée en 1985 par Masser et QOesterlé, soit la conjecture abe.

Il existe une foule de conjectures fameuses en théorie des nombres qui peu-
vent étre démontrées en supposant tout simplement que la conjecture abc est
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vraie. Par exemple, le grand théoréme de Fermat peut étre démontré en moins
d’une page si cette conjecture est vraie. L’objet de ce chapitre n’étant pas de
donner une idée de la portée générale de la conjecture abe, mais bien de nous
restreindre aux résultats et conjectures qui en découlent au sujet des nombres
puissants consécutifs, nous nous contenterons d’énoncer la conjecture abe sans
en faire une analyse plus approfondie.

Congjecture abc (De Koninck [4]) : Soit € > 0. Il existe une constante k =
k(¢) > 0 telle que, pour tout triplet d’entiers (a, b, c) premiers deux & deux et
satisfaisant 1'équation a + b = ¢ de méme que la condition 0 < ¢ < b < ¢, on
ait

1+e
c<k Hp) .
labe

ol le produit est pris sur tous les diviseurs premiers p de abe.

Revenons maintenant aux nombres puissants consécutifs. Le mathématicien
Erdés a été le premier & émettre la conjecture suivante :

Il n'eziste aucun nombre entier k tel que 4k — 1,4k et 4k + 1 sont puissants.

Jusqu’a présent, personne n'a pu contredire cette derniére affirmation. Nous
attendons tout de méme encore une démonstration. De plus, si la conjecture
abc est vraie, il serait trés surprenant que I’énoncé de Erdds soit faux, compte
tenu du prochain théoréme.

THEOREME 4.1 (De Koninck [4]) : Si la conjecture abe est vraie, il ne peut
exister qu'un nombre fini de triplets de nombres puissants consécutifs.

En considérant ces résultats et 'absence d'indication nous laissant croire
que la conjecture abc pourrait étre fausse, il semble donc futile de croire qu'il
peut exister des suites de nombres puissants consécutifs plus grandes que 2.

Revenons maintenant aux suites de nombres puissants consécutifs, en con-
sidérant rapidement dans un premier temps les suites de deux nombres im-
pairs consécutifs et puissants. Rappelons que ces suites peuvent étre trés
intéressantes, puisqu’elles constituent une condition nécessaire a I’existence de
triplets d’entiers consécutifs et puissants. En recherchant les suites du genre
a 'aide d'un logiciel de calcul, on ne trouve que deux résultats inférieurs a
107, soit 25 = 52,27 = 3% et 70225 = 52 - 532, 70227 = 3° - 172. La rareté de ces
suites vient donc réduire encore plus la probabilité qu'il existe des triplets de
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nombres consécutifs et puissants. Cependant, nous avons vu comment trouver
une infinité de couple de nombres puissants impairs et consécutifs, en utilisant
des équations diophantiennes de la forme p?z® — ¢3y? = £2, et il se pourrait
done qu'il existe un nombre puissant pair situé entre de trés grands nombres
p’z? et ¢%y?, du moins personne n'a encore réussi & prouver le contraire. Dans le
méme ordre d’idées, Mollin et Walsh 15} ont donné des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'il existe trois nombres puissants consécutifs en démontrant
que les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe trois nombres puissants consécutifs.

(2) I existe deux nombres puissants n et m, oli n est pair et m est impair,
tels que n? —m = 1.

(3) Il existe un entier positif D libre de carrés tel que D=7 (mod 8), ol
71, 1 est la solution fondamentale de z2— Dy? = 1 et otl, pour un certain entier

n, I, est un nombre puissant pair et y, est un nombre entier impair multiple
de D, avec (z; + \/Eyl)” =z, + \/Ey,..

Remarque : La conjecture affirmant qu'il n’existe pas de triplet de nombres
puissants consécutifs implique qu’il existe une infinité de nombres premiers qui
ne sont pas des nombres premiers de Wieferich. (Voir Vardi [20].)
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4.2 Autres résultats et conjectures sur les nom-
bres puissants.

En guise de conclusion a ce que nous avons vu dans ce chapitre, nous donnons
dans la présente section des conjectures et des résultats relatifs aux différents
résultats obtenus et cités & propos des nombres puissants dans ce document.

Revenons dans un premier temps aux nombres puissants consécutifs, ou plus
précisément aux écarts entre deux nombres puissants consécutifs. A ce sujet,
nous avons entre autres mentionné que si n* représente le plus petit nombre
puissant supérieur & n, alors n* —n < 2y/n + 1. Dans le méme ordre d’idées,
la prochaine conjecture avance un résultat qui dépend encore une fois de la
conjecture abc et qui concerne les nombres puissants 22,23,24, 25, ...

CONJECTURE A [12] (De Koninck [4]) : Pour tout entier & > 2, si on note n;
comme étant le nombre puissant le plus proche de 2* avec ny # 2*, alors

lim |2% — ng| = +o0.
k—+o00

Avant de poursuivre, notons que les nombres [2F — ng|, pour 3 < k£ < 35,
sont dans l'ordre 1, 7, 4, 8, 3, 13, 12, 24, 23, 96, 89, 184, 7, 317, 28, 56, 112,
224, 448, 896, 1792, 3584, 4417, 10489, 5503, 17413, 22012, 44024, 4633, 76675,
18532, 14139 et 74128.

En fait, nous savons que la conjecture abc implique la conjecture A :
THEOREME 4.2 (De Koninck [4]) : Si la conjecture abc est vraie, alors

im l2k - nkl = +00.

k—+00

REMARQUE : I.a conjecture A est liée de trés prés aux nombres de Fermat
27" +1 et aux nombres de Mersenne 2" — 1 (Voir De Koninck [4]).

Voici une conjecture en relation avec les nombres k-puissants (voir définition
3.12 au début de la section 3.4) :

CONJECTURE B (Erdds) (De Koninck [4]) : L’équation z +y = z n’admet
qu’'un nombre fini de solutions en entiers 4-puissants z,y et z premiers entre
eux.

THEOREME 4.3 (De Koninck [4]) : La conjecture abc implique la conjecture B.
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En conclusion de ce travail, nous énongons une nouvelle conjecture :

CONJECTURE C : Pour tout entier positif k, il existe un entier positif n tel que
l'intervalle |n?, (n + 1) contient k nombres puissants.
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