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Résumé

Soit s4(n) la somme des chiffres d'un entier positif » dans I’écriture en base ¢. On
dit que n est un g-nombre de Niven ou un nombre de Niven en base ¢ si sy4(n)n. On
pose N,(z) comme le nombre de g-nombres de Niven inférieurs a z.

Au chapitre 1, on prouve les propriétés de la cardinalité de Pensemble {n < z :
Sq(n) = t} qui seront nécessaires aux démonstrations des résultats principaux des cha-
pitres ultérieurs. 11 s’agit d’une synthése de résultats bien connus présentés avec de nou-
velles preuves élémentaires. Au chapitre 2, on démontre quelques résultats élémentaires
a propos de la fonction Ny(x) et au chapitre 3, on établit une formule asymptotique
pour la valeur de la fonction N,(z), soit en démontrant qu’il existe une constante po-
sitive i = 7(q) telle que Ny(z) = (1 + o(1))ng;; lorsque x — co. La fonction n(q) fait
Pobjet d’une étude approfondie au chapitre 4.

On définit également N, ,(x) comme le nombre d’entiers positifs n inférieurs a z tels
que n,n+1,...,n+7r—1 sont tous des nombres de g-Niven. Grundman [14] a démontré
que valeur maximale de r pour laquelle N,.(x) est strictement positif est r = 2g.
Au chapitre 5, on établit une formule asymptotique pour la valeur de N, ,(z) soit en
démontrant que, pour chaque r € [2,2q], il existe une constante positive ¢; = ¢(g,7)

telle que Ny () = (1 + o(l))?iﬁ%%% lorsque  — co.



Abstract

Let s4(n) stand for the sum of the digits of a positive integer n written in base g.
We say that n is a ¢-Niven number or a Niven number in base ¢ if s,(n) divides n. Let
Ny(x) stand for the number of ¢-Niven numbers less than x.

In chapter 1, we present the various proprieties of the size of the set {n < z : s,(n) =
t} that will be needed in the proofs of the main results of the following chapters. It
is a collection of well-known results given with original elementary proofs. In chapter
2, we establish elementary results about the behaviour of the Ny(x) function and in
chapter 3, we prove the asymptoptic value of Ny(z) to be N,(z) = (1 + o(1))y ]0‘; — for
some positive constant n = n(q) as £ — o0o. The n(g) function is extensively studied in

chapter 4.

Furthermore, we let N, ,.(z) be the number of integers n less than x such that
n,n+1,....,n+r — 1 are all g-Niven numbers. The maximal value of r for which
N, (x) is nonzero is known to be r = 2¢. In chapter 5, we establish the asymptotic
value of N, (z) for every r € [2,2q] namely by proving that there exists a positive

constant ¢; = ¢;(g,7) such that Ny, (z) = (1+ o(1))e (9, ) onay-
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Notation

Voici la liste des notations mathématiques utilisées dans cette these.
N : 'ensemble des nombres naturels.
R : 'ensemble des nombres réels.
C : 'ensemble des nombres complexes.
7, : 'ensemble des nombres entiers.
alb : il existe un ¢ € Z tel que ca = b.
¢ = (ay,as,...,a,) si cest le plus grand entier tel que ¢lay, ¢|as, . .., cla,.
¢ = |ay,as,...,a,] sicest le plus petit entier positif tel que aqle, asle, . . ., ar|c.
vp(n), ol p est un nombre premier, est défini comme le plus grand entier a tel que p®|n.
p?||n, ol p est un nombre premier et @ un entier non-négatif, signifie que p*|n et p**t* fn.

¢(n) : la fonction d’Euler définie par ¢(n) = Z 1.

1<j<n
(G.n)=1

7(n) : la fonction comptant le nombre de diviseurs de n définie par 7(n) = Z 1.
d|n

i : le nombre complexe tel que i2 = —1.

e(y) = exp (2mwiy) = €™,



Notation 2
53(-'3)(71) : le j-ieme chiffre de ’écriture de n en base g, de sorte que,

o= Z&f(n)q" avec 0 <& <q—1.

J=0

Sq(n) : la somme des chiffres de n dans I'écriture en base g, & savoir s,(n) = Z £7(n).
=0

s(n) : la somme des chiffres de n dans Iécriture décimale.
Ny(z) : le nombre de nombres de g-Niven inférieurs & = : Ny(z) := #{n < x : s4(n)|n}.
P(U) : Pensemble des sous-ensembles de U.
|x] : la norme complexe ou la valeur absolue de .
|z] : le plus grand entier inférieur ou égal a =.
[z] : le plus petit entier supérieur ou égal a z.
{g} =z— |z}
llzl] := min({z}, 1 - {z}).
Azt 6, k) :=#{n <z : 84(n) =t,n =4£ (mod k)}.
| Alzlt) = A(z]0,1,1) = #{n < x: 54(n) = t}.
A(z|t, €, k) .= Awlt, 4, k).

A(z|t) := Aso(z]t).



Introduction

La quantité
Si(z) == H#{n <z : f(n)|n}
a été étudiée pour plusieurs fonctions f a valeurs entieres. Par exemple, Cohen et Segal
[3] ont montré que

#{n < z:¢(n+ 1)|n,n # p,n # 2} = O(z'*(log £)**(log log x) /%)

ou ¢ désigne la fonction d’Huler.

Dans sa these de doctorat, Claudia Spiro [22] a montré que

5:(z) = —(loglog z) ",
log(z)
ol la fonction 7(n) désigne le nombre de diviseurs de n. Spiro [23] a également obtenu

une formule asymptotique pour la quantité S,.(z) ou 7'(n) = 7(n — 1).

Il est également possible de montrer que

#n <z w(@in) = (L+ o),

oll w(n) compte le nombre de facteurs premiers distincts de n. Un résultat similaire est
valide pour la fonction €2(n) qui compte le nombre de facteurs premiers d'un entier en
comptant leur multiplicité.

Dans une conférence donnée a Puniversité de Miami en 1977, Ivan Niven a posé
le probléeme de caractériser les nombres divisibles par la somme de leurs chiffres. Pour
cette raison, ces nombres sont aujourd’hui généralement appelés nombres de Niven (ils
sont parfois aussi appelés nombres de Harshad). Dorénavant, nous désignons par N(z)
la cardinalité des nombres de Niven inférieurs 4 z et par s(n) la somme des chiffres du
nombre n en base 10. La fonction N(z) a été étudiée par différents mathématiciens. En
1988, Cooper et Kennedy [6] ont montré que pour tout k fixé,

#{n < z:5(n) =k, kln} = (1 4+ 0o(1))C(k)(log z)*.
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En 2003, De Koninck et Doyon [8] ont montré que

z log log x
N(z) < ZloBlosz
log

et que pour tout € > 0, il existe un z, tel que pour tout z > zo, N(z) > z'¢. Ils ont
également conjecturé a la suite d'un argument probabiliste que
14log10 =z

N(@) = (1 + o)~ —.

Comme nous le montrons dans le chapitre 1, la formule de Stirling et des techniques
combinatoires élémentaires suffisent pour obtenir tous les résultats mentionnés jusqu’ici.
En utilisant les sommes trigonométriques, De Koninck, Doyon et Kétai [9] ont montré
en 2003 que los 10

og T
N(z)=(1+ 0(1))—27——@.
Ce résultat a été obtenu indépendamment deux ans plus tard par Pomerance, Mauduit,
et Sarkozy [19]. Les techniques utilisées dans la démonstration de ce résultat permettent

de le généraliser rapidement & une base quelconque.

Il est également possible de s’interroger sur le comportement local de la fonction
N(z). En 1994, H. G. Grundman [14] a montré qu'il n’existe pas plus de 2g g-nombres
de Niven consécutifs pour toute base ¢ > 2 ce qui généralise le résultat obtenu pour la
base 10 par Kennedy et Cooper [4] en 1993. En 1997, Brad Wilson [25] a quant a lui
démontré que pour toute base g, il existe un infinité de suites de 2¢g g-nombres de Niven
consécutifs, un résultat qui avait été conjecturé par Grundman et démontré par Cai [2]
dans le cas ¢ = 2, 3.

En 2003 De Koninck et Doyon [8] ont montré que

z(log log )*

#{n <z :s(n)n,s(n+1)n+1} <« (log 7)?

Récemment, nous avons prouvé que pour tout r € [2,2q],

#{n <z :sy(n)n, se(n+1)n+1,...,s4(ntr—1)jn+r—1} = (1+0(1))c1(‘?1r)(10§$)r.

La démonstration de ce résultat suit essentiellement les mémes lignes que celle de la
formule asymptotique pour Ny(z).



Chapitre 1

La somme des chiffres d’un nombre

Le but de ce chapitre est de fournir des estimations pour la quantité

#{n < z:s4(n) = a}

oll 54(n) est la somme des chiffres de n en base g. Cette quantité a été étudiée entre
autres par Fine dans [13] et par Dumont et Thomas dans [11].

1.1 Meéthodes combinatoires

Dans cette section, on prouve quelques résultats élémentaires i l'aide de méthodes
combinatoires et de la formule de Stirling. En fait, seule la formule

n! = (1 + o(1))eg/nn"e ™",
pour une certaine constante positive ¢y, est utilisée. Le fait que ¢ = v/2x n'est pas
nécessaire dans la démonstration des résultats de ce chapitre.

La proposition 1.1 donne I'intervalle dans lequel la fonction s, prend ses valeurs.

Proposition 1.1.  Seient ¢ > 2 un entier, z un nombre réel positif et n € [1,z] un
entier. Alors
log:z:J

0< () < (g~ 1) |20

Preuve. Si n < z, alors le nombre de chiffres dans I’écriture de n en base ¢ est inférieur

ou ¢égal a [{%ﬁJ. La proposition 1.1 découle du fait que chacun de ces chiffres est

supérieur ou égal a zéro et inférieur ou égal 4 ¢ — 1.
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Désignons par A, (z|t) la quantité #{n < = : s,(n) = t). La proposition 1.2 nous
renseigne sur la symétrie de la quantité A,(z|t) en tant que fonction de t.

Proposition 1.2. Soit ¢ > 2 un entier. Pour tout entier positif R et tout entier {
Ag(q"|t) = Ag(a®l(g — 1)R ~ ).
Preuve. Supposons d’abord que ¢ & [0, (¢ — 1)R]. Par la proposition 1.1, on a que
Ag(q"t) = 0= Ay¢"|(¢ - )R — 1)

Supposons maintenant, 0 < ¢ < (¢ — 1)R. On pose n = Zfz_ol fj(f)(n)qj avec 0 < &(n) <
g — 1. Autrement dit, les fonctions £J(n) sont les chiffres de n dans I'écriture en base g.

Sur I'ensemble {n: 0 < n < ¢}, on définit la fonction f par

) =3 N =1 -7 )

3=0

La fonction f est alors fonction de I'ensemble {n : 0 < n < ¢®*} dans lui-méme.

Comme s,(f(n)) = (g—1)R—s4(n), la fonction f envoie I'ensemble {n < ¢ : s,(n) =
t} vers I'ensemble {n < ¢ : s,(n) = (¢ — 1)R — t}. De plus, comme f(f(n)) = n, la
fonction f est une bijection.

On obtient done que les ensembles {n < ¢ : s,(n) = t} et {n < ¢" : s4(n) =
(g—1)R—t} ont la méme cardinalité ce qui compleéte la démonstration de la proposition
1.2.

Proposition 1.3. Soient q un entier g > 2, R un entier positif et t un entier tel que
0<t< QE—IR. Alors

Ag("|t) < Ag(q™It +1).
Preuve. On prouve le résultat par induction sur R. Pour R =1et 0 < ¢ < 9;—1 on a

#A,(g|t) = 1 = A,(q|t + 1), ce qui termine la démonstration dans ce cas. On suppose
donc R > 2. Dans ce cas, on utilise I'identité

Alg"t) = A"t - ). (1.1)
7=0

De (1.1), il découle aisément, que

Ag®|t + 1) — A(qR[t) = A(g" Mt + 1) — A(¢® 't — (g — 1)) (1.2)
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Supposons d’abord t < 1;—1( R — 1) — 1. Par 'hypothése d'induction, on a alors
AG® N+ 1) = A(¢" Mt — (¢ — 1)) (1.3)
Des relations (1.2) et (1.3), on déduit que
Ag" It + 1) > A(¢"|t).

Supposons maintenant 52—;-I(R —1)—-1<t< 9;—1R. Par la proposition 1.2, on obtient
que
A+ 1) =A@ |(R-1)(g—1) -t ~1).

On remarque les équivalences suivantes

(R—l)(q—l)mt—1<i;(R~1)<:>t>(R-l)%—l (1.4)

et
—1 1
(R—l)(q—l)—t—l2t~q+1<:>t§q—2——ﬁ’.~§. (1.5)
De (1.4), (1.5), de I'hypothese d’indruction et de 'hypothese gg—l(R— -1<t< gg—iR,
il découle que

Aglg™ Mt +1) > Ag(q" Mt — (¢ = 1)), (1.6)

ce qui complete la démonstration de la proposition 1.3.

Remarque : Des propositions 1.2 et 1.3, il découle immédiatement que, pour tout entier
positif R, la quantité A,(g"|t) est croissante sur Vintervalle ¢ € [0, |(¢ — 1)R/2]] et
décroissante sur l'intervalle t € [| (¢ — 1)R/2], (¢ — 1)R], ce qui implique que

) e

La proposition suivante découle immédiatement de cette remarque.

max  Agle®ldl =, (qR

0<t<(g—-1)R

Proposition 1.4. Pour tout entier positif R et tout entier q, g > 2,

R g1 > qR
A ([ 17R]) > gt

Preuve. Par la proposition 1.1, on obtient, pour tout entier positif I,

¢"= > A" <((g-DR+1)__max Ayg"|t). (1.8)

0<t<(g— 1R
0<i<(qg—1)R <t<(g-1)

Des équations (1.7) et (1.8), on déduit que

" < ((g— DR+ 1)A, (qR
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De I'équation (1.8), il découle immédiatement que

ce qui complete la démonstration de la proposition 1.4.

Définition. Soient ¢ > 2 un entier, j € [0,¢ — 1] un entier, B un entier positif et
n < ¢ un entier positif. On désigne par r;(n) = r; 4 r(n), le nombre de fois ot le chiffre
4 apparait dans I'écriture du nombre n en base ¢. Si n < ¢®!, on considéere que n
débute par une série de 0 pour toujours obtenir un total de R chiffres.

Proposition 1.5. Soient ¢ > 2 un entier, R un entier positif et mgo,my, ..., My
des entiers non négatifs tels que mo +my + ... +mg_y = R. Alors

Rl

molmy! - omg U

#{n < g ro(n) = mg, (0] =maee., Tealn) = mya ) =

I ” &
Preuve. Il suffit d’observer que it représente le nombre de facons de choisir
q 5 Tep ¢

mo!ml!----rnq_
la position des chiffres égaux 4 0,1,...,g — 1 parmi les R positions possibles.

Proposition 1.6. Soient ¢ > 0 un nombre réel, ¢ > 2 un entier, mg,my, ..., Mgy
des entiers positifs et j € [0,q — 1] un entier tel qgue m; > % + Re. Alors il existe une
constante positive cz = c3(q) telle que

#{n < ¢ ro(n) = mo,r1(n) = M, .., g1 (n) = my_1} < g,

Preuve. Supposons sans perte de généralité que mg > ER + Re. Le nombre de fagons
de choisir I'emplacement, des 0 est donné par (?fo). Le nombre de facons de choisir
I'emplacement des chiffres différents de 0 est inférieur a ¢*~™0. 11 découle de cette
observation que

R T
#{n < q" :ro(n) = mo,11(n) =my,...,rg1 =my_1} < (m )qR ! (1.10)
0
En faisant appel a la formule de Stirling, on obtient que

(Tfo)(q — 1) ™M < RE(R — mg) (B0l ™0 (g — 1)F—™0 (1.11)
= exp{Rlog R — (R — my)log(R — myg) — mplog(mg) + (R — mg) log(q — 1)}
= exp{Rlog((q — 1)R/(R — mp)) + molog((R2 — mo)/(q — 1)mq))}.

En posant g,(mo) := Rlog((¢—1)R/(R — mqg)) +mglog((R —mo)/(q — 1)my)), on peut

déduire des inégalités (1.9) et (1.10) que

#{n < q" : ro(n) = mo,m1(n) =My, ...,re 1 =mg1} < exp{gq(mo)}. (1.12)
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En définissant implicitement x par my = &R, il découle alors de la définition de la

fonction g que

g— 1 11—k
g,‘,(’fﬂ()) = qq(KR) = R (log (1—_—&') + K log (m)) . (113)
En définissant implicitement £ par xk = % + £, on obtient
q—1 alg — 1) 1 €
) R 1.14
log(lfi) Og(q—l—qe it (L14)
2.2
qe qe 3
= log O
ogq + 1-1~2(q_1)2+ (e7),

lorsque £ — 0.

Par ailleurs, il est clair que

klog(l— k) = -—log (g_—_l — E) + ¢ log (q—;l- - E) (1.15)
4q

et que

T s) log (% +(g— 1)5) (1.16)

. 2
log(q—l) +s—£
q 2

—1 .
+¢log (qT) + qe* + O(?).

klog((g — 1)k) = (
!
q

En combinant les identités (1.14), (1.15) et (1.16), on obtient que
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I1 découle des relations (1.12), (1.13) et (1.17) que

#{n < q" : ro(n) = mo,r1(n) = My, ..., re-1 = My_1}

< exp {R (Iogq — % = 0(53)) }

- qR( 1—c3e?) +O(eY) ’

ce qui compléte la démonstration de la proposition 1.6.

2
G | - | S,
OU €3 = 55 1log g

Proposition 1.7.  Soient £ > 0 un nombre réel, ¢ > 2 un entier , x un réel positif

- S g—1 logz rq—1 log : . sy _
et soit [ = [( = —£) o (45 +¢) s | Alors il existe une constante positive ¢4 =

ca(q) > 0 telle que,
#{n < z:5,(n) g I} < gt +0E),
log

log q
Péerh b 4’ T N
écriture en base q un entier ll'lfCl]G'llI‘ a5

Preuve. On pose R := [ J de sorte que R est le nombre maximal de chiffres dans

Pour tout entier ¢ € [0, (¢ — 1)R], on définit 7 (£, R) comme I'ensemble des g-uplets
(JoyJ1s -1 dg—1) E N telsque 0 < jr < Rpour 0 < k< g—1avec j, +2j2+3j3+...+
(g—Djp1=tetjo+ii+...+Jg-1=R.

Ainsi, J (¢, R) est un ensemble de vecteurs de dimension ¢ sur les naturels défini de
telle fagon que

Ag"t) = Z #{n < " :ro(n) = jo,mi(n) = 41, .. rga(n) = Gga ).
{(Fo.d1y--dg-1YET (1, RR)

(1.18)
Supposons que sqg(n) =t pour un certain ¢t ¢ I. En utilisant la proposition 1.2, on peut
supposer que t < (1 — e)R. Comme j; + 2j2 + 353 + ... + (¢ — 1)jg—1 = ¢t et comme
Jo+ii+...+ 31 = R, il existe une constante positive c5 et un entier k£, 0 < k < g—1,
tels que jp > (i + ¢se) R. En effet, en supposant le contraire, on obtient que pour tout
entier £ € [0,q — 1],

je= R — ij. > (-2 —es(qg — 1)5) R. (1.19)

ke

De ’équation (1.19), on obtient que

, _ g—1 € —1)?
j1+2j2+33:s+...+(q—1)3qm1>(q2 - Clq“‘; ))R. (1.20)

Pour ¢; < ﬁ, I'équation (1.20) contredit alors I’hyptohése

: , , ; —1
ji+2j2+3]3+...+(q‘*1)jqul:t‘( (*(}—2*“-5) R.
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Par la proposition 1.6, on a alors que
#{n < GR ro(n) = Jo, Ti(n) = J1s- -y Tg1(n) = Jg1} < glvese FOLY (1.21)
Des équations (1.18) et (1.21), il découle que

Alghit) < a'"eaeT OB (1 R)

<

< Rq—lml—ccwz-l—()(s“)
logz\*" | ..

< 1,1 cele

~ \logg

e 3
— gl-cas +0(e3)

L)

ce qui complete la démonstration de la proposition 1.7 avec ¢4 = cscs .

Proposition 1.8. Soient ¢ > 2 un entier et B un entier positif tel que R = 0
(mod q). Désignons par V Uensemble des vecteurs v = (vg, v, ...,04-1) tels que v; est
un entier non négatif pour 0 < j < q—1 et tels que vg + vy + ... + v, = R. Alors,

R
maac#{n <qR:rj(n) =gp F = 0 1 oo s9—1% =#{n< qR:r,-(n) — -,j=0,1,...,q—1}.
S | q

Preuve. Comme 'ensemble V est fini, il est clair que le maximum en question existe.

On suppose v # (‘:—f, %, ; 99 T}f) Sans perte de généralité on peut supposer que vy > %
et v < %.
On pose
S1=#{n<q®:ri(n)=v;,j €[0,¢— 1]}
et

Sy 1= #{n < ¢" 1 ro(n) = [(vs +v0)/2],m1(n) = [(vo+v1)/2],75(n) = v;,5 € [2,¢—1]}.
Par la proposition 1.5, on a que

Sg ’Ug[’t)l!

S 1o +w)/2[M(vo +o)/2]! ~

1,
de sorte que
R 5 R R )
magq#{n<q vl = wf =01, . g=1} = # 2 n=lg :Tj(n):E,J:{),l,...,q_l ;
ne

ce qui complete la démonstration de la proposition 1.8.

Proposition 1.9. Soient € un réel positif et g > 2 un entier. Alors il existe un xq tel

que pour tout © > xg,
T

IT11>30X Aq(ﬂ:|t) = W
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Preuve. Soit R le plus petit entier tel que g™ > x. Il est clair que pour tout entier ¢,
Aq(z]t) < Ag(g™t). (1.22)

De I'équation (1.7), on obtient que

(g —1)Rq
ngch(qRﬂt) = A, (qR‘J’T . (1.23)
Il découle de la proposition 1.6 que
A, (qR W) (1.24)
= - =
— #{n < qR . sq(n) _ (q ;)QR’ R(q2 1) _ Rl/2+e < Tj(n) < R(qz ) +Rl/2+5,
j:o,l,...,q‘“ 1}+O(Q‘RHCRE) '
Pour 7y, ...,7,1 fixés, sous I'hypothése s,(n) = ﬂ";z,l)ﬁ, on obtient
— 1)gR

i) = CTUR gy (gDt (125)
et ro(n) = R—ri(n)—ra(n) —... —re1(n). (1.26)

De (1.25) et (1.26), il découle alors que

(g

# {n < g™ : s4(n) = _‘_Ql)ﬁ, |R —rj(n)] < RY**%,5=0,1,...,q— 1}(1.27)

< (@RI max  #{n < ¢™:ri(n) =a;5=0,1,...,g—1}.
aj +u2+...+aqq__1:Rq

Par la proposition 1.8, on a que

#{n<g®:rjn)=0a;j=0,1,...,q—1} (1.28)

ap,a,.0g—1
ajtagt...tag_1=Rq

= #{n<d®:r;(n)=R,j=0,1,...,¢—1}.
7

De plus, par la proposition 1.5 et la formule de Stirling, on obtient finalement

Rq
#{n< g™ :rn)=R,je0,q—1]} = ((‘Z?)); ~0 (quf) C(129)

11 découle alors des équations (1.27), (1.28) et (1.29) que

(g —1)Rq

# {n £ gyln) = 5

|R=r;(n)] < RY?*¢ j=0,1,...,q - 1} (1.30)

& qRqR—%+(q—2)£‘
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En combinant (1.24) et (1.30), on obtient

q

2
Par la définition de R, on a ¢® > ¢z et R < ;—‘I]ggiq + 1. 11 découle alors de (1:22), (1.23)
et (1.31) que

) & Rt (1.31)

%
max A, (z|t) < ¢*F(logz) 7t < e
nax Ay(z|t) < ¢*"(log z) log )i

ce qui complete la démonstration de la proposition 1.9.

Proposition 1.10. Soient g > 2 un entier, a et b deux entiers non négatifs tels que
a < b, k un entier positif tel que 0 < k < z et £ un entier quelconque. Alors pour tout
e >0,

#{n <z:a <sy(n) <bsy(n)=¢ (modk)}— %#{n <z :a < sg(n) < b}

= .
Z5 cE[cEI—lg?[f-l—k] Ay(zle)
T

< (log z:)1/2=

(z — o0).

Preuve. La proposition 1.10 est en fait une conséquence presque directe des proposi-
tions 1.3 et 1.9. On suppose d’abord b+ k < 9;—1R, auquel cas

k#{n < z:a < s4(n) <bss(n)=¢ (mod k)} (1.32)
= Z k#{n < 2 : sy(n) = mk + £}.

Par la proposition 1.3, de 'hypotheése b+ k < L;lR, et en supposant de plus m < %,
on a

#{n <z :(m— 1)k +L < sy(n) < mk+ £} (1.33)
< k#{n < z: s4(n) = mk + £}
<#{n<z:mk+l<syn) < (m+1)k+ £}

De (1.32) et (1.33), on déduit que

k#{n <z :a < s4(n) < bsg(n) =€ (mod k)} (1.34)
< Z #{n <z :mk+L<s4(n) < (m+ 1)k + €}

a—f b—£
FamEsT

<H#{n <z :a <s4(n) <b+k}
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De l'inégalité (1.34) on obtient

# {n<z:a<sn) <bsn)=¢ (modk)} (1.35)
—%#{n <x:a < s4(n) < b}

S%#{n<$:b<sq(n)<b+k}

< <zr: = ¢y.
_ce[amﬁg:)bcm#{n 5o 8(n)= e}

De fagon similaire, on peut montrer que

%#{n < :a < s4(n) < b} (1.36)
—#{n<z:a <sp(n) <bse(n)=£€ (modk)}
e}

< nax <ZT:
_ce[flz—k,bwkk]#{n %' 5¢(n)

Par (1.35) et (1.36), la proposition 1.10 est démontrée dans le cas b+ k < 9;—1}2. Le cas
a—k> 15-1]% se traite de maniére analogue. Il reste a considérer le cas a — k < gg—lR
et b+ k> 9;—1}2. Sous cette hypothese, on écrit

#{ﬂ. <zr:a< sq(n) < b, sq(n) =4 (HlOd k)} = Sl + Sz + 53,
ou

q

-
S = {n <z:a < s(n) < TR —k,84(n) =€ (mod k)

k]

¢ )
g = #{n<a::%R+k§sq(n)<b,sq(n)zf (mod k)},
#

= ~1
Sy = {n<$;?_5_1R~k53q(n)59_2_R+k,sq(n)E€ (modk)}.

Etant donné qu'il existe au plus trois entiers congrus & ¢ (mod k) dans Pintervalle
[5R — k, %2R + k], on a d’une part

Se<3  max  Agfzlc) =34 (m| L‘%l D (1.37)

ce| L R—k, 552 Rk

et d’autre part

1 _
R—k < s(n) < q——z—l-R+ k} (1.38)
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De (1.37) et (1.38), on déduit que

l e —
Sg—z# {n<x:g-TlR—k§3q(n)<g*~2—~lR+k}‘ (1.39)

con(]551])

Comme précédemment, on obtient que

1 7 —1
Sy — L {n cz: "Rk < sy(n) < b}’ <  max Agz|e) (1.40)
k 2 ce[ 5L Rty b)
et
Si— = n<zia<sin)< i tR_kl|< ax  Ag(zlc) (1.41)
Yk . - ce[a,qslg—ln-k] e '

En combinant (1.37), (1.40) et (1.41), on obtient finalement

|#{n <z:a < se(n) <bsy(n)=¢ (modk)}— %#{n <z:a< se(n) < b}

<5 m[a)é#{n < %5 ain) = ¢},
ce|a,

ce qui complete la démonstration de la proposition 1.10.

Remarque. La proposition 1.10 sera suffisante pour nous permettre de démontrer les
résultats des chapitres 2 et 3.

Le résultat suivant a été obtenu par Mauduit et Sarkozy [20] en 1997
|AQ("E|£13 m, t) - AQ(;IIEQJ m, t)' < J"A

ol1 A ne dépend que de m et 0 < X < 1.

Proposition 1.11. Soient g > 2 un entier, R un entier positif, { un entier positif,
t <(g—1)R, et k un entier tel que |k| < min(t, (¢ — 1)R —t). Alors,

A(g™[t) + O(gle™ ")
A(gR|t + k) + O(qRe—aR'?)

=1+0 (K*R7'5).

Preuve. Par la proposition 1.6, on a que

A(g™|t) = . F(B,t,q") + Oge ") (1.42)
B=(by,..., bQ‘])
Ib;— Lyt RI<R2/3 je(2.9-1)
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ou

F(B,t,q%) = # { n<q®:rj(n)=1b,7€2,q-1],
ri(n) =t —2ra(n) — ... — (¢ — 1)ry_1(n),
ro(n) = R—ri(n) —... — "rq_l(n)}.
On obtient de la méme fagon,

Ag(g" It + k) = i F(B,t+ k,q™) + O(gfe~""™). (1.43)
B=(bg,.ibg_1)
|95 R—b; 1< R?/3 j€(2,4-1]

On déduit de (1.40) et (1.41) que
Ag(q®|t)} + O(g"e™="") F(B,t,q")

= 5 1.44
Ag(qPlt + k) + O(qRe—csR'7) B=tatg)  F(B,t+ K, gF) HA4d)
lb;— T3 RISR?/3 je(2,q-1)
En utilisant la proposition 1.5, on obtient de (1.42)
F(B,t,q") _
M0 FBatkeD et .
lb;— 45 RISRY/3 je[2,4-1] 145+ Rbj ISR2/3 s€(2,0-1]
(a+k—2b2"—...* (Q‘ﬂ 1)bq_1)l(Rf—ﬂ."k+b2+2b3+'f (q—?)bqﬂ)!
(@a—2by—...— (g —1)bg—1){R—a+by+2b3+ ...+ (g — 2)by—_1)!

_ (4 R+ R34 k)*

(1R — R — k)
= (1+O(kR™)
— 1+ O(K*R™'3).

La proposition 1.11 découle alors directement de (1.42) et (1.45).

Corollaire 1.1. Soient g > 2 un entier, R un entier positif, h < R un entier positif
et t < (g — 1)(R — h) un entier positif. Alors,

0" Ag(q" " |t) = Ag(a™1t) (L + O(R*(R ~ h)™1/?)).

Preuve. On utilise 'identité

h

Ag(q®1t) = > Ag ("t — s4(m)) . (1.46)

m=1

et la proposition 1.11 pour obtenir
Ay (gt = s4(m)) = Ag(g" D)1 + O(R*(R — B)17?)), (1.47)

et le corollaire 1.1 découle ainsi directement de (1.46) et (1.47).
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1.2 Meéthode probabiliste pour 1’étude de la fonc-
tion s,(n)

Dans cette section, on montre comment le théoréme central limite peut étre utilisé
pour étudier la quantité A,(g%|t).

Soit ¢ > 2 un entier et Uy := {n EN:n< qR}. On définit la mesure My sur Uy
par Mp(V) = %n'{ pour chaque ensemble V' € P(Ug). On vérifie facilement que Mp
est une mesure de probabilité sur I'ensemble Up.

Se limiter & Pensemble {n < gf} permet d’établir Vindépendance des fonctions
f}‘n(n) tel qu’on le démontre dans la proposition suivante.

Proposition 1.12. Les fonctions E}‘I)(n) sont des variables aléatoires indépendantes
sur 'ensemble Up muni de la mesure My. Pour chaque entier non-négatif j < R, la
variable aléatoire {g‘” prend les valeurs 0,1,...,q — 1 avec une probabilité é

Preuve. Par la définition de I'indépendance, afin de montrer la proposition 1.12, il faut
prouver que pour tout entier m, 1 < m < R, pour tous les entiers 0 < j; < 7y < ... <
Jm < R et pour tous les entiers y1,ys,...,yn telsque 0 <y <g—1,1 <k <m, ona

1
P g, 1P = i B =) = — (1.48)

Par la définition de la mesure Mg, I'égalité (1.48) est équivalente &

#{0 < n < ¢® £0(n) =31, E2(00) = wr-- - E0(0) = g} =g ™. (1.49)

Or, cette derniere égalité découle clairement de la définition des fonctions §§-Q).

Proposition 1.13. Pour tout nombre réel positif a, pour tout entier ¢ > 2, on a

#{n < ¢ : 54(n) < a} = (1 +o(1))¢"® (a - (‘i\_/ﬁl)R/z) (R — o0),

et ot pour tout nombre réel y, ®(y) = _\/12=7r et 12t

Preuve. Par la proposition 1.12, il est possible de considérer les fonctions EJ{-“')(n),
1 < j < R, comme des variables aléatoires prenant les valeurs 0,1,...,g — 1 avec
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une probabiblité % La proposition 1.13 découle alors directement du théoreme central
limite.

Proposition 1.14. Pour tout enlier q > 2, il existe une constante positive cg et un

entier Ry tels que pour R > Ry,
g1 CGQR
—R| ) > .
)=

A (qR

Preuve. Par la proposition 1.13, il existe une constante positive ¢; telle que

1 1
#{n <q": q—z——R— VR < s,(n) < qTR+ \/72} > g™ (1.50)
On a également par Péquation (1.7)

#{n<qH: %R—@gsq(n) < fi;—liﬂx/ﬁ} (1.51)

1
De (1.50) et (1.51), on peut alors conclure que

r| |21 cr 4*
A |5 RJ)22\/E'

ce qui termine la démonstration de la proposition 1.13 si 'on choisit ¢; = <. En posant

R comme le plus grand entier tel que ¢/ < x, on obtient immédiatement le résultat
suivant,.

Corollaire 1.2. Pour g > 2, il existe un xy tel gue pour toul x > xq,

CRT . cev/log g

max A(z|t) > ou egi=

t>0 Viegz q

Nous avons maintenant une bonne connaissance de la fonction A,(g™|t).

Remarque. Les méthodes utilisées dans cette section peuvent étre appliquées sans grandes
modifications a I'étude d’une fonction 'g-additive’ quelconque, c’est-a-dire une fonction
f(n) définie par
fn) =" g(e?(n))
320

ol g est une fonction A valeurs enti¢res telle que g(0) = 0.



Chapitre 2

Résultats élémentaires sur les
nombres de Niven

Dans ce chapitre, nous prouvons quelques résultats élémentaires a propos de la
fonction N(x). Afin de simplifier la notation, nous considérons seulement les nombres
en écriture décimale. A Pexception de la proposition 2.5, tous les résultats de ce chapitre
se généralisent facilement aux nombres de Niven en base ¢ ol ¢ > 2 est un entier
quelconque.

2.1 Bornes inférieures

Proposition 2.1. [l existe une infinité de nombres de Niven.

Preuve. Il suffit de considérer les nombres de la forme n = j - 10% pour tout entier
positif a et pour tout entier j € [1,q — 1]. Si n = j - 10%, alors s(n) = j et j|n.

Remarque 1l est clair que la démonstration de cette proposition entraine que N(z) >
log x.
Proposition 2.2. [l eziste une infinité de nombres réels = tels que

cs(log 10)%/2 i
90 (log x)3/2

N(z) >

ol cg est la constante de la proposition 1.14.
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: . - 2(10°—1 s .
Preuve. Soit a un entier positif. On pose R := Hg——) et 'on cherche a construire des

entiers n tels que
n := 10%m avec m < 10% ets(m) = 10°. (2.1)

De (2.1), on obtient immédiatement que
s(m) = 10* = s(n) = s(m)|n. (2.2)
Il découle directement de (2.1) et de (2.2) que,
N(10%+2) > A(10%]10%). (2.3)
Par la définition de R, on a 10* = 4.5R + 1. Par les propostions 1.2 et 1.3 on obtient

A(10%10%) = A(10%]4.5R + 1) (2.4)
A(10%4.5R — 1)

A(10%]|4.5R — 5)

A(1071|4.5R — 5)

A(0%[4.5(R - 1))).

|

VALY

De la proposition 1.14, il découle que

CSIOR

10V/R

En combinant les équations (2.3), (2.4) et (2.5) et en utilisant la définition de R on
déduit que

A (1077 |45(R - 1))) > (2.5)

G10% 108t - cgl0R*e
10\/_ Oa-l-l\/_ 90 R3/2

Pour compléter la démonstration, on pose 2 = 108t On a alors R < ﬁ% On peut
donc conclure de (2.6) que

N(107+%) > (2.6)

cex(log 10)%/2
90(log 2)°7% °

ce qui termine la démonstration de la proposition 2.2.

N(z) >

2(10 1)_| i

Remarque. On a seulement montré que N(z) > > Tiog }3 % dans le cas on z = 10

oll a est un entier positif arbitraire. Cela nous permet quand méme d’obtenir une borne
inférieure pour N(z) valide pour tout z.

Soit y = y(z) le plus grand entier inférieur & x pouvant s'écrire sous la forme

= 10544, Alors de Pinégalité

(102(10;-1)4"&.) 1/10 - 102(10u 1*])+a 11 (2?)
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il découle que z'/1 < y < z. De la proposition 2.2 et de (2.7), on obtient alors

y £1/10
(logy)*2 = (logz)®"

N(z) > N(y) >

La proposition 2.5 améliore cette borne inférieure valide pour tout nombre réel z. La
proposition 2.5 a été démontrée pour la premiére fois dans [8]. Pour démontrer ce
résultat, on a besoin du lemme bien connu suivant.

Proposition 2.3.  Soit p un nombre irrationnel. Pour tout € > 0, il existe deuz entiers
positifs p et q tels que
D<gp—p<e.

Preuve. On montre par induction que pour tout entier n, il existe deux entiers positifs
p et g tels que

1
0<qp—p<2—n. (2.8)

On remarque d’abord que Pénoncé (2.8) est équivalent a I'existence d’un entier ¢ tel
que
1
0 < {qp} < 20" (2.9)

On effectue alors la preuve par induction sur n. L'inégalité (2.9) est évidente pour n = 0.
Supposons qu’elle soit vraie pour n et choisissons g, de telle sorte que 0 < {g,p} < 2%
Désignons ensuite par g, le plus petit entier tel que g, {g,p} > 1. On a alors

0 < {g,anp} < {anp}- (2.10)

Si {g.qup} < {“'—;pl, on pose ¢ni1 = ¢,Gn et la démonstration est terminée. Sinon, on

pose
1

d=|Gar

{q;qnp}J ’

auquel cas

Gnp
0 < {gn(dan — an)p} < {anp} — {antnp} < %
i

En posant ¢,y1 = ¢2(¢aq, — gn), la démonstration de la proposition 2.3 est alors
compléte.

On définit 'ensemble H comme suit
H:= {n € N : pjn = p|10}.

Désignons par hy, ha, . . ., les éléments de H ordonnés selon 'ordre croissant. Les premiers
termes de cette suite sont alors

2,4,5,8,10, 16, 20, 25, 32, 40, 50, 64, 80, 100, . ..
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De la proposition 2.3, on déduit facilement le résultat suivant.

Proposition 2.4

By,
By AL g

n—oo R,

Preuve. Soit £ > 0, on choisit deux entiers positifs p et ¢ tels que

log 2

(]<q—p10gtj

<E. (2.11)

L’existence de tels entiers est garantie par la proposition 2.3. On choisit également deux
entiers positifs p’ et ¢’ tels que

Jog b

U<q’—p10g2<s

(2.12)

L’existence de tels entiers est encore une fois garantie par la proposition 2.3. On choisit
n de telle facon que hy, > 10m>@#) of on définit implicitement a,, et b, par h, = 295

Supposons d’abord que a, > b,. On a alors h, < 10%. De (2.11), on obtient
0 < glogh—plog?2 < elogh, de sorte que 1 < 5927P < 51985 Comme par construction,
p < a,, on obtient que h, 5927 € H et h,yy < 5927Ph, < h,ef'085,

Supposons maintenant que b, > a,, il s’ensuit que h, < 10+, On obtient de (2.12)
0 < ¢log2—p'logh < elog?2, de sorte que 1 < 29577 < 82 Comme par construc-
tion, p' < by, on obtient que h,29577 € H et hyq < 2957 h, < h,ef082,

On vient donc de montrer que pour tout £ > 0 il existe un entier ng tel que pour
tout n > ng, hnyr < hnae '8, ce qui termine la démonstration de la proposition 2.4.

Proposition 2.5. Pour tout nombre réel € > 0, il existe un nombre réel xy = zo(g)
tel que pour tout x > xq
N(z) > z'™.

Ce résultat a été obtenu par De Koninck et Doyon dans [8]. Comme le confirmait [7], il
s’agissait la de la premiere borne inféricure non triviale obtenue pour N(z).

Preuve. Soit ¥y > 2 un nombre réel, on pose

g(y) = max h.

heH

Soit. R un grand entier. Posons

k = k(R) := max{a, b}, o 2°||g(|4.5R]) et 5°||g([4.5R]).
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Par exemple, si R = 100, g(4.5R) = g(450) = 400 = 2* . 5? et k(100) = 4. Considérons
maintenant les entiers n < 10% qui peuvent s’écrire sous la forme

n = my + 1050m, (2.13)

ott my < 1058 my < 10858 of s5(my) = g(|4,5R]) — s(my).

Par une telle représentation, on a alors s(n) = s(m;) + s(ms) = g(|4,5R]). Par
conséquent, s(n)|m; implique s(n)|n. De (2.13), on obtient que

N(10®) > Y A(IOR"“(R)

my<10k(R)
a(|4,5R])mq

g(|4.5R]) — s(ml)) . (2.14)

On remarque que s(m;) < 9k(R) < Ql‘)iffg'—gR. De plus, par la proposition 2.4, pour tout
e > 0, il existe un entier Ry tel que pour tout R > Ry

9(|4.5R]) > (4.5 —¢)R. (2.15)
De (2.15) et de la proposition 1.3, on obtient que pour R > Ry,

A (10759 g(14,5R]) A (1077 +®(45 — )R — s(my)) (2.16)

>
> A (10%+®)(4.5 — 22)R)
A (1077F®B)) (4.5 - 2¢)(R — k(R))]) -

v

De la proposition 1.14, on obtient

A (loHﬁk(R)

[(4.5 — 2e}(R — k(R))J) > A (10HH<R»(1—%M

Cﬁlo(R—k(R})(l— §)

(4.5 — 26) (R~ k(R))J)

(2.17)
vV R—k(R)
> ]_OR(]'_ZE).
En combinant (2.14), (2.16) et (2.17), on obtient que
N(10%) > Y 1007, (2.18)
my <10k(R)
a(4.5R)|m,

Comme par la définition de g et k on a g(|4.5R]) < 1058 il découle de (2.18) que
N(10%) > 10R0-2), (2.19)

Soit, & un réel positif. Désignons par R le plus grand entier tel que 10% < z. Par (2.19),

on obtient alors
1—2¢

10’

N(z) > N(10%) > 10R(1-2) > =
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ce qui complete la démonstration de la proposition 2.5.

Remarque. La démonstration de la proposition 2.5 dépend du fait que 10 possede au
moins deux facteurs permiers distinets, une hypothése qui ne peut étre utilisée pour
étudier les nombres de Niven en base p* ou p est un nombre premier.

2.2 Bornes supérieures

Proposition 2.6. Pour tout £ > 0, il existe To = xo(€) tel que pour toul x > g,

T

N(z) < Toga) ="

Ce résultat est essentiellement celui obtenu par Vardi [24] en 1991.

Preuve. Soit € > 0. Le point de départ de la démonstration est l'identité suivante
valide pour tout entier R

N10®) = Y~ 1= A(10%)¢,0,t) = ) + Ty, (2.20)

n<10f t<9R
s(n)|n
ol
Sy o=y A(10%]t,0,t) et

tel

Yo =Y A(10%]t,0,t)
Ll

avec I, == [JR — RY/*¢ 2R RI/2t],

Par la proposition 1.7, on obtient, pour tout entier R,

¥y < #{n<z:s(n)¢l} (2.21)
< 1QRO—«RTH))
_ 10R10_6R25+a(s)

(%)
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Pour borner supérieurement ¥,, on utilise I'inégalité

< ) #{n<10":aln} (2.22)

acl,

< Z(}%}iﬂ“l)

acle

1
= 107y —+O(R).
GGIE

Par la définition de 'intervalle /., on a

> LI log (%R + R””E) ~ log (gR - R1f2+f) + O(1). (2.23)
a

acl,

En utilisant le fait que log(a + b) = loga + ;g— + O ((%)2), on obtient

9
log (gR + R1/2+f) — log (53 = RVH) & Rt (2.24)
Des équations (2.22), (2.23) et (2.24), on déduit
¥, € R+ 107R™1/2te, (2.25)
De (2.21) et (2.25), on conclut que
NUO®) < 102 RV, (2.26)

Soient # un nombre réel positif et R le plus grand entier tel que 10% < z. En utilisant
le fait que l‘sg% — 1< R < %L on obtient de (2.26) que

log 107 ;
10z %
] Rl R+1 —1/24¢
N(z) < N(10™") < 10"7(R + 1) = L e K (log z)172—<’
(e +1)
o

ce qui termine la démonstration de la proposition 2.6.

Remarque. La démonstration de la proposition 2.6 repose sur 'inégalité triviale

A(10%]t,0,¢) < min (A(10%t), #{n < 10" : ¢|n}) (2.27)
Mais par la proposition 1.14, on a
9R |4.5R+VR|
> min (A(107[t), #{n < 107 : t]n}) < > #{n<10": tn}
t=1 t=|4.5R—VR|
107

< 2VR———

- 45R+ VR

" 107

v
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I est donc impossible d’obtenir une borne supérieure plus précise que N(z) < 7. orv
en utilisant I'inégalité (2.27) comme point de départ de la démonstration.

Remarquons aussi que la généralité de la méthode utilisée dans la preuve de la
proposition 2.6 permet d’obtenir une borne supérieure pour la quantité #{n < z :
f(n)|n} pour différentes fonctions f. C’est ainsi que 'on peut par exemple obtenir

x

Vieglogz'

I1 suffit en fait que la fonction f suive une distribution normale pour obtenir un résultat
du type

#{n < z:w(n)|n} <

T

Zn<:c f(n) ,

ce qui est toutefois beaucoup plus faible que #{n < z : f(n)|n} < ﬁ, soit la
n<x
valeur attendue pour de nombreuses fonctions f.

#{n < z: f(n)|n} <

Proposition 2.7. Lorsque x — oo,

x log log
N(:B) < %
log

Ce résultat a été obtenu par De Koninck et Doyon dans [8].
Preuve. Soit R un grand entier positif. On écrit chaque entier n < 10% sous la forme
n=mi(n) + 10°ma(n) (2.28)
ol my(n) < 10° et s est 'unique entier tel que 10° < R < 105+,
Grace a cette représentation, on peut écrire
s(n) = s{my) + s(ma). (2.29)

Soit, € un nombre réel positif. L’identité suivante est le point de départ de la démonstration.

N(10%) = Y~ A(10%t,0,¢) = £, + s, (2.30)

t<9R
ou
Y=y A(107t,0,1)
ael.
et

¥y =Y A(10%£,0,1),

agl.
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ou I, :=[(4,5—¢)R, (4,54 ¢)R]. Par la proposition 1.7, il existe une constante positive
¢ telle que :

Yo < #{n < 107 : s(n) ¢ 1.} < 108 =", (2.31)

Comme m; < R, il s’ensuit que s(m;) < %‘; 13{. On a donc

9 QlogR 9
v I b 5 * * L — —_—— & [ € .r
s(n) € I. = s(my) € I avec I [(2 E) R— Toz 10 10 ( +e) R} (2.32)

On obtient ainsi de (2.32)

| Te= 5
¥ = Z Z #{my < 10° : s(my) = a, s(n)|n}. (2.33)
mp<lofi-s  a=]

a(molEIE

Remarquons que sous 'hypothése s(m;) = a, la condition s(n)|n est équivalente &
my = —10°my (mod (s(ms2) + a)). De (2.33), il découle que

X = Z Z #{m <10° :m; = —10°my  (mod (s(m2) + a))}. (2.34)
":f:,;’:ps % ﬁ;m

Par la définition de s et sous I'hypothése s(my) € I¥, on a pour R grand,

9 9log R
s(ma) + a > s(my) > (ER——E) — Tog 10 >

107,
Il s’ensuit que

#{my < 10°: my = —10°my (mod (s(my) +a))} <1,

ce qui nous permet d’obtenir de (2.34) que

_s9log R
M < E E 1< 2.35
L 10R—s Glog N IOg 10 ( )
n:?’:z)ep log ]D

De (2.31), (2.35) et en utilisant le fait que par définition 10* < R < 10°"!, on conclut
que
10%1log B 10%log R
< ;
10 i
Soient z un grand nombre réel et R le plus grand entier tel que 107 < z. De (2.36), on
obtient alors que

N(10%) <«

(2.36)

10"+ Jog(R + 1) _ 10zlog(R + 1) - z log log x

N(z) < N(10F+!
(@) = ( ) < R+1 - R+1 log x

ce qui termine la démonstration de la proposition 2.7.
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2.3 Le résultat de Cooper et Kennedy

L’objectif de cette section est de démontrer la proposition 2.9, obtenue par Cooper
et Kennedy [5]. Ce résultat nous renseigne sur le comportement asymptotique de la
quantité #{n < x : s(n) = k, k|n} lorsque k est fixé et = tend vers I'infini. La proposition
2.8 constitue le lemme qui nous permettra de démontrer ce résultat.

Proposition 2.8. Soient k > 1 un entier fizé et R un entier positif. Alors quand R
tend vers l'infins,

AQ0|E) = # {n< 108 : ro(n) = R —k,ri(n) = k) + O(R*Y)
= %# {(a1,a9,...,a1) : a; EN O[O, R—1],5 € [1,k]} + O(RF™).

De plus, lorsque R — oo
#{n < 10%: ro(n) = R — k,r1(n) = k} = (1;:) =1+ 0(1))%Rk'

Preuve. Supposons que n < 10" et s(n) = k. On peut alors écrire n sous la forme
k
f= z 10% pour certains entiers non négatifs a; < ap < ... <ap < R—1. (2.37)
=1
D’autre part, les conditions n < 10%,r¢(n) = R — k et r1(n) = k sont satisfaites si et
seulement si on peut écrire

k
= Z 10% pour certains entiers non négatifs a; < as < ... <ar < R—1. (2.38)
j=1
De (2.37) et (2.38), on déduit que
#{n < 10% : v (n) = k,ro(n) = R — k} (2.39)

< A(10%|k)
< #{(a1,a9,...,a4¢):0<a; < a3 <... <y < R-1}
et
#{(a1,a2,...,ax) 1 0<@; <ajy1 <R—1pour1<j<k-1}
—#{n < 107 : ry(n) = k,ro(n) = R — k}
:i#{(al,ag,...,ak):ﬁﬁal <ap<...<aqp<R-1}
=2

< (k—-1)RL
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Par ailleurs, il est facile d’établir les deux identités suivantes

#{n < 10% : r|(n) = k,ro(n) = R — k} (2.40)
= #{(a,a9,...,a;) : 0< ay <ay < ... < ar < R}

-(1)

(4 0(1))%1# (B — ).

et
#{n < 107 : ri(n) = k,ro(n) = R — k} (2.41)
1
< E#{(al,ag,...,ak) :0<a; <ajppour1 <j<k-—1}

< #{(ar,a2,...,ar): 0<a;<aj;1 <R—1pour 1 <j<k-—1}.

La proposition 2.8 découle alors de (2.39), (2.40) et (2.41).

Proposition 2.9. Soient t > 1 un entier fivé et x un nombre réel positif. Il existe
une constante positive cg = co(t) telle que,

A(z|t,0,t) = (L+o(1))co - logz)*  (z — o0).
La proposition 2.9 a été obtenue par Cooper et Kennedy [4]
Preuve. Montrons d’abord qu’il existe une constante positive ¢;o = ¢1o(t) telle que
AQ10R|t,0,t) = (1 +o(1))coR!  (REN,R — o). (2.42)
On suppose d’abord (¢, 10) = 1. Par la proposition 2.8, on a que
A(10%|t,0,1) (2.43)

L
=k (ar,az,...,a;) :a;j € NN[0,R— 1], pour j € [1,¢], 10% =0 (mod k)
! !

=1

+O(RFY).

Soient b le plus petit entier tel que 10® = 1 (mod k) et aj le plus petit entier non
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négatif tel que aj = a; (mod b). On a alors

t
# {(al,ag, o) 0<a; <R-1, pour 1 <j<H, Z 10% =0 (mod t)} (2.44)
fast
= #{(ﬂ,l,ﬂ,g,‘.., ):0<a; <R-1, pour 1 <j <t 210“ =0 (mod t)}
=1
Rl t
= {—b—J #{(al,ag,.‘.,at) :0<a;£b—1, pour1 <5< t,ZIO‘” =0 (mod t)}
j=1
O(R™).
De (2.43) et (2.44) il découle que
A(10%]t,0,8) = (1 4+ o(1))R'cio(t) (R — o0), (2.45)
1 t
oll ¢yo(t) = t—!—b;# {(al,ag,...,a,_) 0<a; <b-1,1<j5< t,ZlO"“f’ =0 (mod t)} .
j=1

On suppose maintenant (¢, 10) > 1. On écrit dans ce cas ¢ = ¢ty avec (4;,10) = 1 et
plta = p|10. Soit k le plus petit entier positif tel que ¢,|10*. On a alors

A(10%)8,0,¢) (2.46)

1 t
= ﬁ# {(al,ag,...,at) :0<ae; <R, pourl1<j< t,Zl()“j =0 (mod t)} + O(R* )
. =
1

1 .
= —#<(a,a2,...,6;):h<a; <R, pour 1 <j<t, 10% =0 (mod t;) p + O(R").
0l I F

i=1

Soit b le plus petit entier positif tel que 10° = 1 (mod ¢;) et a; le plus petit entier non
négatif tel que ai = a; (mod b). On obtient ainsi

t
# {(al,ag,‘..,at) th<a; <R, pourl<j< t,z 10% =0 (mod t, } (2.47)

j-l

= #{(a[,ﬂ.g,‘.. ) h<a; <R, pour1<j<f210“ = (mod #;)
j=1

j*l

R

'
= (—) #{(al,ag,...,at):ﬂgaj b1<1<fZIU“1ﬁ[] (mod t,) p + O(R'"™).

t
= #{(al,ag,...,al):Ugang, pourlﬁjgt,ZlO“; =0 (mod ;) }—I-O R 1
b }

g=1
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On peut ainsi conclure que
A(10%)¢,0,t) = (1 + o(1))eo(t)R (R — o0), (2.48)
ol
1 . S
c1o(t) = ﬁ# {(al,ag,...,at) :0<a;<b, pourl <j< t,z 10% =0 (mod tl)} .

=1

de sorte que 'égalité (2.42) découle de (2.45) et (2.48).

Soit R le plus grand entier tel que 10% < z, de sorte que R = (1 + of1) ll%gﬁq et

A(10%t,0,8) < A(zlt,0,t) < A(10%+1t,0,¢). (2.49)
De (2.42) et (2.49), il découle que

A(z]t,0,1) = (1 + 0o(1))eg(log z)* (z — 00),

5 4 . . . . .
olt ¢g = cot) = 22U ce qui termine la démonstration du résultat de Cooper et
(logq)

Kennedy.

Remarque : Comme la proposition 2.9 est valide seulement lorsque t = o(log z), elle ne
peut pas étre utilisée pour évaluer la quantité N(z) en tant que telle.



Chapitre 3

Valeur asymptotique de la fonction
Ny()

Dans ce chapitre, on montre que, lorsque z tend vers 'infini,

xr

Ny(z) = (1 + o(1)n(a) o

ol 7(q) est une constante strictement positive. Ce résultat a été obtenu par De Koninck,
Doyon et Kdtai [9]. La démonstration de ce résultat utilise les sommes trigonométriques
et certaines propositions du chapitre 1.

3.1 Résultats préliminaires

Dans ce chapitre, pour simplifier la notation, on pose e(y) = €*™* ol y est un nombre
réel.

Proposition 3.1. Soit n un entier, alors

1 :
1 sin=20
Ndr = !
/0 Al {0 si n 2 0.

Preuve. Sin =0, on a que
1 1
/ e(zn)dx :/ dz = 1.
0 0
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Par ailleurs, si n # 0, on a que

! _e(n) —1
- 2min

=Y,

2T {yg

ce qui termine la démonstration de la proposition 3.1.

/2” 1 ””‘d.c—{ 1 sin=0,

0o 2w 0 sin#0.

Preuve. Le corollaire 3.1 découle directement de la proposition 1 lorsqu’on effectue le
changement de variable y = 2nz.

Corollaire 3.1

Proposition 3.2. Soient k un entier positif et € un entier. Alors

lkie je _J 1 sié=0 (mod k),
K = k 0  sinon.
3=0
Preuve. Supposons d’abord £ = 0 (mod k). On a alors e(ﬂ) =1

k—1 4 k—1
1 (jf) 1

=Ye{Z)==F1=
k:j:() k ij

Supposons maintenant, £ % 0

—~

mod k). On a dans ce cas

=1 : o(BEY — 1
I SNEANRTC RN
k k k B(E) *’1

J

a'

i
(=]

ce qui termine la démonstration de la propesition 3.2.

Soient x un nombre réel positif, z un nombre complexe et f une fonction arithmétique

2) = Z 2fm,

1<n<z

a valeurs entieres. On pose

Proposition 3.3. Soient © un nombre réel, f une fonction arithmétique a valeurs
entieres et t un nombre entier. Alors

/0 Op(z,e(s)) - e(—ts)ds = #{n <z : f(n) =1t}

Preuve. Par la définition de 6; on a

O(z, e(s)) - e(—ts)ds = /(; Z e(sf(n))e(—ts)ds (3.1)

0
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En utilisant la propostion 3.1, on obtient

Z /o e(s(f(n) —t))ds = )__: l ={n < =1 fin) =it} (3.2)

1<n<e 1<n<x
- fim)=t

De (3.1) et (3.2) on déduit que

1
f 85z, els)) - e —ts)ds = #{n < =2 f(n) = 8}, (3.3)
0
ce qui termine la démonstration de la proposition 3.3.

Soient f une fonction arithmétique a valeurs entieres, w et z des nombres complexes
et z un nombre réel positif. On pose

Ue(z,w,2) := Z PR

1<n<e

Proposition 3.4. Soient [ une fonction arithmétique a valeurs entiéres, k et £ des
entiers, x un nombre réel positif et z un nombre complexe. Alors

k—1
%Z‘I’(ﬂ%e(-ﬁ/k),z)e(—swk) = Z Sfn)
a=ll I<n<z

n=t (mod k)

Preuve. Par la définition de W, on a que

=

—1

k—1
U(z, e(s/k), 2)e(—sl/k) = %Z > 2 Me(s(n— 0)/k). (3.4)

5=0 1<n<z

7| =
I
(=]

8§

En interchangeant 'ordre de sommation, on obtient de (3.4)

k1 k-1
% ; U(z, e(s/k), 2)e(—st/k) = 1; znn)% ; e(s(n — £)/k). (3.5)

En utilisant la proposition 3.2, on obtient

k-1

Z zf(”)% Ze(s(n —£)/k) = Z PR (3.6)

l<n<zx s=0 1<n<z
n=¢ (mod k)

En combinant (3.5) et (3.6), on complete le preuve de la proposition 3.4

A Vaide des propositions 3.1 et 3.4, on peut facilement démontrer le théoréme sui-
vant.
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Théoreme 3.1. Soient f une fonction arithmétique a valeurs entiéres, x un nombre
réel positif et k > 1, £ et t > 0 trois entiers. Alors

1 k—1
[ 33 el st ety = #{n < 2 f() = tn=¢(mod B}

Preuve. Par la proposition 3.4, on a que

?i"‘

-]

/ ~,15 W(a, e(s/ k), ew))e(—st/k)e(~yt)dy (3.7)
::J[ S elyf(m)e(—yt)dy

n<xr
n=¢ (mod k)

= 2 [ —t))dy.

n=f (mod k)

CD
O

En utilisant la proposition 3.1, on obtient

Z / e(fy(f(n) —))dy =#{n <z:n=4£ (mod k), f(n) = t}. (3.8)

<
n=¢ (mod k)

En combinant (3.7) et (3.8), la preuve du théoréme 3.1 est complétée.

Afin d’appliquer le théoréme 3.1 a l'étude de la fonction s, (n), on a besoin de la
proposition suivante.

Proposition 3.5. Soient g un entier ¢ > 2, R un entier positif, w et z deux nombres
complezes. Alors

U(g®, w, 2) H Z:zkw'“’TJ

0<j<R k=0

ot U'on écrit W(gR, w, z) pour ¥;(q®, w, z) en sous-entendant f(n) = sy(n).

Preuve. Par la définition de la fonction s,(n) et en supposant n < ¢%, on a

sq(n) = E9() + €P(n) + ...+ €2 (n).

Il s’ensuit que pour tout nombre complexe z,

R—-1
SSa(n) H zﬁjq’("). (3.9)
=0
Par définition, on a également

n =0 (n) + g€\ (n) + ...+ ¢F D (n),



Chapitre 3. Valeur asymptotique de la fonction N,(z) 36

de sorte que, pour tout nombre complexe w,

R—1

me s, (3.10)
=0

On obtient donc de (3.9), de (3.10) et de la définition de ¥ que

}
Wt w2 = 5[] 40’ 3.11)

n<q® j=0

Par la définition des fonctions £ J(-Q), on a

R—1 q—1 g—1 q—1 R—1
Z szg‘”(qufa;f”(n) _ ZZ Z Z H 60 (n),, 46" (n)
n<qR j=0 ko=0 ky=0 kp_1=0 n<qft j=0
647 (n)=ky 0<ESR-1
qg—1 g—1 g—-1 R-1

_ I (3.12)

ko=0 k1=0 kr-1=0 j=0
R—1 g—

= H wk ok
j=0 k=0

De sorte que la proposition 3.5 découle directement de (3.11) et (3.12).

Définition Soit ¥ un nombre réel, on définit ||y|| par ||y|| := min({y},1 — {y}). Autre-
ment dit, ||y[| est la distance entre y et entier le plus proche, de sorte que 0 < ||y}l < 3

Proposition 3.6.  Soient o« un nombre réel tel que 0 < o < i, Yy ety deux nombres
réels tels que ||y — ys|l > 2a.. Alors

max ([ ], [v2]) =

Preuve. On effectue la démonstration de la contraposée en supposant |jy;|| < « et
lly2]l < @. On traite d’abord le cas 0 < {y,} < @ et 0 < {y} < {1} Sous cette
hypothése, on a

lyr — well = {m} — {?Jz} <{wm}= il < a,

une contradiction. On traite maintenant le cas 1 — v < {g1} < 1 et 0 < {y2} < . Sous
cette hypothese, on a

lr = wall = {on} = {well =1 = ({on} — {32}) <1 = (1 — a) — a) = 20,

encore une contradiction. Les autres cas se traitent de fagon analogue. On en omet la
démonstration afin d’étre plus concis. Dans tous les cas, on obtient

lyall < e et [jyall < a == [ly1 — w2l < 2a,
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une contradiction, ce qui compléte la démonstration de la proposition 3.6.

Proposition 3.7. Soient ¢ > 2 un entier, y un nombre réel tel que 0 < y < %, a un
nombre réel tel que 0 < a < E% et m un entier tel que yg™ > 1. Alors il existe un entier

non négatif j < m, tel que ||yg’]| > a.

Preuve. Soit m; le plus petit entier tel que yg™ > 1. 1l est clair que m; > 1. Si
my; = 1, alors % <y<ietlyl= }{ > a ce qui compléte la démonstration. Supposons
donc m; > 2. Par construction on a

1 ; ;
—<ygm <1l et S <yg™ < - (3.13)
q q q

1l s’ensuit que |lyg™ 2| = E‘g > a, ce qui compleéte la démonstration de la proposition
3.7,

Proposition 3.8. Soient ¢ > 2 un entier, o un nombre réel, 0 < a < %, et y un
nombre réel tel que ||y|| > a. Alors
g—1
e(yt)| < q — 4a’.
=0
Preuve. Par 'inégalité triangulaire, il est clair que
q—1
Ze(yt) <+e(y)+¢—2 (3.14)
=0
Par définition, on a
[1+e(y)| = \/(1 + cos(2my))? + sin?(27y) (3.15)
= /2 + 2cos(2ny)
= /24 2cos(27]|y]|).
Comme 0 < ||y|| < 3, on obtient que
cos(2r|lyll) < 1 - 8llylI* (3.16)

Iin combinant (3.15) et (3.16), on en déduit que

11+ e()] < v4 - 6]yl = 2¢/1 — 4]ly|* < 2 — 4fjy]*. (3.17)
En substituant (3.17) dans (3.14), on obtient alors

g—1

> elyt)

t=0

< q—4llyl]* < ¢ —40?,

ce qui termine la démonstration de la proposition 3.8.
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3.2 Une borne supérieure pour la fonction W

Dans cette section, on fait appel aux résultats de la section 3.1 afin de borner
supérieurement, la fonction W sous certaines conditions.

Théoreme 3.2.  Soient © un nombre réel positif, ¢ > 2 un entier, k un entier positif
tel que (k,q) = 1, € un entier tel que £(q— 1) # 0 (mod k) et z un nombre complexe tel
que |z| = 1. Alors il existe une constante positive c1y = ¢11(q) telle que

| W (z,e(€/k), z)| < ze —e11i28E

Preuve. Comme par hypothese |z| = 1, on peut écrire z = e(y) ol y est un nombre
réel. Soit R un grand entier positif. Par la proposition 3.5, on obtient

R—1 q—1
U(gh e(t/k),2) = [ D elttq’ /k)e(ut),
=0 t=0
de sorte que
R—-1|g—1 .
R ly’
|¥(q", e(E/K), 2)] = e(t(L+y
3=0 [t=0
C’est pourquoi, pour 0 < o < 3, on a
¥ (q", e(f/k 2))| < ¢ (g — da?)f=, (3.18)
q—
oli Mz =4 {U Lj<R~-1: Z ( (— +y)) <q- 40:2}. Par la proposition
t=0
3.8, on obtient que
Hyo > #{0<j<R—1:|/g?/k+y| > a}. (3.19)

Afin d’obtenir une borne inférieure pour le membre de droite de (3.19), on utilise I'iden-
tité |
(6q’ [k +y) — (L’ [k +y) = bqg — 1)g' ' k. (3.20)

Supposons maintenant o < %. Par la proposition 3.6, on a que ||¢(q—1)¢’ ! /k|| > 2«
implique [|¢¢’ /k + y|| = a ou ||[¢g? ' /k + y|| > a. De (3.19) et (3.20), on obtient donc

H,> %# (1<j<R—1:|t(g—1)g /K| > 2} . (3.21)

Comme par hypothése, (g — 1) # 0 (mod k) et (k,q) = 1, on obtient ||{(qg —
)¢’ ' /k|| = +. Par conséquent, pour tout entier positif m, on a ¢™||€(g — 1)¢? ' /k|| >
1=, ce qui 1mphque que

(g — 1)g"* /kljq'™ea! > 1. (3.22)
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Par la proposition 3.7, on déduit de (3.22) que si 2a < —15, alors pour chaque entier

j € [1, R—1], il existe un entier j, € [j Jj+ [loqu tel que ||(g — )¢ ' /k|| > 2c. De
(3.21), on peut done déduire que

R Rlogyq
2H, > #{1 <j<R—1:|tlqg—1)¢ /K| > 2 > . (3.23
#(1< e =106l > 20} > ey ~12 . (329
De (3.18) et (3.23), on conclut que

|W(g", e(¢/k), 2)| < g (g — da?) iE. (3.24)

On peut réécrire cette derniere inégalité sous la forme

4a? ?11 %

= og
W(q® e(t/k),2)] < qF (9-—qi) (3.25)

7 log g(log q — log(q — 40*))R
glexp ] — .
4log k

Comme on peut choisir a = ﬁ, on obtient de (3.25)

| logg (logg —log (g — 3%
| W (¢, e(l/k),2)| < qRe—c“"(Q)% ol ¢15(q) = ( i ( qz)). (3.26)

Soient z un grand nombre réel positif et R le plus petit entier tel que g™ > 2. On a
alors gz > q% et R > ',‘7’)3—': De (3.26), il découle que

W (z, e(€/k), 2)| < [U(q®, e(€/k), z)| < qRe 2 DmE < qre 12D rmasiogs

En posant ¢;(q) = C]‘;g(g)1 on compléte la démonstration du théoreme 3.2.

3.3 Estimation de la quantité A,(z|t, ¢, k)

Dans cette section, on utilise le théoréme 3.2 pour estimer la quantité Ag(z|t, L, k)
ol z est un grand réel positif, ¢ et k des entiers positifs et ¢ un entier quelconque.

Proposition 3.9. Soient g > 2 un entier, x un réel positif, £ un entier et k un entier
positif. Alors

Ayt £,k) — ,1{ J(alt)| < max max ¥(a, e(s/k). ).

1<s<k—1 |z
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Preuve. Du théoreme 3.1, on peut déduire que

14 k-1
f %Z U(z, e(s/k), e(r))e(—st/k)e(—tr)dr = Ay(x|t, ¢, k) (3.27)
0

ainsi que
]0 U(z, e(0/k), e(r))e(—0L/k)e(—tr)dr = Ag(xz|t). (3.28)

En combinant les égalités (3.27) et (3.28), on a
1 Ly 5
Azl 2, k) — EAq(a:|t) = f z Z'Il(:r:, e(s/k),e(r))e(—st/k)e(—tr)dr
0 s=1

1 k—1 1
-1y / U(z, e(s/k), e(r))e(—st/k)e(—tr)dr,
s=1 0

de sorte que

k=1, 1
Azt 6, k) — Ag(alt)| < %Z /0 U(, e(s/k), e(r))e(—st/k)e(—tr)dr| (3.29)
< max f] U(z, e(s/k),e(r))e(—st/k)e(—tr)dr|.

Etant donné que

/(;\I'(:E,e(s/k'),e(r))e(—sf/k)e(—tr)dr < jﬂ|\I!(q:,e(s/k),e(r))e(ésﬁ/k)e(tr)[dr

_ fo ¥ (z, e(s/k), e(r)| dr
= ﬂi¥|@(r,e(s/k),z)|,

on obtient de (3.29) que

Aglzlt, 6, k) — Ag(z|t)| < max max |¥(z,e(s/k), z)|,

T 1<s<k—1 |z]=1

ce qui termine la démonstration de la proposition 3.9. Comme corollaire de cette pro-
position, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 3.3. Soient g > 2 un entier, k un entier tel que (k,q(q —1)) =1, R et t
des entiers positifs et £ un entier. Alors

"

kAq(qut) < qffe MR,

Aq(q"It, €, k)
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ot €13 = ¢11(q) est la constante du théoréme 8.2.
Preuve. Par la proposition 3.9 on a

Aq(q%,e,k)—%A(%) max max | ¥(q", e(s/K), 2)|. (3.30)

1<s<k—1 |z[=1

Comme par hypothese (k,¢g—1) = 1, on a que pour tout entier s € [1,k—1], k Js(g—1).
Par le théoreme 3.2, il s’ensuit que

(W (R, es/k), 2)| < qe " s (3.31)

et la démonstration du théoreme 3.3 découle directement de (3.30) et (3.31). Le théoréeme
3.3 est en fait un cas particulier du théoréeme suivant.

Théoréme 3.4. Soient q > 2 un entier, R un entier positif, k un entier positif tel
que (k,q) = 1, t un entier positif et £ un entier quelconque. Alors

At e,) — ELD a1, (kg - 1) < g

Preuve. Par le théoréme 3.1, on obtient

Aqla®it, k) = %Z [ e elade—st Rty
Posons maintenant )
% k: f; U(q", e(s/k), e(y))e(—st/k)e(—yt)dy = 1 + L, (3.32)
wB=g Y f e(s/k), e(w))e(—st/k)e(~yt)dy

{q— l).-r;éG (mod k)
1
=g Y / R (), e(y))e(—st/k)e(—yt)dy
S

Commengons par borner supéricurement ;. On a

fo‘I’(qR,e(S/k),6(y))e(—33/k)6(—yt)dy‘ < m;txI\I'(qR,E(S/k):e(y))@(-sf?/k)E(—yt)l
= m;ax|lb(qR,e(s/k),e(y))|. (3.33)

Par le théoréme 3.2, sous 'hypotheése k fs(¢ — 1), on a

|9 (", e(s/k), e(v))] < gfe ik (3.34)
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De (3.33), (3.34) et de la définition de ¥;, on déduit que

— —-.g-—lu T — log = “ L3
X1} < — E qfe Mgk < gfle M iogk, (3.35)
0<s<k—1
(g—1)s20 (mod k)

| =

Etudions maintenant 5. Sous ’hypothese k|(g — 1)s, on pose (¢ — 1)s = mk, ¢’est-

a-dire s = ﬁ—"‘l. Comme s est un entier, on doit avoir {—k‘-’ql_ll—)lm. On peut donc écrire
= . . .

m = (T k(‘z_l)) pour un certain entier r, ce qui nous donne s =

s < k implique r < (k,q — 1). Par conséquent,

ey 2 [w(eme (B o) o (LR gy

(kg—1)° De plus, la condition

0<r<(k,g—1)
(3.36)
k,g—1 1
- qk )(;g Y > f W(q", e(r/(k,q—1)),e(y))e(—r€/(k, q—1))e(—yt)dy.
4 0<r<(k,g—1)
Mais il découle du théoréme 3.1 que
1
kg—1) > / (a" e(r/(k,q — 1)), e(y))e(—re/(k,q — 1))e(—yt)dy
4 0<r<(k,g—1)
= Ay(q™|t, €, (kg — 1)). (3.37)
En combinant les équations (3.36) et (3.37) on obtient
1 k? q— 1
gy (—Tﬁ)Aq(qut,f, (kg —1)). (3.38)

En rapportant (3.35) et (3.38) dans (3.32) on conclut que

k? =4 c“lo @
Anfat k) = B0 A gm0 4, (kg — 1) < greentEE,

ce qui compléte la démonstration du théoreme 3.4.

Proposition 3.10. Soient g > 2 un entier, z un réel positif, k un entier tel que k|g—1
et ¢ un entier quelconque. Alors

Aty 0 F) = { Al st {md .

autrement.

Preuve. Soit R le plus petit entier tel que g% > 2. On a

R-1 k-1

n= Zf (n)g =Y &7 (n) = s4(n) (mod g~ 1),

j=0
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de sorte que, si klg — 1, on a s,(n) = n (mod k). Par conséquent si t = ¢ (mod k) et
Sq(n) =t alors n = £ (mod k).

Par ailleurs, si ¢t # ¢ (mod k) et s,(n) = t, alors n n’est pas congru a £ modulo k
ce qui montre que Ay(z|t, €, k) = 0si t # ¢ (mod k) et termine la démonstration de la
proposition 3.10.

Théoréme 3.5. Soient ¢ > 2 un entier et k un entier positif. En écrivant k = kiks
ot (ky,q) = 1 et ky tel que p|lk; = p|q et en désignant par h le plus petit entier tel que
ki|q", alors, pour tous les entiers € et t,

JAaB|t, 8 k) = ZA(“

m={0

t — Sq(mk] -+ 61), (qh)il(f — mkl Loy El): i\;g) 4

ou £, est le plus petit entier non négatif tel que £, = ¢ (mod ki) et ou (¢")~' désigne
Vinverse multiplicatif de ¢ modulo k.

Preuve. Pour tout entier positif n < ¢f, on écrit n = ny + nyg" avee ny < ¢" et
ng < ¢ 11 est alors clair que s4(n) = s,(m) + 84(ny). Comme (ky, ky) = 1, par le
théoreme du reste chinois, il existe deux entiers £, et £ tels que

n={ (modk)<=n=4¢ (modk)etn=4~¢ (modk,).

Par construction, on a
n={ (mod k) <= ny, =¥ (mod k) et
n={y (mod ky) < ny + ¢"ng = € (mod ky)
= ny 4 q¢"ne = £ (mod ky).

Il s’ensuit que

A It 6, k) = Z #i{ne < ¢ 1 sy(ne) =t — s4(na), (3.39)

n1<qh
ny=f (mod kq)

i+ gy =£ (mod ky)}.
En posant n; = mk, + £, on obtient alors

Z #{ns < g " sy(n) =t — sp(na), ny + ¢"ny =€ (mod ky))} (3.40)

n1<qh
n =6 (mod ky)

h

1
= Z #{ns < ¢ sy(ng) =t — sy(mky + €1), mky + €+ ¢"ny = € (mod ky)},
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et le théoreme 3.5 découle alors directement de (3.39) et de (3.40).
Théoreme 3.6. Soient q > 2 un entier, R, k et t trois entiers positifs et £ un entier
tel que t = £ (mod (k,q — 1)). Alors

(kaq _ 1)

A(d®It 6 k) =
1(Q‘1:) k

Ag(q"|t) (1 + O(log k - R7/%))
+O(qRe*c“‘5'§T¢).

Preuve. Par le théoréeme 3.5 on a

=%

-1

Aq(qnlts £1 k) = Aq (th

m=0

t— sq(mkl + El), (qh)‘l(f — mkl — 31), kg) =

1

ott (¢")~! est linverse multiplicatif de ¢" modulo k;

Comme sq(mk; + €;) = ¢, +mk; (mod (g — 1)), comme (¢")~' =1 (mod (¢ — 1)),
comme par hypothése t = ¢ (mod (k,¢—1)) et comme finalement (ks,q—1) = (k,q—1),
on obtient

t — sq(mki +£1) = (¢") (€ — mky — &) (mod (ks,q — 1)). (3.41)
De (3.41), du théoreme 3.4 et de la proposition 3.10, on déduit que

Ag(q" "t — sq(mky + €0), (¢") (€ — mky — ), ko) (3.42)

_ ) —h
- —(k’i 1)/-'1,1,1(qjq""|t — sy(mk1 +£1))+ O (qR’"he_L“%ﬁz) :
2

Par la proposition 1.11, on obtient que
A"t = sylmy + 1)) + O (g e ) (3.43)
= A (q""[t) (1 + O (h(R —h)™/%)).
De (3.40), (3.42) et (3.43), on déduit que
AqRit, 6, k) + O (q“"‘e“ca(ﬂ-m” ") (3.44)

= B0 ("0 (140 (bR — W) 17)).

Etant donné que par définition, kiks = k, on obtient du corollaire 1.1
" Ag(q" M |t) = Ag(g®1t)(1 + O(R(R — h) ™)), (3.45)

de sorte que le théoréme 3.6 découle alors de (3.44), de (3.45) et du fait que par construc-

. log k
tion h < _g—lugZ‘



Chapitre 3. Valeur asymptotique de la fonction Ny(z) 45

Théoréme 3.7. Soient x un réel positif, ¢ > 2 un entier, k, € et t trois entiers tels
que t = ¢ (mod (k,q — 1)). Alors

Ag(z|t, €, k) +O(fe iog:::)l/-i)

k.g—1 -
= (qk—.)Aq(:nIt) (1+0 (log k(log z) /%)) .
Preuve. On écrit |z| = o4 qfl + qu(q} avec 0 < fﬁ'ﬂ < ¢ — 1. Autrement

dit, les §J(-q} sont les chiffres de ’écriture de |z | en base g. Pour tout entier non négatif
m < R, on pose

S A L (3.46)

Il est clair que pour tout entier m, B,, < z < B,, + qR_m. Par conséquent,
0 < Ag(z|t, k) — Ay(Bumlt, €, k) < ¢ ™. (3.47)

On obtient par construction

B

P =y
(Bplt, £, k) Z #An < g isn) =t —s,(j)yn+¢" i =4 (modk)}.

(3.48)
Par le théoreme 3.6, on a

#{n < ‘i"R_m t8g(n) =t — sq(f)ym + gt ™ =4 (mod k)} + O(qf"-*me%3(ﬁ*m)‘/“)
By g Fmi s, (1)1 4+ O((R — m) 1)) 8.45)

En combinant les équations (3.48) et (3.49), on obtient

Ay(Bult, £, k) + O(g" meetB-m'") (3.50)

(k,q—1) s
= ’_qk_ Y A@ Mt — s4(1))(1 + O((R — m) %))

j=1

= = A(Bult)(1+ O((R = m)™'/%)).

En combinant les équations (3.47) et (3.50), on déduit que

(kuq_ 1)

Aglz|t, b, k) + O(g" ™) = -

Ag(z|t)(1 + O((R — m)~'1%)),

ce qui, en posant m = %, termine la démonstration du théoreme 3.7.
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3.4 La valeur asymptotique de la fonction N,(z)

L’objectif de cette section est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 3.8. Soil ¢ > 2 un entier. Alors,

Ny(z) = (1 + O ((log z) /%)) n(g)—

e (z — o0),

o

n(q) == 210%2 Z

46

Ce résultat a été obtenu par De Koninck, Doyon et Kétai [9] et indépendamment par

Mauduit, Pomerance et Sarkozy [19].

Preuve. Soient ¢ > 2 un entier et = un réel positif. On pose R = Loqu On pose

également,
Nq(ir) =¥ + 2o,
ol
E:1 = Z Aq($|t: Oa t)u
tel
Spi= Y Ag(xlt,0,0)
te1
et ou

L g—1 23 g—=1 2/3
e (55w (150 ]

Par la proposition 1.7, on obtient que
Dy < #{n < ™ s,(n) € I} < g e R,

D’autre part, on a également

E ST Aylalt,0,0).

tel
t=k (mod g—1)

En utilisant le théoreme 3.7, on obtient que

(tvq _ 1)

A(alt,0,1) = Ag(elt)(1 + O((log 7)),

[En combinant les équations (3.52) et (3.53), on déduit que

5= Y D6+ o((og ) ).

el
t=k (mod (g-1))

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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En utilisant le fait que sous '’hypothese t = k (mod (¢—1)), (t,g—1) = (k,g—1) et le

fait que sous 'hypothese t € [ on a § = _E.ﬂ_(qfif; (1 + O((log £)~1/%) on en déduit que
2logqg L2 »
B e T lezs Ylka—-1) Y Aalt)(1+O((logz) ). (3.54)
k=0 tel

t=k (mod {g—1))

Par la proposition 1.10, on a que

ST Ayal) = (q_”i 3 + O(z(log 2)~173). (3.55)

t=k (mod g—1}

Des équations (3.54) et (3.55), il s’ensuit que

2z logq = »
5= —— Y (k,qg—1)(1+0( 72 _
1 (Q—l)zloga:;( = L1+ Olega" ] (3.56)

et le théoréme 3.8 découle alors directement de (3.51) et (3.56).



Chapitre 4

La fonction 7(q)

Dans le chapitre précédent, on a montré que Ny(z) = (1 + o(1))n(g) 2

logx

avec

1
_N%qiz@q—ﬂ

g—1

L’objet de ce chapitre est 'étude du comportement moyen, normal et extréme de la
fonction n(qg). Pour débuter, on pose

=30

de sorte que n(q) = 284 —=dglg—1).

Proposition 4.1.  La fonction g(n) est une fonction multiplicative. De plus, pour tout
nombre premier p et pour toul entier a > 1,

dﬁ)=1+a(1$)-

Preuve. Soient m et n deux entiers tels que (m,n) = 1. Alors, par définition,

gmm)zgiwiﬁjzii (Ln iiﬁé ;) Qfﬁ@gﬂ. (4.1)
3=

1=1 a=1 b=1 1<j<mn
i=a (mod m)
7=b (mod n)

Par le théoreme du reste chinois, pour tous les entiers a et b tels que 1 < a < m et
1 < b < n, il existe un unique entier j, 1 < 7 < mn, tel que j = a (mod m) et j = b
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(mod n). 1l s’ensuit que

g GnGm) _ ) am) (12)

- n m 7 ™m
1<j<mn
j=a (mod m)
i=b  (mod n)

En combinant les équations (4.1) et (4.2), on obtient que

m

g(mn) = ZZ 2 m) b‘ ) Z (a;r:n) Z (b;ln) = g(m)g(n), (4.3)

a=1 b=1 a=1 =1

établissant ainsi que la fonction g est multiplicative.

Montrons maintenant que si p est un nombre premier et a un entier positif, alors

g(p*) =1+a (1 — —) Pour tout nombre premier p et pour tout entier positif a, on a
que

9 = ) b fa)

a—1 ph
= I+ (pa-—h afhfl)_
O 1

= 1+ a]r L

ce qui compléte la démonstration de la proposition 4.1.

Soit 7(n) la fonction qui compte le nombre de diviseurs de n. La fonction 7(n) est
une fonction multiplicative telle que pour tout nombre premier p et pour tout entier
positif a, 7(p*) = a + 1. De la proposition 4.1 et de la définition de 7, on obtient que

g(n) < r(n). (4.4)

Soit ¢p(n) la fonction d’Euler. La fonction ¢ est une fonction multiplicative telle que
pour tout nombre premier p et pour tout entier positif a, ¢(p?) = (p — 1)p®~". De la
proposition 4.1 et de la définition de la fonction des fonction 7 et ¢, il est clair que

¢(n)
n

7{n) < g(n). (4.5)
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L’ordre normal des fonctions 7 et ¢ est donné par les propositions 4.2 et 4.3.

Propostion 4.2.  Pour tout £ > 0,

lim i# {n<w: (logz)"5%~¢ < 7(n) < (10g$)logz+s} =1.

00 I

La proposition 4.2 est une conséquence directe du résultat classique selon lequel I'ordre
normal de w(n) et de Q(n) est loglogn et de I'inégalité 2" < 7(n) < 29

Proposition 4.3

n
$(n)
La proposition 4.3, est une conséquence facile des résultats plus précis démontrés dans
la section 4.8 du livre de Postinokov [21].

lim lim ~1—# {n < @

M—ocz—00 T

>M}:0.

Des propositions 4.2 et 4.3 et des équations (4.4) et (4.5), on déduit le résultat
suivant.

Proposition 4.4. Pour tout £ > 0,

lim 1# {n<ax:g(n) ¢ [(logn)°>c, (logn)e2*]} = 0. (4.6)

T—00 I

Autrement dit, 'ordre normal de log(g(n)) est log 2-log log n. La proposition suivante
découle directement de la proposition 4.4 et de la définition de la fonction g(n).

Proposition 4.5. Pour tout € > 0,

lim l# {n <z:n(n) ¢ [%(logn)l"gzﬂ_s, %(log n)’°g2+1+ﬁ] } =3

T—0o0 I

Autrement dit, Pordre normal de log(n - n(n)) est (1 + log2)loglogn. Les deux
propositions suivantes révelent le comportement extréme de la fonction g(n).

Proposition 4.6
liminf g(n) = 2.

n—oo
Preuve. Soit p un nombre premier, par la proposition 4.1, on a g(p) = 2 — % Comme
lim, oo 2 — 7 = 2 on obtient liminf g(n) < 2.

Toujours par la proposition 4.1, on a p(n) = 0= g(n) > 2 et g(n) > maxy, g(p).
En supposant p(n) # 0, on a lim,,_,. max,, p = co ce qui montre que liminf g(n) > 2
et termine la démonstration de la proposition 4.6.
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Proposition 4.7

lim sup
=00

(log(g(n)) log log n) ~ log?2.
logn
Preuve. On a d’'une part,

log log log
lim sup ( og(7(n)) log ogn) = log 2. (4.7)
oo logn

Pour une démonstration de (4.7), voir le théoréeme 317 du livre de Hardy et Wright
[15]. Le résultat classique suivant est démontré comme le théoreme 328 du livre de
Hardy et Wright [15],

P(n)loglogn  _

liminf —————— =¢™",
n—00 n
il en découle que
1 n
< $(n) < 1. (4.8)
log logn n

La proposition 4.7 découle alors de (4.7), (4.8) et de I'inégalité @T(n) < g(n) < 1(n).

Théoreme 4.1. On a
lim inf n__n(_ﬂl =
n—oc  logn

et

. logl
lim sup (log(n nl(:g)z'z o8 ogn) = log 2.

n—00
Preuve. Le théoreme 4.1 découle directement des propositions 4.6 et 4.7 et de la
définition de la fonction 7.

Proposition 4.8. Pour tout réel positif x,

Zg(n) = |z| + Z {EJ %)—

n<e 2<d<a

Preuve. Par la définition de g on obtient la chaine d’égalités

n

S gn) = > (—T—”—T—L@ (4.9)

n<e n<r m=

S

n<zr m=1

ST D DD DR

n<r 2€d<n 1€m<n—1
din (mn)=n/d

—E+yY Y Y é

9<d<a _ nm<w 1<m<n—1
- n=0 (mod d) (m,n)=n/d
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Remarquons que si 2 < d < n et d|n,
#{m < n:(m,n)=n/d} = ¢(d). (4.10)

En combinant les équations (4.9) et (4.10) on obtient que

¢(d op(d
Som=lel+ > Y EP=ee ¥ [5]50

n<r 2<d<z n<w 2<d<z
- n=0 (mod d} =

ce qui termine la démonstration de la proposition 4.8.

Proposition 4.9. Lorsque x est un nombre réel qui tend vers l'infini,
Z (n) = (1+0(1 ))—6—:1310 2
g e logz.
n<x

Preuve. Par sommation d’Abel, on a que

SR () PSP

d<z d<z m<d d<z

L’identité classique suivante est démontrée comme le théoreme 330 du livre de Hardy
et Wright [15],
3
> gm) = (1 +o(1) d*  (d— oo). (4.12)
m<d

En combinant les équations (4.11) et (4.12), on obtient que,

¢'(d) . 3 2 1 I -
— (1+40(1) %-2=(1+o(1))%10g:r (5 — o),
d<z

et la proposition 4.9 découle alors directement de (4.13) et de la proposition 4.8.

Théoréme 4.2.Lorsque x est un nombre réel qui tend vers Uinfini,
Zn (1+o 1))i(log3€)3
72 )
n<T
Preuve. Par sommation d’Abel, on a que

> znlo_gfg(n) =3 ((Z g(m)) (ilig? = 210g(2+ 1))) + Qxlo_ngg(n).

n<r n<e m<n n<x

(4.14)
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Par la proposition 4.9, il découle de (4.14) que lorsque z tend ver Vinfini, on a

2logn 6 2logn
Z 5 gln) = (l—l—o(l))zﬁnlogn -

n—1 n
n<x n<r

~ o)y [ bty

= L+ o) (oga)’

ce qui termine la démonstration du théoréme 4.2.

53



Chapitre 5

Les suites de nombres de Niven
consécutifs

L’objet de ce chapitre est I'étude de la fonction N,,(z) définie pour chaque entier
r € [2,2q] par

Ngp(z) = #{n <z : s¢(n)|n,sq(n+ 1)jn+1,...,50(n+r—1)|n+7r— 1}.

Nous allons démontrer que, lorsque x tend vers U'infini, il existe une constante positive

c13 = c13(q, r) telle que
"

(log )"

Nyo(z) = (14 0o(1))ers

5.1 Reésultats élémentaires

La proposition suivante, presque triviale, affirme qu’il existe une infinité de paires
de nombres de Niven consécutifs en base 10.

Proposition 5.1. Il existe une infinité d’entiers n tels que s(n)n et s(n+ 1)|n + 1.
Preuve. 1l suffit de considérer les nombres de la forme n = 10% + 11 pour a > 2. On a
alors s(n) = 3 et 3|n. De plus s(n+ 1) = 4. Comme n+ 1 = 12 (mod 100), 4|n + 1 ce
qui termine la démonstration de la proposition 5.1.

Remarque. 11 découle directement de cette preuve que Nyga(z) > log .

La proposition 5.2 fournit une borne supérieure pour le nombre de paires de nombres
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de Niven consécutifs en base 10 inférieurs a z. Il va de soi que cet argument peut étre
généralisé pour une base quelconque.
Proposition 5.2. Lorsque x est un nombre réel qui tend vers infini,

z(log log z)?

N10.2($) < (log$)2

Cette proposition a d’abord été obtenue par De Koninck et Doyon dans [8]. Sa démonstration
ne fait pas appel aux résultats du chapitre 3.

Preuve. On écrit d’abord Nyg(z) sous la forme

Niga(z) = _Z #5;(z)

ol
Si(z) ={n<z:s(n)|n,s(n+1)n+Ln=j (mod 10)}.

Il est clair que

#S0(x) = Y #Son(z) olt Sop(x) = Se(z) N {n < z: 10*n + 1, 10" fn + 1}.
h=1

Attardons-nous d’abord & borner supérieurement. #.S5;(z) dans le cas oti 7 # 9. En
effet, dans ce cas, si n € S;(2), on obtient s(n+ 1) = s(n) + L. Il s’ensuit que pour tout
entier positif 17,

#8(10%) = Z #{n <107 : s(n) =, t|n,t+1ln+1,n=75 (mod 10)}
1<1<9R
< ) AQOREE(E+ 1)) (5.1)
1<1<9R

Pour tout entier n < 10%, on écrit n = my + 10°my avec my < 10° et my < 10579
ol § est un entier qui sera déterminé plus tard. Il s’ensuit que s(n) = s(my) + s(my).
On obtient ainsi de (5.1) que

10—

#5,10M) < 3" T AQO°|s(my) = — s(my), t — 10°my, t(t +1)).  (5.2)

1<I<OR  ma=0
On pose I := [4.5R — R** 4.5R + R*?]. Par la proposition 1.7, on déduit de (5.2) que

#5;(10%) < #£8(10%) + 10%eR", (5.3)
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ol
10ft=+—1

#85(10%) =S " S AQO|t — s(my), t — 10°mg, t(t + 1).

tel  ma=0
Comme par hypothese, m; < 10°, on a que s(m;) < 9s. En inversant P'ordre de som-
mation, on obtient que

10fi=s

#S5(10%) = Y Z A(10°t — s(ma), t — 10%ms, £(t + 1)). (5.4)

g =0
s(n12)<£<s(m2)+95

On voit facilement que

A(10°|t — s(ma), t — 10°ma, t(t + 1)) (5.5)
< F#{my <10° :my =t — 10°my  (mod t(t + 1))}
< W +1
te+1)

En combinant les équations (5.4) et (5.5) on obtient que

10ft=s g »
#S;(10") < > ¥, (t(;i 5t 1) (5.6)

mo=0 tel
s(mg)<t<s(mg)+9s

IOR s

<22 ((g)“)

g —0 tel
s(mg)<t<s(my)+9s

_ lgs (9510” +95)
a0 \(4R)?

95107
= éR)z + 95107,

On pose R comme le plus grand entier tel que 10% < z et s comme le plus grand
entier tel que 10° < (log z)?. On déduit alors de I’équation (5.6) que

log R10% log log x
og & z loglog x

! R+1
) <~ (log 7)”

(5.7)

En combinant les identités (5.3) et (5.7), on conclut que

zloglog z
Si(z) €« —5
#55(z) (log z)?
On suppose maintenant n = 9 (mod 10). L’hypothése n € Sg,(z) implique que
s(n+ 1) = s(n) — 9h + 1. Le systéme de congruences n = 0 (mod s(n)) et n = —1
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(mod s(n) — 9h + 1) posséde une solution seulement si (9h — 1, s(n)) = 1. De plus, si
tln et n =9 (mod 10) alors (¢, 10) = 1.

On écrit chaque entier n € Sg,(10%) sous la forme n = 10"m; + 105""m, — 1 avec
my < 10° et my < 10%*7" Par construction, s(n) = s(m;) + s(my) — 1 + 9h. Si
h > 3log R, alors #{n <z :n+1=0 (mod 10*)} < ti%sw = & Pour la suite, on
suppose donc que h < 3log R. On obtient ainsi

Son(10%) < Z #{n < 10%: s(n) = t,t|n,t + 1 — Oh|n + 1}. (5.8)

1<t<9R
(10(9R—1),t)}=1

Sous Phypothese (t,9h—1) = 1, le systéme de congruencesn =0 (mod ¢) et n = —1
(mod t — 9h + 1) est équivalent & n = ¢’ (mod £(t + 1 — 9h)) pour un certain entier
positif t' < £(t + 1 —9h). C’est pourquoi, de (5.8), on obtient que

108R-h—-s_1

Sen(10®) < Y > (5.9)

1<t<9R mo=0
(£,10(9h—1))=1

#{10° : s(my) = t — s{my) — 9h + 1,10"m; =¢' — 10°*"my  (mod t(t + 1 — 9h))}.

En interchangeant 1’ordre de sommation dans (5.9), on en arrive a

D R |

Sen(10%) < ) > (5.10)

mao=0 tE|s(mg)+9h—1,5(mg)+9h—149s|
(£.10(9h—1))=1

#{my < 10° : s(my) =t — s(msy) — 9h + 1,
10"m, =t — 105" my  (mod t(t + 1 — 9h))}.

Par ailleurs, il est clair que

#{my < 10°: s(my) = t — s(my) — 9h + 1,10"m, =t — 10°*"my  (mod t(t + 1 — 9h))}
10°10"

& omme e £ 1% 5.11
Slirioom (5:11)

Comme précédement, on peut supposer ¢ € I ce qui nous donne £(t + 1 — 9h) > (4R)%
En combinant les équations (5.10) et (5.11) on obtient donc

. [pR—h-s_| ’ 108 108 108
So p(107) < 9s10" 1] = 9« 95 ; 5.12
sk X_ZO ’ ((4}2)2+ ) “ary T S

En choisissant s comme le plus petit entier tel que 10° > (4R?), on déduit de (5.12) que

R

10
Sg,h(].[]'R) << log RTEE*,
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ce qui nous permet, d’établir I'inégalité

3 R 2 IOR
Se(10™) <« (log R) T
et en posant R := “—‘;&%J, d’établir que
z(log log 7)?

ce qui termine la démonstration de la proposition 5.2.

Les propositions 5.3 et 5.4 nous informent sur la longueur maximale d’une suite de
nombres de g-Niven consécutifs.

Proposition 5.3. Pour tout entier ¢ > 2, il n’existe pas 2q+1 nombres de q-Niven
consécutifs. Ce résultat a été obtenu par Grundman [14] en 1994.

Preuve. On effectue une preuve par contradiction. Supposons qu’il existe 2¢g+1 nombres
de g-Niven consécutifs. Soit n le plus petit de ces nombres.

Supposons d’abord n = 0 (mod q) et n # g(q¢ — 1) (mod ¢*). On a alors que

sn+1)=s4(n)+1, ... ,5(n+gqg—1)=s,(n)+qg—1

Soit j un entier tel que 1 < j < ¢ —1. Comme sq(n) + jln+ 7 et ¢ fn+ 7, il s’ensuit
que g fsq(n) + j. On obtient ainsi que

s¢(n) =0 (modgq) et syn+g—1)=¢g—1 (modgq).

Comme par hypothese, n # q(g — 1) (mod ¢?), il s’ensuit que sy(n +q — 1) =
sq(n+2q—2). Mais comme on suppose que n+q—1 et n+2¢—2 sont des nombres de g-
Niven, il en découle que sy(n+q—1)|n+q—1, s,(n+q—1)|n+2g—2 et que par conséquent
Sq(n+q—1)]g — 1. Comme s,(n+q—1) = g—1 (mod g), alors s,(n +¢—1)]g — 1
implique s4(n+¢q — 1) = ¢ — 1. C'est pourquoi s,(n) = sy(n+q¢—1) — (¢g—1) =0, ce
qui nous donne s,(n) = 0, auquel cas n = 0. On obtient ainsi une contradiction dans le
casoiin =0 (mod q) et n # q(¢— 1) (mod ¢?).

Supposons maintenant n = g¢(qg — 1) (mod ¢?). On a dans ce cas que sy(n+g+1) =
Sq(n-+q)+1 et que s,(n+2q) = sg(n+q)+1. Par conséquent, sy(n+q+1) = sq(n+2q).
Comme n+q + 1 et n+ 2¢g sont par hypothése deux nombres de g-Niven, il s’ensuit que
sein+aq+1)n+qg+1et se(n+ q+ 1)|n 4+ 2¢, de sorte que

Sqln+q+1)|g—1. (5.13)
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Pour tout entier j, 1 < j < ¢— 1, on a que sq(n+qg+j) = s4(n+¢q)+35. Ona
également g fn+q+ j et s¢(n+ ¢q) + jlg+n+ j, ce qui entraine que g fsq(n +q) + j.
Il découle de cet argument que

sen+qg+1)=sn+qg)+1=1 (mod g). (5.14)

Or, les congruences (5.13) et (5.14) impliquent que s4(n + g + 1) = 1. Comme
g /n+q+1, onaquen+qg+ 1= 1. Cela entraine alors que n = —¢q ce qui est
impossible. On obtient ainsi une contradiction sous ’hyptohese n = ¢(g — 1) (mod ¢?).

Supposons donc que n # 0 (mod ¢), disons n = a (mod q) avec 1 <a < ¢ — 1.

Considérons d’abord le cas ot n+g—a # 0 (mod ¢?). On a alors sy(n+(g—1)—a) =
Sq(n + (2¢ — 2) — a). Comme par hypothése, n + ¢ —1—a et n+ 2¢ — 2 — a sont
des nombres de ¢-Niven, on obtient que sy(n + (¢ — 1) — a)ln + (¢ — 1) — a et que
Sq¢(n+ (g —1) — a)|n + (2¢ — 2) — a. Par conséquent,

sq(n+(g—1)—a)lg -1 (5.15)

Par construction, la congruence
n+(g—1)—a=¢g—1 (mod q) (5.16)

est également vérifiée. Or les relations (5.15) et (5.16) impliquent que n+ (¢ — 1) —a =
qg—1etn=a<q. Lefait que 2¢ — 1 n’est jamais un nombre de ¢g-Niven compléte la
contradiction.

Le dernier cas & considérer est celui ot n = a (mod q) et n+ ¢ —a =0 (mod ¢?)
avec a # 0. Sous ces hypotheses, sq(n + ¢ —a+ 1) = sy(n + 2¢ — a). 1l s’ensuit que
Sen+qg—a+1)|n+qg—a+1etquesyn+qg—a+l)n+2q—a,cequiimplique que

s¢n+q—a+1)|g—1. (5.17)

Soit jun entier 1 < § < g—1,alorsg fn+qg—a+jet sy(n+qg—a+j)n+g—a+j, de

sorte que g fs,(n+¢—a+ 7). Comme so(n+q—a+7) = sq{n+q—a) + J, il s'ensuit

que :
Seln+q—a+1)=1 (mod g). (5.18)

Il découle alors de (5.17) et (5.18) que s4(n + g —a + 1) = 1. Mais étant donné que
n+q—a+1#0 (mod q), cette derniere égalité implique que n+g¢—a+1 = 1, auquel
cas n < (. Cela compléte la contradiction et du méme coup la démonstration de la
proposition 5.3.
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Proposition 5.4. Pour tout entier ¢ > 2, il existe une infinité d’entiers n tels que
Sg(n)|n, se(n+ 1)n+1,...,84(n+2¢ — 1)|n+2q — 1.

Ce résultat a d’abord été obtenu par Wilson [25] en 1997.

Preuve. Soient ¢ > 2, h > 0 et n > 0 trois entiers. On considére les entiers positifs n
qui peuvent s’écrire sous la forme n = mq" — g avec m un entier positif, auquel cas

5q(n) = s¢(m) — 14 (h—1)(¢g — 1).
On a que, sy(n)|n, sg(n+1)[n+1,..., s;(n+ 29— 1) si et seulement si

mqh_q+3 =0 (modsq(m)—(h—l)(q—l)—}—j)j jzoa"':qml et
mg"+j7 = 0 (mod s,(m)+7),0<j<q—1. (5.19)

On constate assez facilement que le systeme de congruences
mg" —q+j=0 (modsy(m)+(h—1)(g—1)—1+3), j=0,...,q—1, (5.20)
est équivalent a

mg" —q = s,(m)—q+h(g—1) (mod [sy(m)+h(g—1)—q,...,sq(m)+h(g 1) —1]),

(5.21)
Alors que le systéme de congruences
mg" +j =0 (mod s;(m) + 7), i=0,...,q—1, (5.22)
est quant a lui équivalent a
mq" = s,(m) (mod [s4(m),...,s,(m)+q — 1]). (5.23)
Ecrivons ¢ = prt e psteeppk ot py < P2 < ... < pg sont des nombres premiers et

R . e ko b . ; P
ol les «; sont des entiers positifs. Posons () = ]L:I p;’ ou les entiers b; sont définis

implicitement par pgj leyg< p?j . Soit par ailleurs pour chaque entier positif A,

Gho=la-1)h—1)—q,q—1Dh—1)—g+1,....(q— 1)(h—1)+q

t
e . G
PTQ.GL
Posons enfin
H = H o

P
(pg)=1
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ou les p sont des nombres premiers et ot1 6 = d, est le plus grand entier positif tel que
p® < q. On choisit 7 comme un mulitiple de gQH et on choisit m de telle facon que
sqe(m) = 1 (mod Gy H) et s,(m) = 0 (mod ¢g@Q)) ce qui est certainement possible, a la
lumiere du théoreme du reste chinois car (G H,q@}) = 1. On obtient ainsi ¢|s,(m) +
h{g=1}.

Le systeme de congruences (5.22) possede une solution si

sg(m)=¢q"  (mod ([sy(m), ... ,s.(m)+q— 1],¢")).

Or, comme Q|s,(m), ([sq(m), ..., so(m)+q—1],4") = (s,(m), ¢"*!) ce qui entraine
que la congruence (5.22) posséde une solution.

De son coté, le systéeme de congruences (5.20) possede une solution si

sq(m)+h{g—1) = ¢ (mod ([sg(m) +h(g—1)—q,...,54(m) +h(g—1) — 1], q")).

Par ailleurs, comme Q|s,(m) +h(g—1), on a que ([s,(m) +h(g—1)—q,...,sq(m)+
hiqg— 1) —1],4") divise (s,(m) + h(g — 1), ¢"), ce qui signifie que (5.20) posséde effecti-
vement une solution.

Les sytemes (5.20) et (5.22) possédent une solution commune si h(g — 1) est un
multiple de ([sq(m), ..., sq(m) +q— 1], [sq(m) +h(g—1) —q,...54(m) + h(g— 1) —1]).

Par construction, pour toute valeur de sq(m), on a que

([sq(m), .- sq(m) +q = 1], [sg(m) + hlg — 1) — g, ... sq(m) + h(q — 1) = 1])|G},

Mais comme s,(m) = 1 (mod HG}), on a que le plus grand commun diviseur des
quantités [sq(m), ..., s¢(m)+q— 1] et [sq(m) +h(g—1) — q,...5,(m) + h(g—1) — 1])
divise Q.

Finalement, comme Q|h, les systemes (5.20) et (5.22) possédent une solution com-
mune. 1l existe donc trois entiers K, Ky et K3 avec Ky = K3 (mod (K4,9 — 1)) tels
que si m = K, (mod K>) et s,(m) = K, alors mg" — ¢ est le premier d'une suite de
2q nombres de g-Niven consécutifs. On peut donc conclure qu’il existe une infinité de
tels nombres m, ce qui termine la démonstration de la proposition 5.4.

Les propositions 5.5 et 5.6 sont des lemmes qui nous permettront d’étudier la valeur
asymptotique de la quantité N, ,(z) a la section suivante.
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Soient ¢ > 2 un entier, r et by, b, ..., b, des entiers positifs fixés. Alors, pour chaque
entier positif 7, on pose
() = j(j”i‘bl)"'(j"'br).
[j:j == bla v ,j + br]

Proposition 5.5. Soient m et n deux entiers positifs. Alors

n=m (mod [(by — ba), (b1, b3), ..., (br — br—1)]) = x(n) = x(m).

(Le plus petit commun multiple est pris sur 'ensemble des différences non nulles bj, —
bj-z) .

Preuve. On effectue la preuve par induction sur r. Supposons d’abord que r = 1. Par
la définition de y et par 'hypothése n = m (mod b,), on obtient que

m(m + by)

x(m) = [m, m + by]

= (m, by) = (n,b1) = x(n).
Pour poursuivre 'induction, on fera appel a I'identité

[n,mn+by,...,n+ b

Il

[[n,n+b1,...,n+ b1, n + b (5.24)
[n,n+by,....,n+ be—i](n+b,)
(ln,m+bi,...,n+bi),n+8)

Observons aussi que

(In,mn+by,....,n+b—],n+b) (5.25)
={n,n+b),(n+b,n+b),....,(n+b_1,n+b)]

Comme par hypothese, n = m (mod [(by — b3),...,(by — b,)]), il S’ensuit que
(n+bj,n+b)=(m+b,m+b), j=0,...r—1. (5.26)
En combinant les équations (5.25) et (5.26), on obtient que
([nyn+ by, ... ,n+boy],n+b) = (mm+by,...,m+b_1],m+b,). (5.27)

Par ’hypothese d’induction, on a que

n(n+bl)(n+br,1) _ m(m-%-b])---(m-]—br,l)
[nyn+b,...,n+b4] [mym+by,...,m+b_q]

(5.28)

Nous voici préts a compléter la démonstration de la proposition 5.5. Par définition,

i n(n+by)---(n+by)

= . 5.29
[n,n+ by, ...,n+b] L
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Or, il découle de (5.24) que

nn+by)---(n+b)([n,n+br,...,n+b_q],n+0b)
[n,n+by,...,n+b._1|(n+b)
n{n+b) - (m+b_y)([n,n+br,...,n+by],n+b)
[n,n+ by, ..., + by '

x(n) =

En utilisant les équations (5.27) et (5.28) dans (5.30), on obtient que

m{m +by) - (m+b_1)([m,m + by, :..,m+b_1],m + b;)

X(n) [m,m+b1,...,m+b,~_1]

mim+by)--- (m+b)
[m1m+blv"'1m+b1‘] _X(m),

ce qui compléete la démonstration de la proposition 5.5.

Proposition 5.6. Pour tout entier positif m et tout entier positif r,

m(m +by)--- (m+ b)
[m,m +by,...,m+ b

= h,’"g,

ot h est la valeur mazimale des différences b; — by.

63

(5.30)

Preuve. Encore une fois, on effectue la preuve par induction sur r. Pour » = 1, on a

que

m(m + by)
—_— = Lh=h
[m,m~|—b1] (m,m+bl) ~ b[ 1

On suppose maintenant, que v > 2. D’abord il est clair que le quotient

m(m+b)---(m+b,)
[m,m + by, ...,m+ by

peut s’écrire sous la forme

m(m-f-bl)---(m—l—brﬁl)([m,m-[—b],‘..,m+bru1],m+br)
[m,m+by,...,m+b._] .

C’est pourquoi, par 'hypothese d’induction,

m(m + by) - (m + by)

<h(‘f‘—1)2 b,...,, b , by,
[m,m+by,...,m+b] ([, m + by m+be_i],m +b;)

(5.31)

En utilisant le fait que ([m,m+by,...,m+b.],m+b.) =[(by—b1),..., (b, —b—g)] <

h", on déduit de (5.31) que

m(m +by)--- (m 4+ by) < B0 <
[, + by, ..., m+ by

ce qui compléte la démonstration de la proposition 5.6.
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5.2 Le comportement asymptotique de la fonction
Ny, ()

L’objectif de cette section est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.  Soient ¢ > 2 un entier et r un entier, 1| < r < 2q. Alors il existe
une constante positive ¢i3(q,r) telle que,

Nyr() = (1+0(1))ers(g, ) (z — 00).

-
(log z)”

On prouve le théoréme 5.1 en utilisant les propositions 5.5 et 5.6 ainsi que certains
résultats du chapitre 3.

Dorénavant, pour chaque entier a € [0,g — 1], on pose
Npsolz) =#{n <z:n=a (mod q),s,n)[n,...,s((n+r—1)n+r—1}

On démontre d’abord la proposition suivante.

Proposition 5.7. Soient ¢ > 2 un entier, r € [1,q] un entier et a € [0,q — r] un
entier. Alors il existe une constante positive cy4(r, a, q) telle que,

Nq,r,u(x) =(1+ 0(1))(}14(’!‘,0.,(]) (z — OO)

T
(log z)"

Preuve. Sous 'hypothése n =a (mod g) et 0 < a < g—1r, on a sg(n+1) = s4(n) + 1,
Se(n+2) =84(n) +2 ,..., sg(n+r—1) = s4(n) +r — 1. C’est pourquoi, d’entrée de
jeu, on peut affirmer que le systéme de congruences

= 0 (mod s4(n)),
= —1 (mod s4(n+ 1))

n = —r+1 (fnodsq(n+r~1)),

est équivalent & n = sy(n) (mod [sy(n), s4(n) + 1,...,5,(n) + 7 —1]).

] s I . |logx . TR Ly R e
Comme précédemment, posons I := lﬁgﬁj’ ce qui nous permet d’écrire que

Nopra(z) = Z #Ly. (5.32)

1<t<(¢-1)R
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on K, = FEyq,r,a,r) désigne ’ensemble des entiers positifs n < z tels que n = a
(mod ¢g),n =t (mod [t,t+1,...,t+7r—1]) et 8,(n) = ¢. Mais le systéme de congruences

= t (mod[t,t+1,...,t+r—1]),
= a (mod q)
posséde une solution si et seulement si ¢ = a (mod ([t,t + 1,...,t +r — 1],q)). De

plus, dans ce cas, la solution est unique modulo [t,t + 1,...,t 4 r — 1,4, auquel cas on
désignera cette solution par B = B(t,a). On obtient ainsi de (5.32) que

Nyra(®) = Ag(zlt, B, [t +1,...,t + 1 —1,q]), (5.33)

ou la somme parcourt les entiers positifs ¢t < (¢ — 1)R tels que t = a (mod ([t,t +
L...,t+r—1],9).

Comme par construction B = A (mod ([t,t+1,...,t 4+ 7 — 1],¢ — 1)), on obtient
du théoreme 3.7 que chaque terme de la sommation de (5.33) vaut

(Lt +1,....64+r—1],g—1

T e A0+ 0o R, 3

En posant / := [43*R — R¥3 1R + R%?), on déduit de la proposition 1.7 et des
équations (5.33) et (5.34) que

([tt—i—l A kA l]q ~1/3
E A 14+ O(R 5.35
Noyra(2 oy tt+1,...,t‘+'r—1,q] o 8)(1+ Of ) (5.35)
ou la somme parcourt les entiers ¢t € [ tels que t = a (mod ([t,t+1,...,t+7—1],q)).

Soit maintenant A := [¢,¢ — 1,2,3,...,r — 1]. De la proposition 5.6 et de 1’équation
(5.35), il découle que

Nypolz) = Z Z Q x Ag(zlt) 1+ O (R3)  (5.36)

1<y<A
e (ol Yy b =1y fe “inod &)

ol

gyt Lyt —1lg=1) A+ (v g
Voila qui nous donne

Noralz) = (ﬁ)

(5.37)

—1)q

¥ (loy+1,.c,y+r—1,g—)y(y+ 1) (y+r
1<H< ["}/,"}"f’}.,,’)/‘{“?‘"‘].,(l]

A
v=a (mod (l“r“‘H’l Sy+r—1],9))

XY Agalt)(1+ O(RTVR),

tel
t=v (mod A)
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En faisant appel a la proposition 1.10, il est clair que

ST Aglalt) = (1+0(R—1/3)) (5.38)

tel
t=y (mod A)

Ainsi, en combinant les équations (5.37) et (5.38) et en utilisant la définition de R, on
obtient que

1 2log g "z
_— o 1/3 et~ 5 S el
Marale) = (1+0(logz) ) (58l ) & (5.39)
" 3y (by+ L. ,y+rhg—1(y+1)---(y+7)g
1<¥<A [’Ta’Y"l’lv---:'Y"‘?":Q]

7=a (mod (l'r T+l r41]g))
ce qui termine la démonstration de la proposition 5.7 avec
2logq\" 1
dlg,,7) = ( Ly >
q 1<y<A
v=a (meod ([v,y+1,....7+7].9))

(lvovy+1,...,7+7l,g— Dy(y+1)--- (v +7)g
[vovy+1,...,v+ 714

Remargue. 1l découle de la proposition 5.4 que cette constante est strictement positive.

Pour r € [2,2¢] et a € [max(0,q —r+ 1),2q — r|, on pose pour chaque entier A > 1,

Nevanl®) = #{n < x:sg(n)|n,...,sq(n+7r)n+r,m=a (modgq),

thn_*_q_a’qh-ﬂ Xn_{_q_a}'

Proposition 5.8. Soient g > 2 un entier, r € [2,2q| un entier, a € [max(0,q —r +
1),2q — r] un entier et h un entier positif. Alors il existe une constante non négative
c15 = ¢15(q, 7, a, h) telle que

Nq,‘r,a,h(i) (1 + 0(1))815 (1 ) ('T‘ =% DO)
Preuve. Sous les hypotheses ¢"|n + ¢ — a et ¢"*! fn+q — a, on a que

sq(n) = sq(n)+1,
sinta—a—1) = sn)+q—a—1,
so(ntq—a) = sg(n)+q—a—(¢—1)h,

sglntg—a4l) = sinlt+qg—e+l=(g—1)k

Sgn+r—1) = gn)+r—1-{q-—1)h
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Il s’ensuit donc que

Nowmilt} = #{n < 2 78 {m)= t,q"|n+q—a,q"*! n+q—a,
1<i<(g— 1)1k

n=0 (modt),..., (5.40)
n=-g+a (modt+g—a-—(¢g—1)h),...,

n

It

—r+1 (modt+1'—1*(fl—1)h)}-

On constate aussi aisément que le systéme de congruences

n = 0 (mod t), (5.41)
n = —1 (modt+1),
n = —q+a+1 (modt—a+q—1)
est équivalent an =t (mod [t,¢+1,..., t—a+g—1]), alors que le systéme de congruences
n = —qg+a (modt+qg—a—(g—1)h), (5.42)
n = —g+a+1 (modt+g—a—(¢g—1)h+1),
n = —r+1 (modt+7r—1—(g—1)h)

est quant & lui équivalent an=¢t—(¢g—1)h (mod [t +qg—a— (g — Dh,t+1+4+q—
a—(qg—1)h+1,....,0+7—1—(g— 1)h]). En combinant les équations (5.40), (5.41)
et (5.42) on obtient donc que

Nyrap = Z #{n <z:sin) =t,q"In+q—a, (5.43)
VR

1<t<(q—1
Qh-m Mmtg—an=t (mod[t,t+1,....t—a+qg—1]),
n=t—(¢—1h (mod[t+g—a—(¢—1)h,

t+1+g—a—-(g—1h+1,...,t4+r—1—(qg— l)h])}.
Observons par ailleurs que le systéme de congruences
n=t (mod [t,t+1,...,.t —a+g—1]) (5.44)
n=t—(¢g—1)h (mod|t+q—a—(g—Dh,...,t+r—(qg—1)Ah])

possede. une solution si et seulement si le pged de [t,t+1,...,t —a + g — 1] et de
[t+g—a—(¢g—1h,...,t +17—1—(¢— 1)h] divise (¢ — 1)h. Dans ce cas, il existe un
entier D tel que n est une solution du systeme de congruences (5.44) si et seulement si

n=D0D (mod F) (5.45)



Chapitre 5. Les suites de nombres de Niven consécutifs 68

oun Fi=[t,t+1,....t—a+q—Lt+q—a—(g—Dh,t+14+qg—a—(¢—Dh+1,...,t+
r—1— (g — 1)h}. On obtient donc

g1

Nyran(z) = >, (5.46)

j=1 1<t<{q—1)R
h{g—1)=0 (mod ([t,....t—a+g—1].ft+9—a—(g—1)k,....t+r—(g—1}h]))

#{n <z:s(n)=tn=j¢" —g+a (modg"™),
n=D (mod F)}

Mais le systeme de congruences

n=j¢"—q+a (modg"tt) (5.47)
n=D (mod F)

possede quant a lui une solution si et seulement si
D=j¢"~q+a (mod (F,¢"")).

Dans ce cas, il existe un entier D tel que le systéme de congruences (5.48) est satisfait
si et seilement si
n=D (mod [F,q¢"*))

En définissant la quantité A par
A= [¢", (g — 1), F).

Il découle de I'équation (5.46) que,

—

q—

Nq,r,a.h«(afi). = Z (548)

1<4<A
h{g—1)=0 (mod ([v,....v—a+g— ll [y+a—a—(g—1)h-...y+r—(g—1}h]))
p=joh—qte  (mod ([v,--y—a+g-1,y+a—a—(g—h,...ytr—(g—1k],gh+t1))

S© Afalt, D[R g")

1<(<(q-1)R
t=y (mod A)

s,
I

De plus, par le théoreme 3.7, on a que

(qu_l}

Aq(z|A, D, [F,¢""]) = ]

Ag(z|A) (1 + O ((logz) /%)) . (5.49)
Par ailleurs, par la proposition 5.5, sous I'hypothése A = v (mod A), on obtient que

[F,¢"] = tt+1)--(t+g—a—-1){t—(h—1)g—1)+g—a) x---

—(h — = o h,+1_1_
x(t—(h—=1)(g—1)+7—1)q o)
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ol

Fl) = Yooy tg—a-Ny—(h-1)(g-D+g—a)---(y — (h—1)(g—1) +r - 1)g""
S ey tg—a-lLy—(h—-1)(g-1D)+q—a,....y—(h—1)(g—1)+r—1,¢"*]

Comme précédemment, on peut supposer ¢ € I avec [ := [51R — R¥3, &21 4 R27),
Pour simplifier la notaion, on définit ’ensemble XC de la fagon suivante

K: = {1<y<A:h(g—1)=0
(ruod (J% : coop—a@hig— 1y b —a—{g ~ Db oo 747 — (g — DB
et D=3j¢"-qg+a (mod ([v,....,vy—a+qg—1,v+qg—a—{(qg—1)h,
Y+ = (g — DAL ¢"M))

ainsi que la quantité W de la facon suivante
W= [y os o+ —0— L g —a—ig — 1~ 1), . ;4 Hr —{E—1){g - 1)].g— 1).

En combinant les équations (5.48), (5.49) et (5.50) on obtient,

rq-2

Nyran(@) = (140 ((logz)¥3)) (ﬁ) S HW S Ayl
J=1 yek t=ny tEnlwd A
e (5.51)
De la proposition 1.10, on obtient que,
Yo Adalt) = (1+0((logx) ™)) 5 (5.52)

tel
t=+ {(mod A)

En combinant les équations (5.51) et (5.52), on obtient que

T q—2
Nypan(@) = (1+ 0 ((logz) /%)) ((jl_"—gl)qR) YW Gs)

i=1 ~vek

Voila qui compléte la démonstration de la proposition 5.8 avec

T q—2
cs(g, 7y, h) = (iligf) miA SN fenw (5.54)

j=1 ek

Proposition 5.9. Soient g > 2 un entier, v un entier tel que r > 2 el a un entier tel
que 0 < a < min(qg — 1,2q — r). Alors

Nk

es(q,m,0,h) < 0.

=
Il

2
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Preuve. De 'équation (5.54), il est clair que

2loggy q—1 &
clﬁ(Q: T a, h) < ( 1 ) 10°A Zf (55"))

De la définition de f(7y), on a que

oYy D)yt gq—a—-1)y+g—a—=(h—1)(g=1))- - (y+r—(h—1)(g—1))
MR = et G E0 6= Lrh o= v B 1= O ey = I Dilg =] 2

x([v,y+1,...c,v+qg—a—L,y+qg—a—(h—-1)(g—1),...,y+r—(h—1) q—l)],q ).

De (5.56) et de la proposition 5.6, on obtient que

7 < @) (hy+ 1., y+g—a—1,y+g—a—(h—1)(g— 1), (557)
' .y +r—(h—1) g —1)]q)

De I'inégalité (5.57), on déduit que

A qh

% Y flty) < (261}&)“"2% Yy +1.r+g—a—1, (5.58)

y+g—a—(h—1)(g—1),....y+r—(h—1){g—1)],¢")

(2h”21 > D«

a<q"‘ 1<y<qh
pla=ple g(v)=a

VAN

ol

g(v) = [y, y+1,...,y+g—a—-1,7+q—a—(h—1)(g—1),...,v+r—(h—1) (g~ 1)}, ¢").

On a par ailleurs les inégalités

Z a< Z ra < rq. (5.59)

1<y<qh 1<y<qh
gly)=o (v,qP)=a

En combinant les inégalités (5.58) et (5.59), on obtient que

<> 1) < 2ahy” Z 1< r(2gh)” (5.60)

¥=1 a<qh
pla=>plg

Enfin, en combinant les inégalités (5.55) et (5.60), la démonstration de la proposition
5.9 est compléte.

Proposition 5.10.  Soient ¢ > 2 un entier, v un enlier supéricur ou égal g et a un
entier tel que 2g —r < a < g — 1. Alors, pour tout nombre réel ,

Nowalm) =0
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Preuve. La démonstration de la proposition 5.10 est semblable a celle de la proposition
5.4. En supposant n = a (mod ¢), on a g||n + ¢ — a ou g|[n + 2¢ — a.

Supposons d’abord ¢||n+ ¢ — a. On a alors que s;(n+q—a—1) = s,(n+2q9—a—2).
Sous 'hypothése que n + g —a — 1 et n+ 2q — a — 2 sont des nombres de g-Niven, on
obtient que sg(n+q—a—1)|n+g—a—1et s,(n+q—a—1)|n+2q—a— 2, auquel cas
il s’ensuit que s;(n+¢g—a—1)|g— 1. Etant donné que n+q—a—1=¢g—1 (mod q),
on en déduit n +qg —a —1 = g — 1. Mais comme 2g — 1 n’est jamais un nombre de
g-Niven, on obtient une contradiction.

Supposons maintenant ¢|ijn+2g—a. On a alors que sg(n+g—a+1) = s,(n+2¢—a).
Sous 'hypotheése que n + ¢ —a + 1 et n + 2¢ — a sont des nombres de g-Niven on a
que s¢(n+q—a+1)n+qg—a-+1etsy(n+q—a+1)n+2¢—a Il sensuit que
Sg(n +q —a+ 1)|g — 1. De plus, s4(n +¢g —a+ 1) = 1 (mod ¢). C’est pourquoi,
Sg(n+q—a+1)=1, ce qui impliquen+qg—a+1=1et n+qg—a=_0cequiest une
contradiction et termine la démonstration de la proposition 5.10.

Nous sommes maintenant préts a démontrer le résultat principal de ce chapitre.
Théoreme 5.1. Soient q un entier q > 2 et v un entier 1 < r < 2q. Alors il existe

une constante positive c¢i3(q,r), telle que,
x

Nyr(z) = (14 o(1))es(q, T)(logz)f (£ — o0).
Preuve. Supposons d’abord r < g, on écrit alors,
Nyr(z) = Li(z) + Eofz), (5.61)
olt Ty(z) = 10707 Nyap(z) et Bo(z) = 3297 —g-r Noar(2). Par la proposition 5.7, on a
que
q—r—1 g-—r-1 - T
Ei(z) = Z Nyar(z) = (1+0(1)) ; (?14(qzaaT)(]0gm)r = (H"O(l))f‘lr(q,ﬂm
(5.62)
ou ciglq,r) = Z;Z*] c14(q, a,r). Par la proposition 5.8, on a également
q—1
Ba(2) = Y. Nyar(®) (5.63)
a=q—r

g—-1 (loglogz)?
=1

45
= Z Z Nq] ah +O (q(loglﬂﬁl‘)z)

a=q-r

g—1 (log }o;-;;)2

= (14 o (log::: - a;r Z s(q,7,a,h).
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De (5.63) et de la proposition 5.9, on obtient que
z

TR (5.64)

Lo(z) = (1 + o(1))eir(g, 7)

X -1
ol €17 = gzq_r ooy eislagyr; w, h).

On compléte la démonstration du théoréme 5.1 en combinant les équations (5.61),
(5.62) et (5.64).



Chapitre 6
Résultats numériques

Dans ce chapitre, on compare les résultats obtenus dans les chapitres précédents aux

valeurs numériques obtenues a 'aide du logiciel Maple 9.5.

Le tableau suivant donne la valeur de Ny (z) pour différentes valeurs de z et pour
q = 2, 3,10, 54. Remarquons que pour toutes les valeurs de = dans ce tableau, Ng,(z) <
Nio(z) < Na(z) < Ns(z), ce qui est cohérent avec le fait que n(54) < n(10) < n(2) <

n(3).

x Nm(:ﬂ) Ng(fL’) N3(.’L’) N54(.’L')

1000 213 229 315 88

5000 899 961 1216 243
10000 1538 1764 1969 465
20000 2954 3179 2920 864

50000 6752 7099 9037 1937
100000 11872 13473 16958 3391
200000 23083 25401 31771 6258
500000 53240 59509 73195 | 14547
95428 | 113567 | 138066 | 28266

1000000
2000000 186561 | 216781 | 249574 | 53604
5000000 | 438795 | 513567 | 597656 | 118434

10000000 | 806095 | 975981 | 1213818 | 219683
100000000 | 6954793 | 8166390

Le tableau suivant donne la valeur de la fonction n(q) pour 2 < ¢ < 94. Notons que
pour g < 94, la fonction 7(q) prend sa valeur maximale lorsque ¢ = 3. De plus, en vertu
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des résultats du chapitre 4, pour tout g > 94 on obtient également n(q) > n(3).

74

n(q)

q

1(q)

n(q)

q

n(q)

1.386294361
1.647918434
1.540327068
1.609437912
1.621591791
1.103377145
1.373265361
1.193933011
1.294863447
0.8625295808
1.424971865
0.7807861923
1.0776923448
1.109035489
1.062455004
0.6600848994
1.145059603
0.6140836242
1.096028078
0.9111916529
0.8162650232
0.5406895878
1.117665217

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
A7
48

0.6776840800
0.7313247488
0.7404898911
0.8922641996
0.4610422134
1.030196161
0.4399789597
0.7648610291
0.6800144264
0.6089610000
0.6845252503
0.9361639033
0.3879383341
0.5632345466
0.6063246964
0.8355537152
0.3602037346
0.8316578486
0.3479244121
0.6606604323
0.7146797271
0.4912759226
0.3259589804

49
50
51
52
53
54
55
56
a7
a8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

0.8107958954
0.4334019657
0.6133647986
0.5013111986
0.5873212888
0.2982152545
0.6678888643
0.5030026244
0.6704039091
0.4624080991
0.4145415593
0.2752302866
0.8221757728
0.2684134698
0.3944816103
0.5721214824
0.5217984088
0.4462354163
0.6081167009
0.2500309757
0.4834792897
0.4015590965
0.6106941373

72
73
74
75
76
77
78
il
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94

0.2392421831
0.6952133353
0.2342238463
0.3453359742
(.5004402971
0.4452099739
0.4012081327
0.5386400212
0.2204704957
0.5932506360
0.3989622362
0.3193867543
0.2122469942
0.6648125437
0.3662120820
0.3079520200
0.3371755825
0.4868872098
0.2011024647
0.6315203311
0.3549284598
0.3855708453
0.3204312425

Le tableau suivant compare la valeur réelle de la fonction Ny(x) aux valeurs prédites

par différentes méthodes pour différentes valeurs de z. La troisiéme colonne donne la

valeur de n(?)l—‘%—x. Dans la quatrieme colonne, ¥; désigne la quantité

Ty = Z f2—la— log(x/2%).

a>l

Dans la cinquieme colonne, 5, désigne la quantité

Xy = Z é#{n <z s(n) = a}l.

a>1

Finalement, dans la sixieme colonne, 23 désigne la quantité

¥

23 Z:Z

a>1

9ua(a)

€I
#{n < Tt - sa(n) = a}.
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Il semble que pour de grandes valeurs de z, ¥3 soit la plus précise de ces approximations.

z || No(z) | n(2) BiE P s 2

22 124 113.78 136.91 133.08 140.78
g2 760 682.67 794.82 762.72 813.61
21501 4772 4369.07 4751.80 4747.48 4882.57
218 11 32225 | 29127.11 | 31121.47 | 31116.97 | 32670.48
22011 117897 | 104857.60 | 111142.37 | 111139.78 | 118485.04
222 1| 428155 | 381200.36 | 401656.94 | 401654.25 | 429000.08
273 || 814294 | 729444.17 | 766381.02 | 766376.29 | 815020.88

Pour tout entier ¢ > 2, lorsque h est un grand entier positif et lorsque ll—zg—‘; est petit
comparativement & h, les nombres de ¢-Niven sont plus nombreux dans 'intervalle
l¢", ¢" + a] que dans lintervalle [¢" — a, ¢"].

Cet écart, illustré par le tableau de résultats suivant, s’explique par le fait que la
valeur de s,(n) est plus élevée pour n € [¢" — a, ¢"] que pour n € [¢", ¢" + a]. Cette idée
a été exploitée par De Koninck et Doyon [10] pour construire de grands intervalles ne
contenant pas de nombres de Niven.

Nio(107) — Nyp(107 — 10%) = 551

N1o(10%) — Nip(10® — 10%) = 460

Nio(10%) — Ny(10° — 10%) = 371
Nig(10'%) — Nyp(10'° — 104) = 335
Nip(1019) — Ny(10'0 — 105) = 3566

N1o(107 + 10%) — Nyo(107) = 1429

Nio(107 + 10%) — Nyp(107) = 1420

Nio(10° + 10%) — Nyp(10°) = 1428
N1o(10% + 10%) — Nyo(10'9) = 1417
Nig(1010 + 10%) — Nyp(10'0) = 11217

Ny(218) — N,(215 — 210) = 115
Na(2'7) — Nyp(2'7 — 210) = 94
Ny(222) — Nyp(22 — 21) = 53

No(224) — Np(224 — 216) — 3876

N2(23O) . N2(23U o 216) — 3925

Ny (215 4 210) — N,(2'%) = 197
Ny(217 4 210) — N,o(2'7) = 187
Ny(22 + 219) — N,(2%%) = 199
Ny(2% + 218) — N,(2%) = 8252
N, (2% 4 216} — N,(230) = 8191




Chapitre 7
Conclusion

&I

Bien que n(q) .7 soit I'ordre asymptotique de Ny(z), il ne s’agit pas d’une tres
bonne approximation de cette quantité. D'une part, Mauduit, Pomerance et Sarkozy
[19] ont obtenu l'estimation avec terme d’erreur

T X
) =0 +0 (g )

D’autre part, des différentes étapes de la preuve du théoreme 3.8, on peut déduire que

x T

Ny(x) — n(q)

lim sup
Z—00

> .
log log?

Il parait plus facile d’étudier la quantité N,(¢'*), ol R est un entier, que la quantité
Ny(z) ol = est un réel quelconque. L’expression

g—1
—1—1 Z(j,q —1) Z i—#{n < g% : 5,(n) = a}
Jj=1 a>1

semble estimer la quantité N,(¢") avec un meilleur terme d’erreur que l’expression'ﬁgg‘"; 3
En utilisant la proposition 1.14, on peut déduire que

12
6 252

Z#{n<q () U'\/_—_/ (qu+t\/—

ou 0 = o(q) est défini dans I’énoncé de la proposition 1.14. En développant le membre
de droite, on obtient,

_;2, 2/3 :
a\/_/ (a— ”R+tf o\/_/;a R(q—l) (1 t(q—zl)\fRth?R(q[}—l)z"')dt
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et cette derniere quantité peut s’écrire comme

q i
—— = (7.1)
a\/'.'-r; R

2 =t po t2
D; = (—) / 2 27 dt.
q ~ 3 —00

Ainsi, nous conjecturons que la formule (7.1) donne une estimation de N,(g") avec un

avec

R .
terme d’erreur o (5}5) pour toute valeur de j

En adaptant les méthodes utilisées au chapitre 3, il devrait étre possible d’obtenir
le comportement, asymptotique de la quantité

lng q

n<T: Zf (9)

?

ou f est une fonction arithmétique a valeurs entieres telle que f(0) = 0. On pourrait par
exemple étudier le nombre de nombres inférieurs a x qui sont divisibles par la somme
des carrés (ou d’une puissance donnée) de leurs chiffres.
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